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Predgovor

Skripta z naslovom Procesne bilance so namenjena Studentom 1. letnika univerzitetnega
Studijskega programa (UNI). So popravljena in dopolnjena izdaja skript, izdanih leta 2004, ki
so jih pripravili avtorji Majda Krajnc, Severina Oreski in Franc Purkeljc. Uporabiti jih je
mozno tudi pri predmetih Kemijsko racunanje Il in Procesno racunanje 1. V vsebini je bilo
potrebno upostevati nadaljno usmeritev, saj na visokostrokovnem programu (VS) sledi le Se
predmet Sinteza procesov, kjer se obravnava delno racunalnisko podprt kemijski proces. Pri
UNI programu so Procesne bilance Sele zaletek v nizu med seboj povezanih in postopno
nadgrajenih predmetov.

Ker je bila dolga leta vsebina gradiva namenjena Studentom drugega letnika je, zaradi prehoda
predmeta v Studijskem letu 2009/2010 v prvi letnik, ponekod malo poenostavljena predvsem
pa prilagojena znanju Studentom na tej stopnji. Prav tako je bolj pregledna in urejena saj so
zdruzena poglavja o masnih bilancah ter obdelavi podatkov in numeri¢nih metodah, kar je v
prejSnji skripti bilo pomeSano. Na novo sta dodani Prilogi A in B, v katerih so prikazane
racunalniske resitve primerov obravnavanih v poglavjih s programskima paketoma Polymath
in Excel.

Dopolnila so bila izdelana na osnovi naslednje literature:
e R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, Third
Edition, John Wiley & Sons, Inc., New York, 2000;
e D. M. Bourg, Excel Scientific and Engineering Cookbook, O'Reilly, Sebastopol, CA,
2006.

Vsebino 3. izdaje sta pregledala in predlagala dopolnila ter popravke strokovna recenzenta:
zasluzni profesor dr. Peter Glavi¢ in red. prof. dr. Zdravko Kravanja. Za porabljen Cas in
koristne napotke se jima lepo zahvaljujemo.

Kot dopolnilo in pomo¢ pri pripravah na izpite pri omenjenih predmetih priporo¢amo Se
Delovna zvezka in Zbirko nalog z reSitvami, ki so dosegljivi na elektronskem portalu Moodle.
Ce boste v skripti morda nasli kako napako, vas prosimo, da nam to sporo¢ite. Tako bomo

laZe in bolj kakovostno pripravili naslednjo izdajo.

Pri Studiju in na izpitih vam zelimo veliko uspehov.

Avtorji

Maribor, oktober 2012.
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SIMBOLI

— parameter van der Waalsove enacbe, bar (cm*/mol)*

a
A — parameter Clapeyronove enacbe, —
b — parameter van der Waalsove enacbe, cm’/mol
B — parameter Clapeyronove enacbe, K
B — drugi virialni koeficient, cm’/mol
c — svetlobna hitrost, m/s
C — tretji virialni koeficient, cm®mol?
C — molska toplotna kapaciteta, J/(mol K)

p
E — toplota, J

F — mnozinski tok, mol/s
M — molska masa, g/mol
m — masa, g

n — mnozina snovi, mol

Ne — Stevilo enacb, —

Nk — Stevilo komponent, —

Nn — Stevilo neznank v enacbi, —

Np — Stevilo modelnih parametrov, —

Nr — Stevilo reakcij, —
N — $tevilo spremenljivk, —
M — §tevilo tokov, —
P — tlak, bar
pes — parni tlak snovi v teko¢i ali trdni fazi, bar, mmHg
qm — masni tok, g/s
r — mnozinsko razmerje tokov, Stevilka reakcije, —
r — Stevilka reakcije, —
R — splo$na plinska konstanta, cm® bar/(mol K)
t —cas, s
t — temperatura, °C, °F
T — temperatura, K, °R
T; — kriti¢na temperatura, K
V. — molska prostornina, cm*/mol
w, — masni deleZ komponente 7, —
X — stopnja presnove, —, %
X, — mnozinski delez komponente i v teko¢i fazi, —

— mnozinski delez komponente i v parni fazi, —

=

Matematic¢ni simboli

— naklon premice, —
— i-ti parameter regresijske krivulje, —

S Q

— odsek na ordinatni osi, —

i1



— matemati¢na funkcija, odvisna spremenljivka, —
— odvisna vektorska spremenljivka, —

— matemati¢na funkcija, odvisna spremenljivka, —
— matemati¢na funkcija, odvisna spremenljivka, —
— aproksimacijski polinom pri regresiji, —

— aproksimacijski polinom prvega reda, —

— aproksimacijski polinom drugega reda, —

DY T S

— koeficient korelacije pri regresiji, —

R: § — koeficient determinacije pri regresiji, —

s — vsota kvadratov odstopanj pri regresiji, —

X — neodvisna spremenljivka, —

X — transformirana abscisa, —

X — neodvisna vektorska spremenljivka, —

x" — zacetna (ocenjena) vrednost spremenljivke x, —
y — matemati¢na funkcija, odvisna spremenljivka, —
Y — transformirana ordinata, —

Simboli zapisani z gr$kimi ¢rkami

0, — navpicna razdalja (odstopanje) i-te podatkovne tocke od regresijske krivulje, —
AigpH — molska izparilna toplota, J/mol

e — temperatura, K

1% — stehiometrijski koeficient, —

& — masno razmetrje tokov, —

)y — vsota ¢lenov

0] — hitrost presnove, mol/s

v
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Uvod

1 UvOD

1.1 KEMIJSKA TEHNIKA

Ukvarja se z nacrtovanjem, konstruiranjem in delovanjem procesov, v katerih je kljucna
operacija kemijska reakcija. Glavna naloga kemijske tehnike v bliznji prihodnosti je nacrtovanje
kemijskih procesov, ki bi ob povratnem toku potro$nikovih viskov skrbeli za ¢im racionalnej$o
uporabo naravnih rezerv in postavitev procesov za $e neodkrite snovi. Proizvodnja produktov naj
bo usmerjena v uporabo surovin obnovljivih virov, saj bi tako trajnostno nasli reSitve za veliko
problemov danasnjega casa. Kemijski proces prihodnosti mora upostevati zakone fizike in
kemije v naravi.

Naloga kemijskega inzenirja je torej razvoj in naértovanje procesov, ki pretvarjajo surovine in
osnovne vire energije v zeleni kemijski produkt in visje energijske oblike. Skrbeti mora za
izboljSanje in delovanje obstojecih procesov tako, da delujejo varno, ucinkovito in ekonomicno.
Uporabljati mora osnovne fizikalne in kemijske informacije kemika v laboratorijskem merilu za
specifikacijo opreme za industrijski proces. Te specifikacije so nato uporabljene za dimen-
zioniranje opreme, kar store strojniki (laboratorijski koncept = industrijski proces). V
obstojecem procesu skrbi za optimalno delovanje procesa ob upoStevanju varstva okolja in
varnega delovanja obrata.

Kemijski inzenirji so zaposleni v razli¢nih vejah kemijske industrije:

o petrokemijski (Nafta Lendava, Petrol),

e industriji plastike in gume (Sava Kranj, Gumarna v Mariboru, Julon v Ljubljani),

e farmacevtski (LEK Ljubljana, KRKA v Novem mestu),

e bazic¢ni (Cinkarna v Celju, TKI Hrastnik, Talum in Silkem v Kidricevem),

e biotehnoloski (pivovarni Lasko in Union, mlekarne),

¢ industriji barv in lakov (COLOR v Medvodah, Helios Domzale, Belinka v Ljubljani),

e prehrambeni (Oljarna GEA v Slovenski Bistrici, Kolinska v Ljubljani, Droga Portoroz, Etol v
Celju),

e agrokemicni (Pinus v Rac¢ah, Agro Ruse),

e cementni (cementarni Trbovlje in Anhovo),

e metalurski (2elezarni Ravne in Store, Tovarna dusika Ruge),

.....

e industriji keramike (opekarne, Swaty v Mariboru, Comet v Zrecah).
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Zaposleni so tudi v drugih panogah, npr. v gradbeniStvu, strojniStvu in tekstilni industriji, kjer
opravljajo dela analitikov, ekologov, torej na cCistilnih napravah, v energetiki, racunalniStvu,
kemijski informatiki, biomedicini, biokemiji itd., nekateri od njih pa se zaposlijo kot predavatelji
kemije in kemijske tehnike na srednjih Solah.

1.2 ENOTE PROCESA*

Kemijski proces razdelimo v osnovne pojave in operacije, Ki jih lahko obravnavamo lo¢eno.
Osnovni pojavi so: pretok fluidov, prenos toplote, kondenzacija in vrenje, kemijske reakcije,
difuzija plinov. Operacije razdelimo na glavne in pomozne. Glavni operaciji sta kemijska
presnova in separacija. Pomozne operacije so: kristalizacija, sedimentacija, mletje, absorpcija,

adsorpcija, suSenje, granuliranje, gretje, hlajenje, komprimiranje, ekspanzija itd.

cevi
CANCRSOSIRORS
N N
:\ delci
-~ katalizatorja
. (Fe)
nerjavno
jeklo N

TG SIT 5

/A ?L\\

plinski produkt plinski produkt

vtok plina

Slika 1-1: Cevni reaktor (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and
Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)

Procesna enota je aparat ali del kemijskega procesa, v katerem nastane fizikalna ali kemijska
sprememba (tudi obe) snovi, ki prihaja v enoto. Ena procesna enota lahko opravi vec kot eno

operacijo. Na sliki 1-1 je cevni reaktor, ki je tipi¢ni predstavnik procesne enote. Nacrtovan je za

L A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc.,
New Jersey, 1976, str. 2—-10.
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eksotermno reakcijo plinov, ki zahteva prisotnost katalizatorja. Pri reakciji nastala toplota se
porabi za segrevanje plina. Vroca zmes vtekajoCih plinov zacne reagirati takoj, ko pride v stik s
katalizatorjem. V cevnem reaktorju potekajo trije osnovni pojavi: prenos toplote, pretok fluidov
in kemijska reakcija.

Slika 1-2 prikazuje plinski absorber. Uporabljamo ga za CiS¢enje plinskih zmesi. Necistoca,
prisotna v plinu, ki vteka na dnu, se absorbira v tekocini (topilu), ki vteka na vrhu. O¢iscen plin
izteka na vrhu stolpa, raztopina, v kateri je necistoca, pa na dnu. V plinskem absorberju potekajo

naslednji osnovni pojavi oziroma operacije: pretok fluidov, prenos snovi, mesanje.

iztok plina

vtok

tekocine razprsilnik

tekocine

plasg, stolp

polnilo

nosilni prekat polnila
—~—— vtok plina

T -’E —— jztok tekocline

C == |

Slika 1-2: Plinski absorber (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering
and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)

Na sliki 1-3 je prikazana destilacijska kolona s prekati. Napajalno zmes lo¢imo v dva toka:

destilat in destilacijski ostanek. Locevanje poteka na osnovi razlicnih vreliS¢ oziroma hlapnosti
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komponent. Destilacijske kolone so opremljene s kondenzatorjem (delni, totalni) in vrelnikom.

Dovedena in odvedena toplotna tokova v vrelniku in kondenzatorju omogocata locevanje zmesi.

Ha
kondenzator

71 v

hlapi

%

hladivo

=

destilacijska

kolona
tok tekocine
y’
prekat z
napajalna zvonci
zmes

~ tok hlapov

obtok tekocine

=N
e

tekocCina

segreto
hladivo

produkt
destilat

( produkt

kondenzat

Slika 1-3: Destilacijska kolona (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical
Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)

V notranjosti kolone so namesceni prekati (ravnotezne stopnje) razli¢nih izvedb. Slika 1-3a
prikazuje prekata z zvonci. V destilacijski koloni potekajo naslednji osnovni pojavi oziroma
operacije: pretok fluidov, prenos toplote in snovi, konvekcija, kondukcija, uparevanje,

kondenzacija in meSanje.
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prelivna
| — cev

/

zZvonec

pregrada

Slika 1-3a: Presek destilacijske kolone — prekati (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to
Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)

Slika 1-4 prikazuje ciklonski locilnik. Uporabljamo ga za locevanje trdnih delcev oziroma
kapljic teko€ine iz plina. Zaradi hitrosti pretoka in centrifugalne sile fluid mo¢no krozi, pri cemer
se trdni delci oziroma kapljice tekoCine nabirajo ob steni in drsijo proti dnu, Kjer iztekajo.
Ociscen plin potuje po centralni cevi proti vrhu. V ciklonskem lo¢ilniku potekata pretok fluidov

in lo¢evanje zmesi.

T iztok plina

plin in trdni delci
— ali
kapljice tekocine

iztok trdnih delcev
ali kapljic teko€ine

Slika 1-4: Ciklonski loc¢ilnik (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering
and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)
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cevi

iztok fluida 1

vtok fluida 1 vtok fluida 2

Slika 1-5: Toplotni prenosnik (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering
and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)

V toplotnem (cevno-plasénem) prenosniku na sliki 1-5 segrevamo eno tekoc¢ino z drugo, pri tem
pa tekocCini nikoli ne prideta v stik. Toplotni prenos poteka skozi stene kovinskih cevi. Vrsta
pregrad znotraj prenosnika izbolj$a krozenje fluida na plas¢ni strani cevi (shell-side). Dobro
nacrtovan toplotni prenosnik lahko segreje hladno teko¢ino do temperature, ki je samo malo pod

vtocno temperaturo tople tekocine.

1.3 MASNE IN ENERGIJSKE BILANCE

Na slikah od 1-2 do 1-5 vidimo procesne enote, v katerih kemijske reakcije ne potekajo. Vse
procesne enote se pokoravajo zakonom o ohranitvi mase in energije. Ce te zakone uporabljamo v
kemijskih procesih, jih imenujemo masne in energijske bilance.

Pri naSem delu bomo analizirali kemijske procesne enote, tj. z uporabo masnih bilanc bomo

proucevali njihovo delovanje pri razlicnih obratovalnih pogojih.
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1.4 KEMIJSKI PROCES

Predstavlja ga sistem procesnih enot, ki so razvrs¢ene v smiselno zaporedje. Na sliki 1-6 vidimo
proces pridobivanja amoniaka. Napajalni tok je plinska zmes dusika in vodika s prisotnimi
necistoCami. Napajalna zmes s konstantnim pretokom se pomeSa s povratnim plinom NHj pri
nizkem tlaku. Nastalo plinsko zmes vodimo na kompresijo in nato v mesalnik, kjer se pomesa s
plinom H;, + N, + CH, pri visokem tlaku. V reaktorju potekata dve operaciji: segrevanje plina do
temperature reakcije in naslednja reakcija:
3H2+ N2 < 2NH;

Reakcija ne potece popolnoma, zato vsebuje reakcijski produkt nezreagirana N, in H,, ki ju po
loCevanju vracamo v reaktor. Pline iz reaktorja ohladimo v toplotnem prenosniku, Kjer se
amoniak utekocini in ga od plinov lo€¢imo v visokotla¢nem lo€ilniku (separatorju). Netopne pline
lo¢imo od tekocega produkta, tj. amoniaka, v lo€ilniku pri nizkem tlaku. Del plinov pri visokem

tlaku odtakamo iz procesa in s tem preprecimo kopic¢enje necisto¢ v reaktorju.

T11 obtok visokotlacnega plina kompresor razcepisce
@ T10 \ T9
E7ﬁi odpadni
E8 plini
reaktor
T71 hlapi
i E4 Nz, H2, CH4
vtok isokotiadni
oA toplotni hladiva ;gzﬁni(:( ael)
mesalnik = || = } prenosnik =
1 kompresor T4 T5 | E5 TTK
T 2 N7 6 e 5 =A|E6
napajalna § E1 mesalnik 6 e
zmes E2 ~
iztok hladiva
3 . . tekoCi NH;
obtok nizkotlacnega plina
T13 T8
/.
nizkotlacni | $7% |E9
logilnik [+
. VR

Legenda:
T1-T13 - tokovi T12
produkt NH 3

E1-E9 - procesne enote

Slika 1-6: Procesna shema za proizvodnjo NH3 (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to
Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)

Kvantitativni opis kemijskih procesov je problem sistemske analize. Fizikalni zakoni v obliki

matemati¢nih ena¢b opisejo delovanje procesnih enot in interakcije med njimi. Ce na procesu
proizvodnje NH; na sliki 1-6 naredimo poenostavljeno analizo, vidimo, da imamo 9 procesnih

enot in 13 tokov v procesu. Ce vzamemo, da imamo 5 komponent (H,, N,, NH, in dve ne&isto¢i),
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imamo za vsak tok 8 spremenljivk: T, p, pretok F in sestavo x vsake komponente, skupaj
8 - 13 = 104 spremenljivke za tokove. Imamo $e t. i. parametre opreme (equipment parameters),
ki okarakterizirajo delovanje posameznih enot procesa. Teh je vseh skupaj 20, tako da imamo
skupaj 124 spremenljivk.

Enacbe, ki jih postavimo, so enaCbe za ohranitev mase in energije in enacbe pogojev za
posamezne procesne enote. Ce torej lahko zapiSemo 85 ena¢b, moramo podati 124 — 85 = 39

vrednosti za spremenljivke in parametre. Te imenujemo prostostne stopnje; druge izracunamo.

Vidimo, da gre za velike sisteme enacb, ki jih ne moremo reSiti brez racunalnika! Metode za

sistemsko analizo bomo spoznali v naslednjih poglavjih.

Ker so kemijski procesi v€asih tudi zapleteni in vsebujejo veliko Stevilo procesnih enot in tokov,
jih poenostavljeno prikazemo v procesni shemi (flow diagram). Tako ohranimo preglednost. Za
posamezne enote procesa uporabljamo dogovorjene oznake (grafi€ne simbole). Pri risanju
upostevamo mednarodna standardna pravila. Standard, ki opisuje pravila risanja procesnih shem
in zajema veliko Stevilo grafiénih simbolov, je ISO 10628, ki je preveden tudi v sloven§¢ino®,

Slika 1-7 prikazuje primer procesne sheme z osnovnimi informacijami.

Vakuumska
postaja v obdelavo odpadnega zraka

W3

slanica, -15 *C

W2

hladilna voda, 20 °C

[ Koncentrat ]
1515 kg/h | WL Y
E:>—J—) hladilna voda
iz koncentrirne enote
_—
Konéni proizvor
! (5o
l 130 *C P1A
w1 P1B g B2 B3A
para, z B3B v hranilnike
31 MP:«;( > ? S
c— N\ ] (?Ss'::/!:l f
-\ A
P2A v sod P3B

Proizvod "X", 12 000 t/a
Destilacija
Procesna shema

(Risba 3t.) —]
L

P2B Casovni delez obratovanja: 8 000 h/a
Vsi Haki so absolutni

Slika 1-7: Procesna shema z osnovnimi informacijami (SIST EN ISO 10628, Slovenski institut
za standardizacijo, Ljubljana, 2002)

2 Slovenski standard SIST EN 1SO 10628, Sheme procesnih obratov — splosna pravila, 2002.
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1.5 SISTEMI MERSKIH ENOT

Z uvedbo mednarodnega sistema merskih enot (SI) je odpadla velika ve¢ina problemov, ki so
izvirali iz uporabe razlicnih enot v razlicnih delih sveta. Ker pa imamo opravka tudi z malo
starejSo literaturo, predvsem z angleSkega govornega podro¢ja, bomo na kratko prikazali, kako
pretvarjamo enote. Za pretvarjanje enot je potrebna sistematika. Klju¢ za pretvarjanje so
preglednice v razli¢nih priroénikih3.

Najprej napisemo ekvivalenco oziroma pretvornik iz priro¢nika, npr.:

11b=45359¢g

ali drugace:

b ]_, o 453599 _,
453,59 g 1b

Enote potem pretvorimo z mnozenjem takSnih izrazov, pri tem pa pazimo, da se nezelene enote

okrajSajo (princip kraj$anja enot).

Gostota etanola pri 60 °F je 49,51 Ib/ft®. Izradunajte gostoto v g/cm? in izrazite temperaturo v °C!

49511b | 45359 g (1ft)® g
— - ~|=0,793——
ft 1lb (30,48 cm) cm

Opomba: Kadar izhajamo iz osnovnega pretvornika oziroma ekvivalence, npr. med ft in cm,

ho¢emo pa dobiti ft* in cm®, moramo kubirati §tevilko in enoto.

Se bolj enostavna je uporaba vertikalne &rte, ki nadomesti simbol operacije mnoZenja in

oklepaje™®.

® CRC Handbook of Chemistry and Physics, 79" Edition, CRC Press LLC, Boca Raton, 1998.

*R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, third edition, John Wiley & Sons,
Inc., New York, 2000, str. 9-10.

5 D. M. Himmelblau, Basic Principles and Calculations in Chemical Engineering, 6™ edition, Prentice Hall PTR,
New York, 1996, str. 7.

11
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49511b|45359 g| (1 f1)° 07939
f€ | 1b |(3048cm)® ' cm®

Tretji na¢in je direktno mnoZenje s pretvorniki, ki so podani v priro&nikih®.

1b _ 01601846 9

ft3 cm®

3
49,531Ib| 0,0160184693 ft ~0,793_9
ft | cm® 1lb cm

3

1.5.1 Temperatura

Ko pomislimo na temperaturo, po navadi pomislimo na toploto in mraz, ki jo zaznava nase telo.
Zivo srebro in alkohol, ki se najpogosteje uporabljata v steklenih termometrih, spremenita
prostornino, ¢e se spremeni temperatura. Ker se prostornina tekocine spreminja bolj kot
prostornina stekla, lahko vidimo raztezanje tekocCine, ¢e postaja topleje, in kréenje, ko postaja
hladneje.

Za oznaCevanje skale na termometru potrebujemo referen¢ne vrednosti. Dve najpogosteje
uporabljeni vrednosti sta zmrzisc¢e in vrelis¢e vode pri atmosferskem tlaku. Na Celzijevi skali,
0 °C definira zmrzisce vode in 100 °C vrelis¢e vode. Razdalja med tema dvema temperaturama
je razdeljena na 100 enakih intervalov, ki jim pravimo stopinje.

Na Fahrenheitovi skali je zmrzis¢e vode 32 °F in vrelis¢e 212 °F. Pri — 40 °C je — 40 °F.
Razdalja med tema dvema tockama je razdeljena na 180 enakih delov (stopinj). Fahrenheitova

stopinja je % ali g Celzijeve stopinje. Na osnovi gornje trditve lahko zapiSemo naslednji

ZVvezi.
5 (0

tic= ¢ (tr°oF-32) (1.1)
9

LR = Z t/°C+32 (1.2)

® R. H. Perry, D. W. Green, Perry's Chemical Engineers' Handbook, Seventh Edition, McGraw-Hill, New York,
1997.

12
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Odcitane vrednosti pod 0° so na obeh skalah negativne. Absolutna ni¢la (teoreti¢no najnizja
dosegljiva temperatura v naravi) na Celzijevi skali je pri — 273,15 °C in na Fahrenheitovi skali
pri — 459,67 °F.

Enota temperature v Sl je K. Zmrzisc¢e vode na Kelvinovi skali je 273,15 K in vrelis¢e 373,15 K.
Velikost enote je na Celzijevi in Kelvinovi skalah je enaka. Za pretvarjanje enot ene skale v
drugo veljata zvezi:

T/K = t/°C + 273,15 (1.3)

t/°C = T/K — 273,15 (1.4)

Kelvinova in Rankinova skali sta definirani tako, da ima absolutna ni¢la vrednost ni¢. Tako kot
sta velikosti ene stopinje enaki na Celzijevi in Kelvinovi skali, sta tudi enaki na Fahrenheitovi in
Rankinovi skalah. Veljata zvezi:

t/°F = T/°R — 459,67 (1.5)

TPR = t/°F + 459,67 (1.6)

Veckrat pride do nesporazumov, ko govorimo o temperaturi in temperaturni razliki ali intervalu.
Predpostavimo interval od 0 °C do 5 °C. V tem intervalu je 9 Fahrenheitovih in Rankinovih
stopinj in samo 5 Celzijevih oziroma Kelvinovih stopinj. Interval (razlika) 1 K zajema torej
1,8 °F oziroma 1,8 °R. Kadar gledamo na temperaturno razliko na razli¢nih skalah, so zveze
naslednje:

1,8°F 1,8°F  1,8°R 18°R 1°F 1°C

1°c ' 1K 1K 1°C ' 1°R 1K

Ce hotemo pretvoriti temperaturo iz enot enega merskega sistema v drugega, uporabimo
naslednje zveze:

t/°F = (T/K — 273,15) % +32 (1.7)

TIK :g (t/°F —32) + 273,15 = g-t/°F +255,37 (1.8)

13
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Izracunajte temperaturno razliko med 32 °F in 212 °F v °C!

ReSitev:

Najprej izracunamo temperaturno razliko na Fahrenheitovi skali:

At/°F =212 -32 =180 oziroma

At =180 °F

Nato upostevamo zvezo med temperaturnima razlikama Fahrenheitove in Celzijeve skale:

1°C
18°F

_ 180°F

At =100 °C

IzraCunajmo temperaturo v °C, ¢e je temperatura 60 °F:

ReSitev:

Pri reSevanju uporabimo enacbo 1.1:

t/°c= g-(t/oF—32)

t= g-(60—32):15,55 °C

1.6 PISANJE IN UPORABA VELICIN IN ENOT’

Glede zapisovanja in uporabe veli¢in, simbolov veli¢in, enot in enacb veljajo posebna pravila

podana s standardi ISO. Izpostavimo nekaj najpomembnejSih:

"P. Glavi¢, M. Krajnc, L. Zbontar Zver, Mednarodni standardi Sheme procesnih obratov (ISO 10628) ter Veli¢ine in
enote (ISO 31-0 do 31-13), Zbornik referatov s posvetovanja Slovenski kemijski dnevi 2002, 1. del, Maribor,

2002, str. 512-521.

14
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veli¢ina: masa simbol: m enota: kilogram simbol enote: kg
dolzina I meter m
temperatura T, O kelvin K
mnozina n mol mol

Simbole veli¢in piSemo s poSevnimi ¢rkami latinske ali grSke abecede (Times New Roman),
vcasih z dodatnimi indeksi (podpisanimi ali nadpisanimi).

Pri mnoZenju lahko uporabimo naslednje zapise: ab,ax b,a-b ali ab,

pri deljenju pa: a/b, %, a-b™

Simbole enot pisemo pokoné¢no in z malimi ¢rkami (arial), razen za enote, ki so poimenovane po
osebah, in liter: m, s, V, Pa, L. Simboli enot nimajo mnozine ali pike: 5 bar, 10 mol. Pri
mnozZenju lahko uporabimo naslednje zapise: N - m, N m, m - s, kW - h ali kW h, pri deljenju

pa: mis,™ m-stm- kg/(s®- A), m-kg-s°- AL,
s

Simbole matemati¢nih konstant, funkcij in operatorjev piSemo pokon¢no, npr.:

> Xi vsota X;
Inx  Inx=logex

lgx g x=logiox
df

— odvod funkcije f po x

dx

Simbole kemijskih elementov pisemo pokonéno. Stevila pisemo v skupinah (s presledkom, ne s
piko) po tri Stevke, levo in desno od decimalne vejice: 15 300,175 95.

Podrobna navodila so v mednarodnih standardih®,

1.7 ZAKLJUCEK

V poglavju je na kratko prikazana kemijska tehnika kakor tudi delo kemijskega inZenirja, ki je
povezano z zakoni fizike in kemije v naravi. Pri nacrtovanju procesov sodeluje s strokovnjaki
drugih strok kot so strojniki, ekonomisti, okoljevarstveniki ipd. Prav zaradi tega se lahko

zaposluje v razli¢nih vejah industrije.

® Mednarodni standardi 1SO 31-0 do 31-13, Quantities and Units (1992 + dopolnilo 1998); SIST 1SO 31-0 do 13,
Veli¢ine in enote, prevod v slovens¢ino, 2002.
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V poglavju Studentje spoznajo osnovne pojme in definicije kemijskega procesa in njegovo
sestavo. Prav tako je poudarek na pretvarjanju enot veli¢in med razli¢nimi merskimi sistemi, kar

mu koristi, ko uporablja tujo Studijsko literaturo.

Predstavljena sta dva ISO standarda: 1SO 10628 za risanje procesnih shem in ISO 31-0 do 31-13
Veli¢ine in enote. Oba standarda Studentje usvojijo in uporabljajo pri predmetih z ustrezno

vsebino vsa leta Studija.

Na tem temelju se pricne gradnja naslednjih poglavij o ohranjanju mase v procesnih enotah, ki
sledijo v nadaljevanju.

PREVERJANJE ZNANJA |

. Kaj je glavna naloga kemijskega inZenirja?

. 'V katerih vejah kemijske industrije so zaposleni kemijski inzenirji?

. Katere osnovne pojave v kemijskem procesu poznate?

. Katere osnovne operacije in procesne enote v kemijskem procesu poznate?

. Ali lahko poteka v eni procesni enoti ve¢ kot ena operacija? Navedite primer!

. Kako bi splosno opisali procesno shemo?

. Kaksen je princip pretvarjanja enot iz enega merskega sistema v drugega (princip krajsanja enot)?
. Kaj je ekvivalenca? Ali poznate katero?

. Katere temperaturne skale poznate?

OO ~NOoO Uk, W

1. Dokazite, da je 1 Btu (enota za toploto) enak 252 cal! Uporabite princip krajsanja enot.

Potrebni pretvorniki:
1 Btu = 1055,06 J
lcal=4,185J

2. Izracunajte molsko maso H,SO,4 v — I Uporabite princip kraj$anja enot.
mo
Potrebni pretvornik:

1 Ibmol = 453,59 mol

b
Ibmol

Rezultat: M(H,SO,) =98

3. a) Katerarazdalja je vecja, 440 yd ali 400 m?
b) Kaksna je popre¢na hitrost v mi/h olimpijskega tekaca na 100 m, ¢e pretece to pot v 9,9 s?
¢) Katera masa je veéja, 5 kg ali 11 Ib?

16
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Potrebni pretvorniki:
1yd=0,9144 m

1 mi (zemeljska) = 1609,344 m
11b =0,45359 kg

V vseh primerih uporabite princip krajSanja enot!

Rezultat: vecja je razdalja 440 yd, v = 22,6 % , masi sta priblizno enaki.

4. Koliko W je 1 —? Uporabite princip kraj$anja enot.
s

Potrebni pretvorniki:
1cal=4,1851J

1 % =1,162222 W

Rezultat: 1w

5. Koliko mg je 6 x 107 kg?
Rezultat: 60 mg

6. Normalna temperatura vrelis¢a kisika je t, = —182,96 °C. Podajte to temperaturo $e v drugih
skalah!

Rezultat: T, = 90,19 K, t, = —-297,33 °F, T,=162,3°R

7. Kaksno enoto ima R in kak$no enoto imata a in b v nasledn;ji enacbi:

[p+V%]-(Vm—b)=R-T ,

m
3

cm
Cesoenoteza: T/ K, p/bar, Vi, [ —.
mol
bar-cm?® bar-cm?® cm?®
Rezultat: R = ———, = o b=
(K -mol) mol mol

8. Molsko toplotno kapaciteto toluena podamo z naslednjo enacbo:

Bt
C, = 20,869 + 5,293 x 10°2- t =
(Ibmol- °F)
temperatura t je v °F.
Preoblikujte izraz za C, tako, da bo enota v ol K) s temperaturo T v K!
mol-

17
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Potrebni pretvorniki:

1 Btu = 252 cal
1 Ibmol = 453,59 mol
temperaturna razlika 1 K = 1,8 °F

Kjer je mogoce, uporabite princip kraj$anja enot.

Rezultat: C, = — 3,461 + 9,527 x 10%-T/K



Masne bilance procesnih enot brez kemijske reakcije

2 MASNE BILANCE PROCESNIH ENOT BREZ
KEMIJSKE REAKCIJE

Da bi bolje razumeli delovanje procesne enote, moramo konstruirati matemati¢ni model. Ta je
sestavljen iz algebrskih in diferencialnih enacb, ki morajo upostevati zakone o ohranitvi mase,
energije, gibalne koli¢ine, enacbe gibanja (2. Newtonov zakon =za gibanje tekoCin,
Navier-Stokesovo enacbo), enacbe za opis toplotnih tokov (Stefan-Bolzmanov zakon sevanja) in
Se mnoge druge osnovne enacbe iz fizike in kemije. VecCkrat je procesna enota tako
komplicirana, da moramo vkljuciti Se razliéne empiricne zveze, ki smo jih dobili izkustveno iz
podobnih (sorodnih) procesov.

V tem poglavju si bomo pogledali samo zakon o ohranitvi mase v procesnih enotah brez
kemijske reakcije' torej pri destilaciji, filtraciji, absorpciji, suenju itd. Masne bilance v
kontinuiranih procesih zahtevajo reSitev algebrskih enacb. Numeri¢ne metode za reSevanje

sistema ali posameznih algebrskih enacb z racunalnikom si bomo ogledali kasneje.

2.1 ZAKON O OHRANITVI MASE

Masna bilanca za proces ali procesno enoto pomeni upoStevanje zakona o ohranitvi mase. Torej
masa ne more nastati niti izginiti v procesu. V resnici nastanejo majhne spremembe mase ob

upostevanju Einsteinove enacbe:
AE = Am.c?

Jedrske reakcije, pri katerih so energetske spremembe velike, bi lahko bile vzrok za spremembo
mase. Da ta sprememba ni velika pri reakcijah v obic¢ajnih kemijskih procesih, si bomo pogledali
na primeru v nadaljevanju.

Pri zgorevanju 1 g ogljikovodika se sprosti 4x10* J toplote. Kak3na je sprememba mase?

_AE . 4x10% 3 ‘1N-m‘lkg-m-s'2|10000 cm’ [1000 g
Am=25 =
(3x10°) cm?.s2| 13 ‘ 1IN ‘ 1m* | 1kg

. =0,5x10"° g=0,5ng
c

L A. L. Myers , W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc.,
New Jersey, 1976, str. 199-241.
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Sprememba mase je manjSa kot milijardinka grama. V prakti¢nih primerih lahko torej zakon o
ohranitvi mase brez velike napake uporabimo pri kemijskih reakcijah.

Se manj$e so spremembe mase pri drugih osnovnih operacijah (destilacija, suSenje itd.), saj so
spremembe energije znatno manjse. Jasno je, da zakona o ohranitvi mase ne moremo uporabljati

pri jedrskih reakcijah.

2.2 VRSTE PROCESOV

Kemijske procese lahko razdelimo v kontinuirane (continuous) in $arzne (batch). SarZni procesi
so tisti, pri katerih v presledkih dodajamo reaktante in odstranjujemo reakcijske produkte. Sarzna
procesa sta npr. kuhanje in industrijska proizvodnja mila, pri kateri mascobe, kokosovo olje in

lug kuhamo, dokler ni kon¢ano umiljenje mascobe:

(Cl7H33COO)3C3H5 + 3 KOH — 3 C47H33COOK + C3H5(OH)3
mascoba K-oleat, milo glicerol

Po umiljenju masc¢ob moramo lo¢iti nastalo milo od glicerola. Milo su$imo in stisnemo v kose

primerne oblike. Na sliki 2-1 je shematsko prikazan Sarzni proces proizvodnje mila.

doziranje kemikalij kuhanje z meSanjem praznjenje

kokosovo olje

mascobe \ lug

IRZE

gretje s paro
vro¢e milo

Slika 2-1: Sarzni proces proizvodnje mila

Moderni nacin pridobivanja mila je seveda kontinuiran. Reaktanti vtekajo neprekinjeno in
produkte dobivamo kontinuirano. Kontinuirani proces pridobivanja mila je prikazan na sliki 2-2.

Umiljenje je dosezeno v dveh stopnjah, hidrolizi in nevtralizaciji.
Hidroliza: (C17H33COO)3C3H5 + 3 H,0 — 3 C17H33COOH + C3H5(OH)3

mascobna k.

(oleinska nenasicena k.)
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Nevtralizacija: C17H33COOH + KOH — C47H33COOK + H,0
milo

KOH
mascobne kisline
. /
vro¢a
voda .
hidrolizer nevtralizacijska
34 bar paseda
260 °C
mascobe
—_——
\_/

vro¢e milo (tekoce)
——— glicerol

Slika 2-2: Poenostavljen kontinuirani proces za proizvodnjo mila

Proces dela neprekinjeno, 24 h na dan. V dimenzijsko ekvivalentnem procesu dobimo v nekaj
urah ve¢ mila kot pri SarZnem procesu v nekaj dneh. Osnovna ugotovitev je, da so SarZni procesi
primernejsi za proizvodnjo manjsih koli¢in zelo kakovostnih produktov (majhno povpraSevanje,
dragi produkti). Zato uporabljajo Sarzne procese predvsem v farmacevtski in kozmeticni
industriji. Kontinuirani procesi so primerni za proizvodnjo osnovnih kemikalij (H,SO4, NH3,
CH3OH), ki jih pridobivajo v ve¢jih koli¢inah.

2.3 ENACBE ZA MASNO BILANCO

Zaradi principa zakona o ohranitvi mase velja v procesih brez reakcije zveza:

MASNI TOKOVI — MASNI TOKOVI = HITROST AKUMULACIJE

V PROCES IZ PROCESA MASE V PROCESU (2.1)
i dm
Om - O = at

Masne tokove izrazamo v kg/s, kg/h, g/s ali pa namesto masnih tokov uporabljamo mnozinske
tokove v mol/s, kmol/h. V enacbi (2.1) se masa v procesu povecuje ali zmanjsSuje. Povecuje se
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na zacetku delovanja procesa (snov vteka v proces, zagon procesa), zmanjsuje pa, ko moramo
proces ustaviti (snov izteka iz procesa). To je t. i. nestacionarno stanje (unsteady-state) procesa.
V kontinuiranem procesu ostanejo po koncanem zagonu ventili za vtoke in iztoke odprti, tako da
snovi neprekinjeno vtekajo v procesne enote in iz njih iztekajo. Po dolo¢enem c¢asu se vzpostavi
konstantno delovno stanje ali stacionarno (steady-state) stanje.

Kontinuirani procesi, ki delujejo stacionarno, nimajo akumulacije, torej desna stran enacbe
(2.1) odpade. Zapis enacbe je naslednji:

MASNI TOKOVI V PROCES = MASNI TOKOVI IZ PROCESA (2.2)

\'

o = qiz

V stacionarnem, uravnove$enem procesu so masni tokovi konstantni (se ne spreminjajo s
¢asom). Prav tako so konstantni drugi obratovalni parametri npr. T, p, ¢ . Torej velja:

e akumulacija znotraj procesa je enaka 0,

e vsi masni tokovi v procesu so konstantni.

To je seveda idealizirano stanje, saj se v realnih procesih pojavijo majhna odstopanja. Masni
tokovi niso nikoli konstantni, ampak nihajo okoli neke srednje vrednosti. Zato je koncept

stacionarnega procesa uporaben za opis povprecne proizvodnje v kemijskem procesu pri

dolocenih pogojih.

2.4 VECKOMPONENTNI TOKOVI
Procesni tokovi vsebujejo veé razli¢nih komponent. Ce reakcija v kemijskem procesu ne potece,

lahko enacbo (2.2) napiSemo za vsako komponento v procesu tako:

MASNI TOKOVIV PROCES = MASNI TOKOVI IZ PROCESA za vsako komponento
U i = U (2.3)

Enacbo (2.3) lahko uporabimo v procesu susenja mila na sliki 2-3.
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vlazen zrak
viazni t
delci
mila

5

transportni trak ‘

%/

o |

i :®
o
/ °
-~
A=

vro¢, skoraj

posuseni

Slika 2-3: Proces suSenja mila (A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical
Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall, Inc., New Jersey, 1976)

Vlazni delci mila in vro¢, skoraj suh zrak kontinuirano (v protitoku) vtekajo v suSilnik.

Transportni trak transportira milo skozi suSilnik. Pri stiku vroega zraka in mila preide del vode

iz mila v zrak. Vlazen zrak zapusca suSilnik neprekinjeno.

V procesu so prisotni Stirje tokovi: v dveh sta prisotna milo in voda, v dveh pa zrak in voda. Ti

tokovi so dvokomponentni, ¢¢ vzamemo zrak kot komponento. Za vsako komponento velja

enacba (2.3). Kadar v procesu ni kemijske reakcije, velja tudi:

MNOZINSKI TOKOVI V MNOZINSKI TOKOVI I1Z
PROCES PROCESA

F’ F

za vsako komponento
(2.4)

Pogledali si bomo uporabo enacbe (2.4) na dolo¢enem problemu. Problem je videti enostaven,

toda ¢e proces vsebuje veliko Stevilo veckomponentnih tokov, je teZko izbrati pravo Stevilo

enacb in Stevilo neznank, ¢e ne delamo sistemati¢no:

1. nariSemo procesno shemo in ozna¢imo vse tokove,

2. identificiramo vse znane veli¢ine (mnoZzinske 0ziroma masne tokove in sestavo tokov),

3. pogledamo, ali je Stevilo enacb enako kot Stevilo neznank,

4. re$imo enacbe za neznane mnozine 0ziroma mase.

Pilotno destilacijsko kolono uporabimo za lo€itev etanola in vode iz zmesi, kjer je mnoZinski
delez etanola x = 1,5 %. Vtok znaSa 16 kmol/h. Mnozinski delez alkohola v destilatu je X = 87 %
in v destilacijskem ostanku x = 0,05 %. Izracunajte vse tokove in neznane sestave! Procesno

shemo prikazuje slika 2-4.
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Resitev:
1. Procesna shema:

2
destilat

Slika 2-4: Locevanje zmesi v
destilacijski koloni

vtok

L,

destilacijski
ostanek

2. Znane koli¢ine zberemo v preglednici 2-1.

Preglednica 2-1: Podatki primera 2-1

Tok §t. | F/(kmol/h) X/ —
alkohol voda
1 16 0,015
2 0,87
3 0,0005

Imamo pet neznank, tj. tokova F; in F3 ter delez vode v vsakem toku. Ker je vsota mnozinskih
delezev v vsakem toku ena, lahko izraCunamo mnozinske deleZze vode v vseh tokovih, kot je

prikazano v preglednici 2-2.

Preglednica 2-2: Izra¢un mnozinskih delezev vode

Tok §t. | F/(kmol/h) X/ -
alkohol voda
1 16 0,015 0,985
2 Fx 0,87 0,13
3 Fy 0,0005 0,9995
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3. Ostaneta Se dve neznanki. Tokova 2 in 3 oznac¢imo z Fy in Fy. Ker imamo dve komponenti,

alkohol in vodo, imamo dve neodvisni enacbi za masno bilanco:

masna bilanca za alkohol: 0,015 -16 = 0,87 - F, + 0,0005 - Fy
masna bilanca za vodo: 0,985-16=0,13 - Fx+0,9995 - Fy

4. Rezultat:
Fy = 0,267 kmol/h
Fy = 15,733 kmol/h

Vse lahko ponovno zberemo v preglednici 2-3.

Preglednica 2-3: Kon¢ni rezultati primera 2-1

alkohol voda

1 16 0,015 0,985
2 0,267 0,87 0,13
3 15,733 0,0005 0,9995

Preverimo masno bilanco. Ugotovimo, da vteka 16 kmol/h zmesi v toku 1 ter prav toliko izteka v
tokovih 2 in 3. V toku 1 je prisotnih 0,24 kmol/h etanola in 15,76 kmol/h vode. V destilatu
najdemo v glavnem lahko hlapno komponento etanol (0,232 kmol/h), v destilacijskem ostanku pa
tezko hlapno komponento vodo (15,725 kmol/h).

2.5 CELOKUPNA ANALIZA MASNE BILANCE

Prej$nji primer je vseboval vse elemente masne bilance za bolj zamotane probleme. Vidimo, da
je treba analizirati neodvisne spremenljivke. Ce imamo torej podanih nekaj tokov in sestav,
nastopi problem reSitve neznanih tokov in sestav z masno bilanco. Predpostavimo, da imamo
stacionarni proces brez kemijske reakcije.

ENACBE IN POGOJI

Enacbe, ki sestavljajo model, s katerim reSimo masno bilanco, razvrstimo v tri skupine:
1. ena¢be za masno bilanco,

2. pogoji za masne oziroma mnozinske deleze,

3. pogoji zaradi procesnih enot (equipment constraints).

Za procesno enoto imamo skupaj Nk enacb za masno bilanco, za vsako komponento, ki gre
skozi procesno enoto, po eno (imamo torej Ny komponent).
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Pogoji za mnozinske deleZze pomenijo, da je vsota vseh mnozinskih oziroma masnih delezev v
posameznem toku enaka ena, torej po en pogoj za vsak tok.
Pogoji za procesne enote so za posamezne enote razli¢ni, iztoka naj imata npr. enako sestavo ali

razmerje dveh iztokov naj bo konstantno. Ti pogoji so odvisni od narave procesne enote.

SPREMENLJIVKE

Enostavno enacbo za skupno Stevilo spremenljivk (Ns) v vseh enacbah lahko izvedemo, ¢e so v
vseh tokovih prisotne vse komponente. VVzemimo, da imamo Ny komponent, ki gredo prek
bilan¢nih mej procesne enote. Za vsak tok so spremenljivke Ny mnozinskih oziroma masnih
delezev in tok, torej Ni+1 spremenljivk. N, so parametri procesne enote. Ce imamo Ni tokov, Ki
gredo skozi bilan¢ne meje procesne enote, dobimo:

Ns = Ni (Ni+1) + N, . (2.5)

Ce v vseh tokovih nimamo vseh komponent, enacba (2.5) ne velja in moramo presteti skupno

Stevilo spremenljivk.

NACRTOVALNE SPREMENLJIVKE (design variables, izbrane spremenljivke)
Vzamimo, da imamo Ne neodvisnih ena¢b, ki vsebujejo skupno Ns spremenljivk. Stevilo

nacrtovalnih spremenljivk, Np, je:
Nn=Ns— Ne. (2.6)

Ta enacba je rezultat zahteve, da je Stevilo enacb enako Stevilu neznank, Ns — Np. VVrednost za
vsako izbrano spremenljivko moramo podati, da lahko reSimo masno bilanco (primer 2-2).

PRIMER 2-2:

Postavite enacbe in dolocite Stevilo nacrtovalnih spremenljivk za destilacijsko kolono iz

prejSnjega primera.

ReSitev:
Enostavno shemo imamo na sliki 2-5. F; je mnozinski tok i, Xjj je mnozinski delez komponente j

v toku i. Komponentam pripiSemo $tevil¢ne vrednosti:

Komponenta | St.
alkohol 1
voda 2
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2 F2
« X21
| destilat X,
F, )
iﬁ W—P Slika 2-5: Destilacijska
12 kolona
| 3 F,
destilacijski &
ostanekJ Y2
1. Enacbe in pogoji:
a) Masna bilanca (enacba 2.4):
alkohol:  F1 X1 = F2 Xo1 + F3 Xa1 (1)
voda: Fi X2 = Fo Xoo + F3 X3 (2)
b) Pogoji za mnozinske deleze (en za vsak tok):
X1+ X2 =1 3
Xo1 + X2 =1 4)
X31+ X2 =1 ©)

c) Pogoji za modelne parametre: jih ni!

2. Stevilo spremenljivk: Ns=Ni (Nk+1) +Ny=3(2+1)+0=9

3. Stevilo naértovalnih spremenljivk: Nn=Ng—Ne=9-5=4

Analiza pokaze, da so $tiri od devetih spremenljivk nacrtovalne spremenljivke. Preostalih pet

vrednosti dobimo iz petih enagb. Stiri naértovalne spremenljivke, N,, s0: F1, X11, X1, X31. Pet
neznank (Fz, Fs, X12, X22, X32) dobimo z resitvijo sistema petih enacb.
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4. Potek resevanja:
Najprej iz zadnjih treh enacb (3, 4 in 5) izrazimo neznanke Xi2, X22 in X3,. Nato obkrozimo znane

spremenljivke v prvih dveh enacbah:

FiX11 = FaXa1 + FaXa
FiX12 = FaXo2 + FaXa
Enacbi sta linearni z ozirom na F5 in Fs.

_ P (g Xgp - XppXgy) | E = Fy (X12X51 - X33 %5,)
; 3
(X21X32 - X31%57) (X21X32 - X31%57)

2

Za vrednosti nacrtovalnih spremenljivk:

F, =16 kmol/h
X11 = 0,015
X271 = 0,87
X31 = 0,0005
dobimo:
F2 = w =0,267 kmol/h
0,8695
F, = 16085 15 733 kmoih
0,8695

Rezultat se ujema z rezultatom iz primera 2-1.

Poglejmo si Se en primer za predstavitev masne bilance in nacrtovalnih spremenljivk.

PRIMER 2-3:

Obrat za proizvodnjo kisika po Lindeju proizvaja kisik nizke ¢isto¢e za industrijsko uporabo.
Ogljikovodike, vodo in ogljikov dioksid najprej odstranijo iz zraka, ki ga nato uporabijo za
proizvodnjo kisika, duSika in argona. Prakti€no ves argon ostane s kisikom, ki ga loc¢ijo od
dusika.

Analizirati je treba masno bilanco in izbrati nacrtovalne spremenljivke ter resiti sistem enacb za

dane nacrtovalne spremenljivke.
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ReSitev:

Oznac¢imo komponente:

Kisik
dusik
argon

WIN|F-

Preprosto procesno shemo prikazuje slika 2-6.

2 F,
F1 > X21
X11 1 »{ obrat za proizvodnjo kisik nizke Cistoce  Xo»
X12 vtok zraka vzl X23
X13 3 ;
dusik F3
X31
X32

Slika 2-6: Obrat pridobivanja kisika nizke Cistoce

1. Enacbe in pogoji:

a) Enacbe za masno bilanco (po ena za vsako komponento):

kisik: Fl X11 = Fz Xo1 + F3 X31 (1)
dusik:  FiXpp=FoXop + FaXan 2
argon:  FyXg3 = FaXo3 ©)]

b) Pogoji za mnozinske deleze (en za vsak tok):

X11 + X2 + X3 =1 (4)
X21 + Xo2 + X3 =1 %)
Xa1 + X3 =1 (6)

c) Pogoji za modelne parametre: jih ni!

2. Stevilo spremenljivk (ker ni v vseh tokovih vseh komponent, jih prestejemo):

Ns = 11 (X33 ne $tejemo kot spremenljivko)

3. Nadrtovalne spremenljivke: Np=Ng—Ne=11-6=5
Vzemimo, da so izbrane spremenljivke: Fy, X21, X32, X11 N X12.
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F, =100 kmol/h (tok kisika nizke Cistoce)
X21=0,90 (Cistoca kisika)

X32=10,953  (Cistoca dusika)

X11 =0,2098  (Kisik v vtoku)

X1, =0,7808 (dudik v vtoku) f sestava zraka

Sestava vtoka je podana s sestavo zraka. Ce smo podali Xp1 in Xi2, potem Xj3 ni nacrtovalna
spremenljivka, ker njeno vrednost dobimo iz enacbe (4). Tej nevSeCnosti se lahko izognemo
tako, da specificiramo $e¢ X;3 kot naértovalno spremenljivko in enacbo (4) ¢rtamo iz sistema

enacb.
4. Potek reSevanja:

X13=1—X11 — X12
X31 =1 — X3

ostane Se sistem enacb (1, 2, 3 in 5):

FiXi1 = FaXor + FaXa
F1X12 = FaXo2 + F3Xa2
F1X13 = F2X23

Xo1 + X2 + X3 =1

Imamo $tiri enacbe in $tiri neznanke (F1, F3, X22, Xz3). ReSitev pois¢emo z Gaus-Jordanovo

metodo, ki jo bomo spoznali kasneje (8. poglavje). Rezultat je:

F1 =524 kmol/h
F3; =424 kmol/h
Xoo = 0,0507
Xo3 = 0,0493

Rezultate prikazemo v preglednici 2-4.

Preglednica 2-4: Rezultati primera 2-3

1 524 0,2098 0,7808 0,0094
2 100 0,900 0,0507 0,0493
3 424 0,047 0,953 0
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V prilogi A je predstavljen programski paket Polymath, ki ga lahko uporabljamo za reSevanje
razliénih matemati¢nih problemov, ki se pojavijo v kemiji in kemijski tehniki. Priloga A.1l
prikazuje reSevanje primera 2-3 in sicer je uporabljen program za reSevanje sistemov linearnih

enacb.

2.5.1 MNOZINA ALI MASA KOT OSNOVA
Sestavo tekocih in trdnih zmesi pogosto podajamo v masnih delezih, sestavo plinskih zmesi pa v
mnozinskih delezih. Ce ra¢unamo masne bilance, je ve¢krat nujno pretvoriti sestavo, izraZeno v

mnozinskih delezih (Xjj), v sestavo, izrazeno v masnih delezih (w;;), in obratno.

Enacbi za pretvorbo sta:

w, =M 2.7)

X = J (2.8)

kjer so:

i — Stevilka toka

J — Stevilka komponente (j = 1,2, ...., Ny)
M; — molska masa j-te komponente

Enacbo (2.7) uporabljamo, kadar pretvarjamo mnozinske deleze v masne, in enacbo (2.8), kadar
pretvarjamo masne deleze v mnozinske. Vse sestave in tokovi morajo biti izraZzeni v istih
enotah! Ce je prisotna kemijska reakcija, je prednostno izrazanje v mnozinskih delezih in

mnozinskih tokovih.

1. Tok dusika (tok $t. 1) vsebuje X = 0,5 % vodne pare. Dolocite masni delez vode!

2. Tok dusika vsebuje W = 0,2 % vodne pare. Doloc¢ite mnozinski delez vode!
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Resitev:
Komponenta | §t. M / (g/mol)
N> 1 28,01
H,O 2 18,02

1. Uporabimo enacbo (2.7)

X.M. XM
ij ] 1 J
Wij

= 2 =
ZX”M' XM, +X;,M,
1) ]
i=
za izraGun masnega deleza H,O v toku 1:

Yoo My 0,005-18,02 _0.00322
2 x, M, +x,M, 0,995-2801+0,005-18,02

2. Uporabimo enacbo (2.8)

M. M

X, =

]
S W W
M, M M

j=1 1 2

za izraCun mnozinskega deleza H,O v toku 1:

Wiy 0,002
M, 1802
w, w, 0998 . 0,002
M, M, 2801 1802

=0,0031

Pretvorba iz mnozinskih delezev v masne in obratno je torej odvisna od povpre¢ne molske mase

toka i (M,).

Nk

Mi = ZXUM]
=1

Relacija, ki povezuje mnozinski tok (F) in masni tok (qm), je:
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Omi = F-M; (2.10)
in
qmi
F = 2.11
vy (2.11)

2.5.2 MODELNI PARAMETRI (equipment parameters)

To so procesne spremenljivke, ki opisujejo delovanje dolocene procesne enote. Razmerje dveh
tokov npr. lahko definiramo Kot:

r= LY (2.12)
4
Kjer je r modelni parameter in enacba (2.12) pogoj za procesno enoto. Oglejmo si primer masne

bilance, ¢e so vklju¢eni modelni parametri.

V enoto za susenje mila vstopa vlazno milo (vsebuje W = 25 % vode). Zelimo, da bo vlaga v milu
pri izstopu iz enote le w = 15 %. Proizvodnja posusenega mila naj bo 1200 kg/h. Mnozinski
delez vodne pare v zraku pri vstopu v suSilnik je X = 0,3 %. Eksperiment pokaze, da dela suSilnik
dobro, ¢e je razmerje med vtokom suhega zraka in vlaznega mila enako 3,0.

Izraunajte neznane tokove in sestave! Mnozinski delez kisika v zraku je x = 21 %, dusika
X =79 % (molska masa zraka je 28,97 g/mol). Shemo procesa prikazuje slika 2-7.

. 4 2
‘vlaini zrak susilnik suhi zrak
1 - 3
vlazno milo g posuseno milo
Om,4 ¢ 4 . ¢ 2 Om,2
Wa1, Wao susSilnik Woi, W2
1 3
Om,1 Om,3
Wi1, Wi3 W31, W33

Slika 2-7: Proces su$enja mila
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ReSitev:

Komponente:

Komponenta | §t.

voda
zrak
milo

Zrak vzamemo kot ¢isto snov.

WIN|F-

1. Enacbe in pogoji:

Za osnovo vzamemo maso, ker je vecina tokov in sestav podanih z maso.

a) Modelni pogoji:

Om2 =& Oma (1)

& — masno razmerje med suhim zrakom in vlaznim milom

b) Enacbe masne bilance:

voda:  Qm1Wi1 + Qm2W21 = Om,3Ws1 + Qm.a Waz 2
zrak:  Om,2W22 = Om,a Wa2 (3)
milo:  Om1 Wiz = Qm3Was (4)

c) Pogoji za masne deleze:

Wi + Wi = 1 )
Wor + Wop = 1 (6)
W3 + Wz =1 (7
War + Wi = 1 (8)

2. Stevilo vseh spremenljivk:  Ns = 13 (tokovi (4), sestave (8), modelni parameteri (1))

3. Nacrtovalne spremenljivke: N,=Ns—Ne=13-8=5
Izberemo: gm 3, , W11, W31, Wos in £ (v skladu s podatki naloge). Vrednosti so:
gm;3 = 1200 kg/h
£=3
wi; = 0,25
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Wa1 = 0,15
wp; = 0,00187

Mnozinski delez vodne pare vtekajoCega zraka preraCunamo v masnega:

XM, 0,003-18,02

W,, = = =0,00187 =0,187 %
275 M, +X,M, (0,003-1802)+ (0,997 -2897) ’

4. Potek resSevanja:
Neznane spremenljivke wiz, Wy, in Ws3 izra¢unamo iz enacb (5) do (7). Qm1 iN Qm2 izraGunamo z

enacbama (4) in (1). Ce sedtejemo enacbe (2), (3) in (4), dobimo enaébo skupne masne bilance:

Om,1 * Om,2 = Om,3 + Om,4

Izra¢unamo (4 iN konéno uporabimo enacbi (3) in (8) za izraGun Wy; in Way. Rezultat prikazuje
preglednica 2-6.

Preglednica 2-6: Rezultati procesa susenja mila

Tok §t. gm / (kg/h) W/ —
voda milo
1 1360 0,25 0 0,75
2 4080 0,00187 | 0,9981 0
3 1200 0,15 0 0,85
4 4240 0,0395 0,9605 0

MnozZinski deleZ vodnih hlapov v izhodnem toku vlaznega zraka:

Wy, 0,0395
oM 1802
“"w, w, 00395 09605

+ +
M, M, 1802 2897

=0,062=6,2 %

2.6 POGOSTE NAPAKE PRI DEFINIRANJU NACRTOVALNIH SPREMENLJIVK

V primerih, kot je 2-1, so definirane ustrezne nacrtovalne spremenljivke in njihove vrednosti.
Tudi v drugih primerih smo imeli Ze pri postavljeni nalogi podane potrebne podatke. V praksi pa

vc€asih narobe specificirani podatki povzrocijo neskladnost ali pa fizikalno nemogoco resitev,
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vcasih reSitev niti ne obstaja. Omenjene tezave bodo prikazane na primeru 2-1. Bodite pozorni
na vhodne podatke.

Resljiv primer:

—
Fo=?
)\ X»1=0,87
X22:?
1
> 1 — alkohol
F1=100 kmol/h 2 —voda
X11=0,015 _____J
X12:?
3
-
F3:?
X31=0,0005
X32:?
1. Enacbe in pogoji:
a) Masna bilanca
alkohol:  F1 Xi1 = Fy Xp1 + F3 Xa1 1)
voda:  Fy X1 = Fp X + F3 Xap (2)

b) Pogoji za mnozinske deleZe:

tok 1: X11+X2=1 (3)
tok 2: Xo1 + X0 =1 (4)
tok 3: X31+X32=1 (5)

c) Pogoji za modelne parametre: jih ni!

V poglavju 2.5 smo za ta primer definirali Stevilo spremenljivk Ns = 9 in §tevilo nacrtovalnih
spremenljivk N, = 4.

Potek resevanja:

Iz enacb 3 do 5 izraunamo X2, X22 IN X3o.
X12=1-X%11=1-0,015=0,985
Xp=1—-Xp1=1— 0,87 = 0,13

X32 =1 —Xa; =1 —0,0005 = 0,9995

Ostaneta dve enacbi (1 in 2) z dvema neznankama F; in Fs.

Iz enacbe 1 izrazimo F:

36



Masne bilance procesnih enot brez kemijske reakcije

100 -0,015=F,- 0,87 + F3 - 0,0005

_ 1,5-0,0005-F,
0,87

2 =1,724-0,000575- F,

Izraz vstavimo v enacbo 2 in izraCunamo Fj3:

kmol

F3=98,33

in nato iz gornjega izraza F:

kmol

F,=1,67

1. ResSitve ni, ¢e ne podamo zadostnega Stevila na¢rtovalnih spremenljivk. Podatki:

2
F,=?
( \ X21:0,87
X9o="?
1
F1=100 kmol/h
X11:0,015 \ /
X12="7
3
e
F3=?
X31:?
X30="
1. Enacbe in pogoji:
a) Masna bilanca
alkohol:  Fyix11 =F2 X1 + F3 Xa1

voda: Fi1 X12 = F2 X0 + F3 X3

b) Pogoji za mnoZinske deleze:

tok 1: X11+ X2 =1
tok 2: Xo1 + X =1
tok 3: X1+ Xz =1

¢) Pogoji za modelne parametre: jih ni!

Potek resevanja:

Iz enacbe (3) izraCunamo Xj:

(1)
2

3)
(4)
()

1 — alkohol
2 —voda
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X12 =1 —x%11 =0,985
1z enacbe 4 izraCunamo Xyy:
Xoo = 1- Xo1 = 0,13

Ostane sistem enacb (1), (2) in (5). Zaradi boljse preglednosti vstavimo v enacbi (1) in (2) znane
vrednosti, enacbo (5) prepisSemo. Dobimo:

15=F,-087+F3-xa (1)
985=F,-0,13+F5- X3 (2)
X3+ X3 =1 (5)

Vidimo, da se v treh enacbah pojavijo Stiri neznanke: F,, F3, X31 In X32. 1z matematike velja:
sistem enacb je reSljiv, kadar ima toliko neznank, kot je enacb, in so te enacbe med seboj
neodvisne (ve¢ o tem Vv poglavju 8). Na$ sistem torej ni resljiv, ker ima ve¢ neznank, kot je
enach.

2. Neresljiv primer zaradi odvecne specifikacije (redundanca), &e imamo npr. eno
odvecno vrednost (F3), ki jo lahko izraCcunamo z masno bilanco. Tako ostanejo Se vedno samo tri
nacrtovalne spremenljivke.

2

F»,=1,67 kmol/h
) e

Xpp="?
1
> 1 — alkohol
F1=100 kmol/h 2 —voda
X11:0,015 )
X12="?
3
—
F3=98,33 kmol/h
X31="7
X32:?
1. Enacbe in pogoji:
a) Masna bilanca
alkohol:  Fy Xi1 = F Xo1 + F3 Xa1 (1)
voda; Fl X2 = Fz Xoo + F3 X32 (2)

b) Pogoji za mnozinske deleZe:

tok 1: X11+X12=1 (3)
tok 2: Xo1 + Xoo =1 (4)
tok 3: X31+ X320 =1 (5)
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¢) Pogoji za modelne parametre: jih ni!

Potek resevanja:

Iz enacbe 3 izraCunamo Xi»:
X12 = 1- X11 = 1- 0,015 = 0,985

Ostane sistem enacb (1), (2), (4) in (5). V enacbi (1) in (2) vstavimo znane vrednosti, enacbi (4)
in (5) prepiSemo:

1,5=1,67 - Xo1 + 98,33 - Xa1 (l)
98,5 = 1,67 - Xz + 98,33 - X35 )
X1+ X22=1 (4)
X3+ X32=1 )

Imamo S§tiri enacbe s Stirimi naznankami: Xo1, X2, X31 IN X32.V enacbi 1 lahko delez alkohola v
tokih 2 in 3 izrazimo z ena¢bama 4 in 5 kot:

15=1,67 (1 — X22) + 98,33 (1 — X32)
1,5=1,67-1,67- X+ 98,33 -98,33 - X3
98,5=1,67 - Xp» + 98,33 - X3

Dobili smo enak izraz, kot je enacba (2). Sistem enacb ni sestavljen iz samih neodvisnih enacb.
Kot smo videli, lahko enacbo (2) izrazimo z enacbami (1), (4) in (5). Sistem torej ni resljiv.

3. Neskladna reSitev je, kadar imamo podanih preveé na¢rtovalnih spremenljivk.

2
F,=3,0 kmol/h
) X21:0,87
X22:?
1
> 1 — alkohol
F1=100 kmol/h 2 —voda
X11=0,015 \_ J
X12:?
3
>
Fs=?
X31=0,0005
X30="
1. Enacbe in pogoji:
a) Masna bilanca
alkohol: FiX11=FyXo1 + F3 X31 (1)
voda:  F1Xi2 = F2 X0 + F3 X3 2)
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b) Pogoji za mnozinske deleze:

tok 1: X171+ X2 =1 (3)
tok 2: Xo1 + X =1 (4)
tok 3: X31 + X2 =1 (5)

c) Pogoji za modelne parametre: jih ni!

Potek resevanja:

Iz enacb 3 do 5 izraCunamo Xj2, X22 N X3o.

X12 = 1- X11 = 1- 0,015 = 0,985
Xoo=1—-X91=1-0,87=0,13
X32 =1 —X31 =1-0,0005 =0,9995

Edina preostala neznanka je F3, ki jo lahko izra¢unamo iz enacbe 1:

F — F]_ ° Xll - F2 : X21 — 100 * 01015 B 3 i 0’87 = —2220 krn0|
: . 0,0005

Prav tako lahko F3 izraGunamo iz enacbe 2:

_Fi%y—Fy %, _100-0,985-3-013 _ o, - mol
Xs) 0,9995 !

F,

Tako vidimo, da dobimo prvi¢ fizikalno nemogoco resitev, drugi¢ pa napacen rezultat.

4. Fizikalno nemogoco reSitev dobimo, ¢e npr. izratunamo, da je destilat negativna
vrednost. To se zgodi, e v primeru destilacije vzamemo:

2

F2:?
( \ X21:0,87
X99="?

> 1 — alkohol
F1=100 kmol/h 2 —voda

X11=0,015 \ /
X19="?

F3=?
X31:0,03

X32:?
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1. Enacbe in pogoji:
a) Masna bilanca

alkohol:  Fy Xy1 = Fp Xo1 + F3 Xa1 (1)
voda: F1 X2 =F2 X + F3Xa (2)

b) Pogoji za mnozinske deleze:

tok 1: X1 +X2=1 (3)
tok 2: Xo1 + Xoo =1 (4)
tok 3: X313 + X320 =1 (5)

c) Pogoji za modelne parametre: jih ni!

Potek resevanja:

Iz enacb (3) do (5) izraCunamo Xiz, Xp2 IN X32:
Xp=1-X%X31=1- 0,015 = 0,985

X0 =1—-X%X91=1-0,87=0,13

X32 = 1 —X31 = 1- 0,03 = 0,97

Ostaneta enacbi za masno bilanco (enacbi 1 in 2). Vstavimo znane vrednosti in dobimo:

1,5=0,87 F, + 0,03 Fs (1)
98,5=0,13 F, + 0,97 F3 ()

1z enacbe (1) izrazimo F:

e _15-003-F,
2087

Ce izraz vstavimo v ena¢bo (2), dobimo:
F3; =101,8 kmol/h
in iz prejSnjega izraza:

F, =-1,786 kmol/h

Rezultat pokaze fizikalno nemogoco resitev za F, (negativna vrednost), v toku 3 pa najdemo

ve¢jo mnoZzino zmesi kot na vtoku v destilacijsko kolono.

Preverimo mnozinski vtok alkohola: Fq1 = 1,5 kmol/h

in
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mnozinska iztoka alkohola: F,1 == 1,554 kmol/h
F31 = 3,054 kmol/h

Vecino teh problemov zaznamo in reSimo s sistemati¢nim delom, ki smo ga opisali v prejSnjem
poglavju.

2.7 ZAKLJUCEK

Resevanje masnih bilanc ni enostavno delo. Primeri, ki so v u¢benikih, so ponavadi definirani z
ustreznimi vhodnimi podatki, ki nas privedejo do realnih reSitev. V praksi pa je velikokrat
drugace. Ko nacrtujemo nov proces velikokrat ne vemo kateri procesni parametri so tisti kljucni,
ki lahko najbolj vplivajo na kon¢ni rezultat. Takrat je potrebno sistematsko delo, kot je na primer
opisano v tem poglavju. Zelo pomembno je, da vse veli¢ine pretvorimo na isto osnovo in Sele
nato postavimo matemati¢ni model. Splosno lahko zaklju¢imo, da postavljanje in izraCunavanje

masnih bilanc zahteva dolgoletne izkusnje, ki privedejo tehnologa do kvalitetnih rezultatov.

PREVERJANJE ZNANJA

. Kaksne procese glede na naéin obratovanja poznate?

. Kdaj je primerna uporaba Sarznih procesov in kdaj kontinuiranih?

. Kako splosno zapiSemo enacbo za masno bilanco v procesih brez kemijske reakcije?
. Kaj je stacionarno stanje? Kako zapiSemo enacbo masne bilance za taksno stanje?
. Kdaj je prisotna hitrost akumulacije v procesih?

. Kako zapiSemo enacbe masne bilance za veckomponentne tokove?

. Kako bi na kratko opisali sistemati¢no pot reSevanja masne bilance procesa?

. Katere so spremenljivke procesa in kako jih dolo¢imo?

. Katere so nacrtovalne spremenljivke?

. Kateri so modelni parametri?

. Kako pretvorimo mnozinske deleze v masne in obratno?

. Kako izra¢unamo povprecno molsko maso veckomponentnega toka?

. Kako izratunamo celotni masni tok zmesi iz celotnega mnozinskega toka?

. Katere so obicajne napake pri definiranju nacrtovalnih spremenljivk?

031N O1Hh W —

Pt e
A W= OO

PROBLEMI

1. Resite masno bilanco destilacijske kolone, opisane v primeru (2-1), s podvojenim vtokom, tj.
32 kmol/h, in podvojenim delezem alkohola v vtoku (x = 3 %).

Rezultat: F,=1,09 kmol/h
Fy = 30,91 kmol/h

2. Plinski tok 1 vsebuje x = 10 % N, in x = 90 % H,, plinski tok 2 pa x = 50 % N, in x = 50 % H,.
IzraCunajte mnozinska toka F; in F,, potrebna za proizvodnjo 1000 kg/h plina (tok 3), ki bo vseboval
X =25% N..
Rezultat: F; =73,5 kmol/h
F, = 44,1 kmol/h
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3. Procesni tok 1 ima naslednjo sestavo:

Komponenta | x/% |

1 metan 22

2 klorometan 30

3 diklorometan 17

4 kloroform 9

5  ogljikov tetraklorid 22
IzraCunajte:

a) povpre¢no molsko maso toka, I\Wl,

b) masni delez kloroforma (W, v %),
€) mnozinski tok F; ¢e je masni tok gm; = 1000 kg/h.

Rezultat: M, =77,75 g/mol

Wi = 13,8 %
F, =12,86 kmol/h.

4. Zmes benzena in ogljikovega tetraklorida lo¢ujemo z destilacijo. CCl, je malo bolj hlapen od
benzena. Med kontinuiranim obratovanjem smo zabelezili naslednje meritve:

St. toka | F/ (kmol/n) | x (CCl,
1 5,26 0,445
2 2,32 0,932

IzraCunajte pretok in sestavo destilacijskega ostanka. Kaksni so masni pretoki v kg/h? Procesna
shema je naslednja:

2
' destilat
)
1 1-CCl,
> 2 — benzen
vtok
- J
3 destilacijski
’ ostanek

Rezultat: F; = 2,94 kmol/h,
X31 = 0,0605, X32 = 0,9395
Om1 = 589 kg/h, Om2 = 346 kg/h, Qs = 243 kg/h

Odpadni raztopini Zveplove kisline s koncentracijo w = 3 % H,SO, in w = 50 % H,SO, zlijemo v
rezervoar, v katerem se obe raztopini pomesata. Po mesanju naj bi dobili raztopino z masnim
delezem w = 40 % H,SO,. Izracunajte masi zacetnih raztopin ob predpostavki, da Zelimo dobiti
100 kg zveplove kisline zw = 40 % H,SO,.

Rezultat: m; = 21,28 kg, m, = 78,72 kg.
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3 MASNE BILANCE SISTEMOV PROCESNIH ENOT
BREZ KEMIJSKE REAKCIJE

V 2. poglavju smo obravnavali masne bilance za posamezne procesne enote. V praksi pa je
velikokrat kemijski proces sestavljen iz ve¢jega Stevila posameznih enot (reaktorjev, grelnikov,
hladilnikov, destilacijskih kolon itd.), ki so med seboj povezane. Povezave omogocajo izmenjavo
energije in mase. Kemijski proces moramo zato obravnavati kot celoto.

Kaj je sistem? Sistem je lahko katerikoli del procesa, ki ga obdajajo bilanéne meje. Lahko je
celotni proces, kombinacija razli¢nih procesnih enot, ena enota, tocka, v kateri se stikata dva ali
vec procesnih tokov ali se en tok razdeli v ve€ vej. Vtoki in iztoki sistema so procesni tokovi, ki

preckajo bilanéno mejo’.

surovina 2 @

—_—— e —— e — . — — — — — — — — ——

» produkt 3

surovina 1

]
!
|
|
|
!

|
|
|
|
|
!

\ \
produkt 1  produkt 2 surovina 3

Slika 3-1: Procesna shema dveh procesnih enot. Crtkane érte ponazarjajo bilanéne meje
sistemov, za katere lahko napiSemo masno bilanco

Slika 3-1 prikazuje proces z dvema procesnima enotama. Pet bilan¢nih mej, narisanih okrog
delov procesa, definira sisteme, za katere lahko napiSemo masno bilanco. Meja A obdaja celoten
proces. V definirani proces vtekajo napajalni tokovi 1, 2 in 3 (surovine) in iztekajo produkti 1, 2
in 3. Bilanco takega sistema imenujemo celotna bilanca. Tok, ki povezuje enoto 1 in 2, je

! R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, Third Edition, John Wiley & Sons,
Inc., New York, 2000, str. 104—105.
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VW W

notranji tok tega sistema in ga v celotni bilanci ne upostevamo. Meja B obdaja stocisce.
Napajalna tokova 1 in 2 sta vtoka v ta sistem in tok, ki vteka v enoto 1, iztok. Meja C obdaja
enoto 1 (en vtok, dva iztoka), meja D razcepisce (en vtok, dva iztoka) in meja E enoto 2 (dva

vtoka, en iztok).

Sinteza procesne sheme je 0zko povezana z njeno analizo. Procesno shemo analiziramo tako, da
zberemo enacbe za posamezne enote oziroma sisteme v velik sistem enacb, ki ustreza celotnemu
procesu, in ga res§imo (equation based approach). Obicajno predstavlja proces sistem nelinearnih
enacb, ki jih je tezko reSiti. Druga moznost analize je, da problem reSimo z iterativnim
pristopom, ki temelji na enacbah masne bilance za posamezne enote. Ta nacin se imenuje

sekven¢ni modularni nacin (sequential modular approach).

3.1 NACIN RESEVANJA ENACB SISTEMA PROCESNIH ENOT
(equation based approach)

Postopek postavljanja matemati¢nega modela za prerac¢un masne bilance procesa z ve¢ enotami,
je prakti¢no enak postopku iz poglavja 2. Razlika je, da je v takem procesu treba izolirati in
zapisati enacbe masne bilance in pogoje za ve¢ podsistemov (procesnih enot, stoCiS¢, razcepisc
itd.), da dobimo dovolj enacb za dolocitev vseh neznank. Zapis enacb za tak proces prikazuje
naslednji primer.

PRIMER 3-1:

Aceton se uporablja za proizvodnjo razli¢nih kemikalij ter kot topilo. Za proces, prikazan na
sliki 3-2, ki prikazuje lo¢evanje zmesi, v kateri je aceton, je treba izracunati masno bilanco vsake
procesne enote in celotnega procesa. Vsi podatki so razvidni s slike®.

Oznake komponent:

1

aceton

zrak

voda

2 D. M. Himmelblau, Basic Principles and Calculations in Chemical Engineering, 6™ Edition, Prentice Hall PTR,
New Jersey, 1996, str. 199-201.
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Oms= ? Oms= ?5 6
2 3 Ws=0,995 ”| kondenzator > We = 0,99
Wo3 = 1 W33 = 0,005 Ws1 = ? Ws3 = ? Wez = 0,01
Qm2="? Qm,s =7
absorber destilacijska
kolona 7
L r 5
w7, = 0,04
w73 = 0,96
wy; = 0,03 1 4 Qm,7 = ?
Wy, = 0,95 v Wy = 0,19
Wq3 = 0,02 W43 = 0,81
Om.1 = 1400 kg/h Qma="?
Slika 3-2: Proces pridobivanja acetona
ReSitev:

1. Enacbe in pogoji:

a) Enacbe za masno bilanco:

absorber:

aceton: Om.1 W11 = (ma Wa1

zrak: Qm1 W12 = Om3 W32

voda: Qm1 Wiz + Om2 W23 = Qm3 W33 + Qm.a Wa3

(ali: Onit Qm2=0m3 + qm,4)

destilacijska kolona:

aceton: Om,4 Wa1 = Qms Ws1 + Q7 W71
voda: Om,4 W43 = Qms Ws3 + Q7 W73
(ali: qm,4 = qm,5 + qm,7)

(1)
()
(3)

(4)
(5)
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kondenzator:

Pri totalnem kondenzatorju nastane fazna sprememba zmesi (plin se utekocCini), zato je
sestava toka 6 enaka sestavi toka 5. V tem primeru je dovolj, da zapiS§emo samo eno neodvisno
ena¢bo za masno bilanco (npr. za aceton). Ce bi enacbi 6 in 7 zapisali za vodo, bi namre¢

dobili enak rezultat, tj. gmns = Qme.

aceton: (m,5 W51 = Qm,6 We1 (6)
W51 = We1 (7)
(@li: w5 = Gme)

b) Pogoji za mnozinske deleze: v vseh tokovih, razen v toku 5, so znani vsi delezi

komponent, zato enacb ni treba pisati. Edini pogoj je:
tok 5: W51 +Wsz =1 (8)
c) Pogoji za modelne parametre: jih ni!
2. Stevilo spremenljivk (ker v vseh tokovih ni vseh komponent, jih prestejemo): Ns = 21

3. Nacrtovalne spremenljivke: N, = Ns — N =21 -8 =13
Nacrtovalne spremenljivke so naslednje: Qm 1, W11, W12, W13, W23, W32, W33, Wa1, Waz, We1, We3,
W1, W73. 1z podatkov dobljene vrednosti so:

Gz = 1400 kg/h
w1 =0,03 wyr =0,95 Wiz = 0,02
Wy =1
Wz = 0,995 w3z = 0,005
Wy =0,19 Wy3 = 0,81
Ws1 =0,99 wg3 =0,01
w71 =0,04 W73 = 0,96
4. Potek reSevanja:
Iz enac¢be 7 izraCunamo:
W51 = Wg1 = 0,99

Nato 1z enacbe 8 izraGunamo Wss:

Wsg3 = 1—W51 = 1—0,99 = 0,01
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Iz enacb 1, 2 in 3 izraCunamo G 4, Om3 iN Q2.
Iz enacbe 4 izrazimo (5 in izraz vstavimo v enac¢bo 5, iz katere izratunamo (), 7. Nato iz
prejSnjega izraza izraunamo Qms.

Iz enacbe 6 izraCunamo Q.

Rezultate prikazemo v preglednici 3-1.

Preglednica 3-1: Masna bilanca procesa pridobivanja acetona

Om / (kg/h)

1 1400 0,03 0,95 0,02
2 157,7 - - 1

3 1336,7 - 0,995 0,005
4 221,05 0,19 - 0,81
5 34,9 0,99 - 0,01
6 34,9 0,99 - 0,01
Il 186,1 0,04 - 0,96

3.1.1 OBTOK (recycle)

Redko tecejo tokovi v procesni shemi le v eni smeri, tj. od vtoka surovin do iztoka kon¢nega
produkta. Stranske produkte ali del produktov pogosto vratamo v vtok ali v vmesne tokove.
Posledica obtoka je, da npr. zadnja procesna enota vpliva na predhodne.

Tudi v taks$nih primerih reSujemo masne bilance na podoben nacin, kot je bilo prikazano v
procesu brez obtoka. Napisemo enacbe masne bilance in pogoje za vsako procesno enoto
oziroma sistem, ki je prisoten v procesu, in nato reSimo sistem enacb. IzraCun masne bilance
procesa z obtokom prikazuje naslednji primer.

Svez zrak, ki vsebuje X = 4,0 % vodnih hlapov, ohladimo in delno posusimo v klimatski napravi.
Iztekajoci zrak iz komore vsebuje le Se X = 1,7 % vodnih hlapov. Tok sveZega zraka se pomesa z
obtokom posusenega zraka in vteka v klimatsko napravo. Ta vtok vsebuje x = 2,3 % vodnih
hlapov. V Kklimatski napravi nekaj hlapov vode kondenzira. Nastalo vodo odstranimo. Del

posuSenega zraka (F = 100 mol/min) vteka v prostor, ki ga hladimo, del vra¢amo. Izracunajte
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masno bilanco procesa, tj. vse neznane tokove in sestave. Podatki so razvidni iz procesne sheme
na sliki 3-3°.

5 obtok

F5 =?

X51 = ?

Xgo = ?
svez zrak 1 1 2 Klinnaeska 3 6 posusen zrak

y »| Naprava >
stociSce razcepis€e

Flz? FZ:? F3=? F6= 100 mol/min
X11:? X21:? X31:? Xe1 = ?
X102 = 0,040 Xoo = 0,023 4 X32 = 0,017 Xg2 = ?

iztok F,=?
vode Xao=1

Slika 3-3: Proces hlajenja in susenja zraka

ReSitev:

Ostevil¢imo komponente:

Komp. | st.
Zrak 1
H,0O 2

1. Enacbe in pogoji:

a) Enacbe za masno bilanco:

stociScée:
zrak: F1 X11 + Fs Xs1 = F2 X1 (1)
H,0: F1 X12 + Fs5 Xs52 = F2 X22 (2)

(ali enostavno: Fy + Fs = Fy)

*R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, Third Edition, John Wiley & Sons,
Inc., New York, 2000, str. 110-112.
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klimatska naprava:

zrak: Fz Xo1 = F3 X31 (3)
H,0: F2 X22 = F3 X32 + Fa Xa2 (4)
(aIi: Fo=F3+ F4)

razcepisce:
Za razcepisce napiSemo enacbo masne bilance le za eno komponento, saj imajo vtok in

iztoka enako sestavo. Tako se zmes zraka in vode obnasa kot ena komponenta4. ZapiSemo Se

enakost delezev v tokovih za to komponento.

zrak: Fs Xa1 = Fs Xs1 + Fg Xe1 (5)
X51 = X31 (6)
Xp1 = X31 (7)

ali: F3 = F5 + Fg)

Enacba celotne masne bilance lahko nadomesti enacbo (5), ne pa enacbe (7) ali vseh enacb

(5), (6) in (7).

b) Pogoji za mnozinske deleze:

tok 1: X1+ X2=1 (8)
tok 2: Xo1 + X2 =1 9)
tok 3: X1+ X2 =1 (10)
tok 4: xp=1 (12)
tok 5: Xs1+ X520 = 1 (12)
tok 6: Xo1+ Xg2 = 1 (13)

Ker je tok 4 c¢ista komponenta (voda), lahko enacbo 11 ¢rtamo (Xs2 je sedaj nacrtovalna
spremenljivka).

c) Pogoji za modelne parametre: jih ni!
2. Stevilo spremenljivk: jih prestejemo! Ng =17

3. Nadrtovalne spremenljivke: N = Ng — Ne =17 — 12 =5 (X32, X22, X32, X42, IN Fg).

*R.M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, Third Edition, John Wiley & Sons,
Inc., New York, 2000, str. 111.
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Vrednosti na¢rtovalnih spremenljivk so:

X12 = 0,04

X22 = 0,023

X32 = 0,017

Xg2 =1

Fe = 100 ﬂ'
min

4. Potek resevanja:
Iz enacb (8), (9) in (10) izratunamo mnozinske deleze komponente 1:

X11=1-X%1»p=1-0,04=0,96
Xo1=1—-X»=1-0,023=0,977
X31 = 1- X32 = 1-0,017=0,983

Ker se tok 3 razcepi na dva toka enake sestave, velja (enacbi 6 in 7):

X51 = X31= 0,983
Xe1 = X31 = 0,983

Ce sestejemo enacbe (1), (3) in (5), dobimo enaébo celotne masne bilance zraka:

FiX11 + Fs Xs51 = F2 X1
FaXo1 = F3 Xa1
F3 X31 = Fs5 X51 + Fe Xe1

F1 X1 + Fs Xs1+ F2 X1+ F3 Xa1= F2 Xo1 + F3 X31 + Fs5 Xs51 + Fg Xe1

Ostane: F1 X11 = F6 Xe1

Iz enacCbe izraGunamo Fi:

_Fo¥, _100-0983 ., , mol

F
Xy 0,960 min

WV v

Izraz F, = F; + F5 za celotno masno bilanco stocisc¢a vstavimo v enacbo (1) in iz nje izrazimo Fs:

FiX11 + Fs Xs1 = F1 Xo1 + F5 X21

F1 (X11 — X21) = Fs (X21 — Xs1)
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_ R —%) _1024(096-0,977) _ oo, mol

F
* T (Xpy — Xe1) 0,977 -0,983 min

Iz enacbe celotne masne bilance razcepisca izraunamo Fs:

Fs=Fs + Fs =290, + 100 = 390,1 ™'
min
Iz enacbe 3 izraGunamo F»:
F, - Fs %3 _3901-0,983 _ 3925 m_.ol
Xoq 0,977 min

Iz enacbe celotne masne bilance klimatske naprave izraCunamo F:

Fu=Fo— F3=392,5-390,1=2,4 7%
min

Rezultate prikazemo v preglednici 3-2.

Preglednica 3-2: Masna bilanca procesa hlajenja in suSenja

zraka
Tok §t. | F/(mol/min) X/ =

zrak H,O
1 102,4 0,96 0,04
2 392,5 0,977 0,023
3 390,1 0,983 0,017
4 2,4 — 1
5 290,1 0,983 0,017
6 100 0,983 0,017

3.1.2 MIMOTOK (bypass)

Proces, ki je podoben procesu z obtokom, je proces z mimotokom. V tem primeru se delez vtoka
odcepi in teCe mimo procesne enote ter se zdruzi z iztokom procesne enote. S spreminjanjem
deleza mimotoka vplivamo na sestavo in lastnosti produkta. Poenostavljen proces z mimotokom
prikazuje slika 3-4.
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mimotok
rocesna
vtok > P > y produkt
> » enota > >
razcepidCe stocisce

Slika 3-4: Proces z mimotokom
Postopek preracunavanja masne bilance je popolnoma enak kot pri procesu z obtokom in ga ne
bomo ponavljali. Primer je mogoce najti v Zbirki reSenih nalogs.
3.1.3 ODTOK?® (purge)
V procesu z odtokom (slika 3-5) odstranjujemo inertne snovi ali necistoce, ki bi se sicer kopicile

v obtoku. V procesu je prisotna kombinacija podsistemov: stociS¢a, procesne enote ali dela

procesa, lo¢ilnika in razcepisca tokov.

obtok razcepisce
> odtok
vtok o o 2;%(;:5”& o o produkt
stoCis¢e logilnik

Slika 3-5: Proces z odtokom in obtokom

Masno bilanco reSujemo na enak nacin, kot je opisano v primerih 3-1 in 3-2, zato postopka ne
bomo ponavljali.

3.2 SEKVENCNI MODULARNI NACIN (sequential modular approach)

Rekli smo Ze, da lahko bilanco kemijskega procesa obravnavamo na dva nacina: tako, da re§imo
velik sistem nelinearnih enacb (equation-based approach), ali pa tako, da reSimo bilanco na t. i.

sekvenéni modularni naéin.

> M. Krajnc, Procesne bilance, Zbirka reSenih nalog, zbrano gradivo, FKKT Maribor, 2011.
®D. M. Himmelblau, Basic Principles and Calculations in Chemical Engineering, 6™ Edition, Prentice Hall PTR,
New Jersey, 1996, str. 218-219.
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Po drugem nacinu reSujemo bilanco za posamezne enote procesa. Ko postavimo nacrtovalne
spremenljivke za prvo procesno enoto, lahko izracunamo iztoke za to enoto. Ti parametri so
potem, skupaj z modelnimi parametri za drugo enoto, osnova za izracun izhodnih tokov iz druge
enote itd. Kadar imamo prisoten Se obtok (teh je lahko tudi vec), je treba oceniti zacetno
vrednost obtoka in nato na iterativni nacin reSimo problem. Ocenjeno vrednost obtoka
izboljSamo z wuporabo numericnih metod. Uporabimo metodo zaporedne substitucije,
Wegsteinovo ali katero drugo metodo. Izratun masne bilance ponavljamo tako dolgo, dokler ne

dosezemo postavljenega konvergencnega pogoja:

fR-Fi., k

" — ocenjena vrednost

Na sliki 3-6 vidimo, da ne moremo resiti masne bilance za hobeno procesno enoto lo¢eno, ker ne
poznamo dovolj lokalnih nacrtovalnih spremenljivk (za posamezno procesno enoto ali modul).
Izberemo modul, ki vsebuje najmanj neznanih naértovalnih spremenljivk, in ocenimo vrednosti

zanje. Te neznane lokalne nacrtovalne spremenljivke imenujemo iztrgane spremenljivke.

Razcepis€e ima le eno neznano naértovalno spremenljivko — Fs. Ocenimo jo ter reSimo masno
bilanco za razcepisce. Nato reSimo po vrsti masno bilanco za klimatsko napravo in stoc¢isce (vse
na osnovi ocenjene vrednosti za Fs). 1z masne bilance za sto¢is¢e dobimo novo vrednost za Fs, Ki
jo primerjamo z ocenjeno vrednostjo. Ce vrednosti nista enaki, uporabimo iterativno metodo
zaporedne substitucije (lahko tudi katero drugo) in izracun ponavljamo, dokler ne doseZemo

konvergen¢nega pogoja.

F5 = FS*
Fo

<&

Ker je navadno potrebno veliko Stevilo iteracij, naredimo izracun z racunalnikom.

Za obravnavani primer (spoznali smo ga v poglavju 3.1.1) je seveda enostavneje resiti celotni
sistem enaCb kot uporabiti iterativni modularni nacin (uporabili smo ga le za ilustracijo

modularnega nacina)!
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5 obtok
F5 =?
X51 = ?
Xg2 = ?
svez zrak 1 2 e 3 6 posusen zrak
v ~ naprava R
Flz? FZ:? : F3=? FG:].OO mol/min
X11="? Xo1=7? Xg1 = ? Xe1=?
X12= 0,04 Xoo = 0,023 4 X3 = 0,017 Xe2 = ?
iztok F,=?
vode Xep=1
Np=Ns—Ne=17-12=5
a) celotni proces
F5 =?
X5 =7 2 : 3
5 Xep = ? klimatska
1 2 Fo=? naprava Fs=7?
" o Xo1 = ? X31= ?
F=" F,=? X2, = 0,023 X3,= 0,017
X11 = ? Xo1 = ? 4
X2 = 0,04 X, = 0,023 F,=?
Xao = 1
Nn:NS_Ne:9_5:4
c) klimatska naprava
F5: ?
X51 = ?
Xs0=?15
3 6
F:=? Fs= 100 mol/min
Xa1=? Xe1=?
X302 = 0,017 Xe2 = ?

Nn=Ns—Ne=9-6=3

d) razcepisce

Slika 3-6: Moduli procesa hlajenja in susenja zraka
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3.3 MODULARNI NACIN Z UPORABO RACUNALNIKA

Za reSevanje masnih in energijskih bilanc, za enote kemijskih procesov in kemijske procese v
celoti imamo danes na razpolago programsko opremo. Ta vsebuje programirane module za
standardne procesne enote (reaktorje, destilacijske kolone, meSalnike, crpalke, ..) in
podprograme za izrac¢un fizikalnih lastnosti sodelujo¢ih komponent. Nam dostopni programi so
FLOWTRAN’, HYSYS®, ASPEN PLUS? in ICAS™. Za delo z njimi moramo podrobneje
pregledati navodila za uporabo.

3.4 ZAKLJUCEK

V poglavju je Student dopolnil znanje 2. poglavja. Procesne enote je povezal v sistem procesnih
enot in definiral dva mozna nacina reSevanja masnih bilanc: reSevanje enacb sistema procesnih
enot in modularni nacin reSevanja. V procesu je spoznal posebne tokove, ki se lahko pojavijo, in
njihove znacilnosti. Ti tokovi so: obtok, mimotok in odtok. Tako je poglabljal svoje spretnosti
pri definiranju in reSevanju masnih bilanc v procesih brez kemijske reakcije, kar je nujno
potrebno, da bo bolje razumel dogajanje v procesih, kjer je prisotna kemijska reakcija.

PREVERJANJE ZNANJA

. Kako je sestavljen kemijski proces?

. Kaj je sistem?

. Kaksna dva nacina reSevanja masnih bilanc poznate?

. Kako izratunamo masno bilanco sistema procesnih enot z na¢inom, ki je usmerjen na reSevanje enacb
(equation-based approach)?

. Kateri znacilni tokovi se lahko pojavijo v procesu?

. Kaj je znacilno za mimotok?

. Kaj je znacilno za proces z odtokom?

. Kaksen je princip reSevanja masnih bilanc s sekven¢nim modularnim na¢inom (sequential modular
approach)?

B WN -

0 3 O\ n

1. Za proces na sliki dolo¢ite ena¢be masne bilance, Ns in Ny, ter neznane tokove in sestave™!

7J. D. Seader, W. D. Seider, A. C. Pauls, Flowtran Simulation, Michigan, USA, 1974.

8 HYSYS, Version 1.1, Hyprotech, Calgary, 1996.

% ASPEN PLUS, Aspen Technology, Inc., Cambridge, Massachusetts, USA, 2002.

%1CAS, CAPEC, DTU Lyngby, Denmark, 1999.

' R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, Third Edition, John Wiley &
Sons, Inc., New York, 2000, str. 105-107.
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Om1= 100 kg/h 1

Wy = 0,5
Wiy = 0,5

Om,2 = 40 kg/h Ome= 30 kg/h
Wyo1 = 0,9 Weg1 = 0,6
2 Wy = 0,1 6 Wg= 0,4
3 5, 7,
enota 1 Gz =71 Qs = ? enota 2 Qmr=?
W3q =? W51 = ? W71 = ?
W3 =? Wsp = ? W7o = ?

4
Om.4= 30 kg/h
Wy =0,3
Wy = 0,7

Rezultat: Ng= 21, N, = 12, qn 3= 60 kg/h, gms= 90 kg/h, gm7 = 60 kg/h, Wz, = 0,2333, w3, = 0,7667,
ws; = 0,2555, ws, = 0,7445, wy, = 0,0833, w7, = 0,9167.

2. 'V destilacijski koloni lo¢ujemo zmes, ki vsebuje w = 50 % heksana in w = 50 % pentana.
Produkt na vrhu kolone (destilat) vsebuje w = 95 % pentana in w = 5 % heksana ter destilacijski
ostanek w = 96 % heksana in w = 4 % pentana. Tok vrha kolone vteka v totalni kondenzator. En del
kondenzata (teko¢e zmesi) se vraca v kolono kot obtok, drugi del je produkt (destilat).
Obto¢no razmerje (med masnim tokom obtoka in masnim tokom destilata) je 0,6. Proces

prikazuje procesna shema™.

kmol

a) Izracunajte masni tok vsakega toka, ¢e je mnozinski vtok F; =100 T .

b) IzraCunajte masno razmerje ¢ tokov destilata in destilacijskega ostanka glede na vtok!
¢) IzraCunajte masno razmerje ¢ tokov vrha kolone in vtoka!

qm,2 = 7
Z » kondenzator
Wy = ? Woy = ?
Om3= ?(3 W3 = ?
4 Ona=? v Wi =? 5 (Qms=? destiat
vtok 1 h obtok o
EEE— ek W41=?W42= ? W51:0,05 W52:0,95
| |
o= 100 0! | iclona g=tni _og
qm,5
Wy = 0,5
W= 0,5 6 destilacijski
L » ostanek 1 — heksan
Oms="? We = 0,96 2 — pentan
Weo = 0,04

Rezultat: gn, 1= 7840 kg/h.
a) Om.2 = 6341 kg/h, Qms= 6341 kg/h, Qm4= 2378 kg/h, Qs = 3963 kg/h, Qme= 3877 kg/h.
b) & (destilat, vtok) = 0,5055 in ¢& (destilacijski ostanek, vtok) = 0,4945.

c) & (tokvrhakolone,vtok)=0,8088

2 R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, John Wiley & Sons, Inc., New

York, 1978, str. 149.
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4 MASNE BILANCE ZA KEMIJSKE REAKTORJE

Spoznali smo Ze uporabo zakona o ohranitvi mase za procese, pri katerih ni bilo kemijske

reakcije. Kadar teCe v procesu reakcija, moramo to seveda upoStevati.

4.1 KEMIJSKE REAKCIJE!

Pomen kemijske reakcije ze poznamo. Indekse lahko v enacbo postavimo po nam znanih
pravilih. S postavitvijo stehiometrijskih koeficientov pa seveda Se ni¢ ne povemo o
mehanizmih reakcije. 1z reakcije

FesO4 + 4H, <> 3Fe + 4H,0

npr. lahko ugotovimo:

a) prisotnost §tirih kemijskih komponent: zelezovega oksida Fe3O4, vodika Hy, Zeleza Fe in
vode H,0 (Fe304 je magnetit; oksid je sestavljen iz zelezovega II in III oksida:
FeO . Fe,03),

b) redukcijo Fe oksida v vodikovi atmosferi do elementarnega Zeleza,

c) revezibilnost reakcije in

d) mnozinsko razmerje prisotnih komponent.

Ni¢ ni razvidno, da je reakcija endotermna in kako nastane. Prva stopnja reakcije je
kemisorpcija vodikovih molekul na povrSini oksida, tej sledi zapleteno zaporedje reakcij, ki
dajejo vmesne produkte. Nekateri od teh vmesnih produktov imajo kratko zivljenjsko dobo in
jih je tezko dokazati. S takSnimi problemi, torej z mehanizmi in hitrostmi reakcij, se ukvarja
kemijska kinetika. Studij kinetike kemijskih reakcij nam da informacije o hitrosti
posameznih reakcij in tako tudi skupne reakcije.

4.2 ENACBE ZA MASNO BILANCO V REAKTORJIH
4.2.1 Enacbe za masno bilanco kemijskih komponent

Pri procesu brez reakcije za stacionarni proces smo imeli:

ZFiXij =0 (j=12,..N)) (4.1)

L A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations,
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 1976, str. 248.
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F; — iI-ti mnozinski tok (mol/s)

Vtoki imajo F; pozitiven, iztoki iz procesne enote ali procesa pa F; negativen. Leva stran
enacbe (4.1) je akumulacija j-te komponente v procesu; ta je enaka ni¢ v stacionarnem
procesu.
Ce je v procesu prisotna le ena reakcija, lahko zanjo napisemo:

dn;
@ :i —L (4.2)

vj.dt

@ — hitrost presnove

v;— stehiometrijski koeficient (indeks za j-to komponento)
Nj — mnozina snovi |

Lahko napisemo tudi:
dn;

=wV;

yraniadd (4.3)

dn;/dt pomeni hitrost nastanka reakcijskih produktov (j-te komponente) oziroma hitrost porabe
reaktantov in je sorazmerna 1. Ce je j-ta komponenta reakcijski produkt, sta dnj/dt in v
pozitivna, kadar pa je j-ta komponenta reaktant, sta dnj/dt in v; negativna. Hitrost presnove je

pozitivna, ¢e reakcija teCe od leve proti desni.

PRIMER 4-1:

Za reakcijo v ravnotezju:

CH4 + H,O <> CO + 3H;

je hitrost nastanka H, v stacionarnem reaktorju 6 mol/h. Kaksna je hitrost porabe CH4?
ReSitev:

Komponenta | $t.()

CH, 1
H.0 2
CO 3
H> 4

Izracun hitrosti presnove:
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1 dn, 1 _mol _,mol
o=—-—

v, d¢ 3 h h
Hitrost porabe CHy:

dn .
d_tl =ov,= Zm%l- (-1)=- ZmTOI Torej je poraba metana 2 mol/h.

Ce k masni bilanci v enaébi (4.1) dodamo $e desno stran enacbe (4.3) (torej hitrost nastanka
j-te komponente ali porabe j-te komponente), dobimo ena¢bo masne bilance za posamezno
reakcijo v stacionarnem reaktorju.

N,

ZE'XU +a)VJ :O (J = 11 2! ey Nk) (4'4)
i=1

oziroma:

Nl dnJ .

> F Xj +——=0 0=1,2,...Ny (4.5)
= dt

V skladu z enacbo (4.4) je hitrost akumulacije j-te komponente v reaktorju v stacionarnem
stanju vsota dveh ¢lenov: neto vsote vtokov in iztokov reaktorja za j-to komponento in hitrosti
nastanka oziroma porabe komponente j po kemijski reakciji (@ vj).

PRIMER 4-2:

V reaktorju (slika 4-1) zelimo proizvajati CO in H; po reakciji iz prej$njega primera. Vtok
znaSa 20 mol/h in mnozinski delez CHy4 znasa x = 25 %. Izracunati je treba tok nezreagiranega

CHy, v iztoku iz reaktorja za hitrost presnove @ = 2 mol/h.

F,

co
H,
CH,
H,0

Slika 4-1: Reaktor za
proizvodnjo CO in H;

CH, + H,O= CO + 3H, | KATALIZATOR
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Resitev:

Enacbo (4.4) napiSemo za metan (uporabimo enako oznako za komponente kot za predhodni
primer).

Fixii —FoXa1+ 0w =0

Izrazimo tok nezreagiranega CHy:
mol mol mol

F2X21:F1X11+a)V1:20T~O,25+ZT -(—1):3T

4.2.2 Enacbe za masno bilanco kemijskih elementov

Neto hitrost presnove k-tega elementa (ta mora biti enaka ni¢ za vsako kemijsko reakcijo)
dobimo tako, da ¢lene v enacbi (4.4) pomnozimo s Stevilom atomov k-tega elementa v
komponenti j (Nj) in seStejemo za vse komponente (spojine).

=z

k. N

]

i=1

1
—_

Nk
Fxy Ny +o) viN;, =0 (4.6)
j=1

Ny
V urejeni kemijski reakciji je ZVJ N =0 in dobimo:
j=1

Ny N

D D FxyN, =0 (k=1,2, ..., Ne) (4.7

=1 i=1

Dobimo N enacb, za vsak kemijski element v kemijski enacbi eno. Leva stran enacbe je neto
vtok k-tega elementa v reaktor; v stacionarnem stanju mora biti enak ni¢.

PRIMER 4-3:

Procesna shema prikazuje dehidrogenacijo etana v stacionarnem stanju. Reakcija je naslednja:

CoHg — CoHy + Hy

Pretok etana v reaktor znasa 100 kmol/min, pretok vodika na iztoku je 40 kmol/min.
IzraCunajte mnoZzinska pretoka etana in etena na iztoku reaktorja! Poenostavljen proces
prikazuje slika 4-2.
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1 2

— ¥ reakcija —>
F1 = F1; = 100 kmol/min F,=2?
F21 =7
Fzz =7

Slika 4-2: Proces pridobivanja etena.

ReSitev:
Komponenta | $t.(j)
etan 1
eten 2
vodik 3

1. Enacbe in pogoji:
a) Masna bilanca za elemente, ki reagirajo:
element C : 2F11=2F»n+2F,

element H: 6F11=6F+4Fn+2F,;

b) Pogoji za mnoZinske deleze:

tok 1:/x,1,1/z’1/

tok 2: Xo1 + Xop + X3 =1

c) Pogoji za procesno enoto: jih ni!

F3 = 40 kmol/min

1)
)

(3) (jo lahko izpustimo)

(4)

2. Stevilo spremenljivk: Ns =5 (Fll ali Fl, F21, F22, F23, Fg)

3. Nacdrtovalne spremenljivke: Np = Ns—Ne =5-3=2 (Fyp ali Fy, Fp3)

4. ReSitev sistema enacb:

V enacbo (1) vstavimo znane podatke in dobimo:

2 100:2F21+2F22
200=2F,+2F» [:2
100 = Fz]_ + Fzz

100 - F21 = Fzz
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Izraz vstavimo v enac¢bo (2):

6100 = 6 Fpy + 4 (100 — Fyr) +2 - 40
600 = 6 F»; +400 -4 F,; +80
600 =2 F,; +480

120=2 Fo1 [:2

F>1 =60 kmol/min

Sedaj lahko izracunamo F»y:
100 — 60 =40 kmol/min =F»
Celotni iztok F; je:

F,=Fy + Fp + Fo3 =60 + 40 + 40 = 140 kmol/min

Enacbo (4.7) imenujemo stehiometrijska enacba, ker se v njej hitrost presnove ne pojavlja ve¢
eksplicitno. Pri reSevanju masnih bilanc moramo poleg podatkov o hitrosti presnove
velikokrat imeti tudi informacijo o ravnoteZju reakcije. Ravnotezno konstanto, ki je
merodajna za proizvodnost neke kemijske reakcije, izraCunamo z uporabo termodinamskih
podatkov.

Ce je tlak dovolj nizek (velja zakon o idealnih plinih) in so vse komponente v plinskem

stanju, je ravnotezna konstanta:

ZV_ Nk Vi
K=p~ ' TTx’ (4.8)
j=1
odvisna od tlaka produktnega toka in sestave (p / bar).

K = f(T). Pri konstantni temperaturi je K konstanta, neodvisna od sestave zmesi in tlaka. x; je
ravnotezni mnozinski delez j-te komponente. Za stacionarno stanje so xj mnozinski delezi
reaktantov in reakcijskih produktov v plinskem izhodnem toku iz reaktorja. Simbol IT velja za
produkt mnoZinskih delezev na dolo¢eno potenco (vj) za vse komponente pri doloceni reakciji
— ker so stehiometrijski koeficienti v za reaktante negativni in za produkte pozitivni, so
reaktanti pod ulomkovo ¢rto, produkti nad njo.

Za druge sisteme, ki vsebujejo tekoce ali trdne faze, veljajo seveda druge relacije.
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PRIMER 4-4:

Za reakcijo:

N, + 3H, <> 2NH;

je ravnotezna konstanta (4.8):

2
a2 X
K:p213 3

Ozna¢imo:

2
2 X3

3
X1 X5

Komponenta | st.

N2

H>

NH3

WIN| -

p —bar

Ker je konstanta odvisna od tlaka, je jasno, da pri izotermnem zviSanju tlaka naraste tudi

mnozinski delez NHz (X3).

Kemijske reakcije lahko razvrstimo z ozirom na K:

Vrednost za K Vrsta reakcije

K<<1 reakcija ne potece
K~1 reverzibilna reakcija
K>>1 ireverzibilna reakcija

Pri reverzibilnih reakcijah je pri enem prehodu skozi reaktor nemogoce presnovati vse

reaktante v produkte. Nezreagirane reaktante v produktnem toku moramo lo€iti in jih ponovno

uporabiti.

Ravnotezno presnovo lahko izratunamo z ravnotezno konstanto. Dejanska presnova je vedno

manjSa, kot je presnova v ravnoteZju. Nekatere reakcije so tudi zelo po€asne (potrebna je

uporaba katalizatorja). Dejanska presnova bo torej odvisna od dveh faktorjev:

1. ravnotezne konstante (K),
2. hitrosti presnove (w).
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V preglednici 4-1 so prikazani vplivi obeh faktorjev na delez presnove reaktantov v
reakcijske produkte.

Preglednica 4-1: Vpliv ravnotezne konstante in hitrosti presnove na presnovo

K>>1 zelo velika ~ 100

zelo majhna ~

K1 zelo velika Ravnotezna presnova.
zelo majhna ~0

K<<1 zelo velika ~0
zelo majhna ~0

Vidimo, da tudi ireverzibilna reakcija (K >> 1) ne potece vedno po stiku reaktantov. To se
zgodi, ¢e so delci zelo pocasni. Dovolj velika konstanta je potreben, toda Se ne zadosten pogoj
za veliko presnovo.

Ko postavljamo enacbe masne balance se ravnotezna konstanta K pojavi v sklopu enacb, ki jih
definiramo pri pogojih za procesno enoto. Pri racunalniskih vajah boste spoznali prav taksen
primer in sicer proces pridobivanja amoniaka in ga zato v tem delu ne bomo podrobno
obravnavali. Proces pridobivanja bo potekal pri razlicnih pogojih obratovanja. V prvem
primeru bo dosezeno reakcijsko ravnotezje, v drugem pa dolocena stopnja presnove (na potek
reakcije bo vplivala hitrost presnove). Proces boste simulirali z racunalniskim programom
ASPEN PLUS.

4.3 MASNE BILANCE ZA SIMULTANE REAKCIJE?
4.3.1 Masna bilanca kemijskih komponent

Ce v nekem sistemu poteka kemijska reakcija, bodo kemijske spojine (komponente) nastale
oziroma se porabile pri reakciji. Kadar so v sistemu prisotne simultane reakcije, lahko
kemijska komponenta pri eni reakciji nastane in se v naslednji porabi. Za izra¢un celotne
(neto) hitrosti nastanka neke komponente j moramo dolo¢iti hitrost nastanka v posamezni

reakciji. Nato seStejemo vrednosti, da dobimo neto hitrost nastanka:

dn. Ne dn
i n 49
dt Z dt (4.9)

r=1

2 G. V. Reklaitis, Introduction to Material and Energy Balances, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1983,
str. 124-132.
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Nr — Stevilo reakcij,

r — stevilka reakcije

dn,
d_tJ — celotna (neto) hitrost nastanka komponente j

dn.
d_t” — hitrost nastanka komponente j v r-ti reakciji

Masno bilanco v kemijskem reaktorju lahko glede na prisotne kemijske komponente reSimo iz
hitrosti presnove posameznih reakcij. V poglavju 4.2 (enacba 4.2) je simbol 1; pomenil
stehiometrijski koeficient komponente j pri dani kemijski reakciji, pri ¢emer je veljalo v <0
za reaktante in v; > 0 za produkte. Pri simultanih kemijskih reakcijah se dolo¢ena komponenta
lahko pojavi v vec¢ reakcijah. V takih primerih pripiSemo stehiometrijskemu koeficientu Se en
indeks, ki pove, v kateri reakciji je komponenta prisotna. Za znano $tevilo komponent Ny in
Stevilo reakcij Ng oznafimo stehiometrijski koeficient komponente j v reakciji r kot w;.

Hitrost presnove r-te reakcije zapiSemo kot:

dn, 1

1j .
W, = — =1,2,...N 4.10
r dt Vrj J k ( )
oziroma
dn,
v o (411)
Kjer je:

@, — hitrost presnove r-te reakcije,
vy, — stehiometrijski koeficient (indeks za j-to komponento v r-ti reakciji),

Ny — mnozina komponente j Vv r-ti reakciji,

dn
d_t” — hitrost nastanka komponente j v r-ti reakciji.

Iz gornjih ugotovitev lahko zapiSemo celotno (neto) hitrost nastanka komponente j v Ng
kemijskih reakcijah kot:

dnJ Ne dnrJ Ne

Iy A (4.12)

r=1 r=1
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PRIMER 4-5:

Pri redukciji magnetita Fe;0, dobimo elementarno zelezo. Pridobivanje poteka v dveh
stopnjah (zaporednih reakcijah):

Fe;O4 + H, - 3 FeO + H,O
FeO + H, - Fe + H,O

V reaktor, ki obratuje v stacionarnem stanju, vteka H, 4 mol/h in Fe3sO4 1 mol/h. V iztoku
najdemo poleg drugih komponent e FesO4 0,1 mol/h in Fe 2,5 mol/h. Izracunajte iztok iz
reaktorja.

ReSitev:
Komponenta | $t.(j)
Fes04 1
FeO 2
Fe 3
H, 4
H,O 5
1 2
»| 1.in 2. reakcija >
Fi1=1molh Fu=0,1mollh Fp=7?
F14=4 mol/h Fas=2,5mol/h Fp=7?
Fos=7?

Stehiometrijski koeficienti prve reakcije so:

v =-1, Vg = 3, vi3 =0, via = -1, vis =1,

druge reakcije pa:

o1 =0, Voo = -1, Vo3 = 1, Vos = -1, vos = 1.
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Po enacbi (4.12) zapiSemo celotno hitrost nastanka za:

Fes0q: % = gdg—t” = ivrl w,

%:Vn 0, +Vy @0, =-1w, +0 w0, =-0, (D)
FeO: dc% =V, 0 +V,, @, =30, +(-)w, =30, -0, (2)
Fe: dc%zvlg 0, +Vy 0, =00, +1w, =0, (3)
H,: dstA =V O, +Vy @, =(-Do, +(-1) 0, =-0, -0, (4)
H,0: ddlt5=vlsa)l +vie, =1lo,+1lw, =0, +o, (5)

Enacbe masne bilance so:

dn

FesOs: Fra—Fax + d_tlz 0 (6)
dn2

FeO 3%— Foo + E =0 (7)

Fe P 8

e .%— 23 F— ( )

dn

Hy : Fy—Fu+ —2=0 9)
dt
dn

) B s _
H,O : % Fos + at 0 (10)

Ker so FeO, Fe in H,O produkti, na vtoku v reaktor niso prisotni, zato v ena¢bi masne bilance
értamo Fqp, Fi3 in Fis.

Po substituciji enacb (1) do (5) v enacbe (6) do (10) dobimo:
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FesOu: Fi1— Fo1— o =0 (11)
FeO: —F»+3wi—w,=0 (12)
Fe: —Fys +w,=0 (13)
Hy: Fia—Fu— wi— 0,=0 (14)
H,0: —Fx+ o1+ w2=0 (15)

Sistemski pristop reSevanja:
Znani so vsi vtoki Fij (F11 in Fyg) ter iztoka Fp; in Fo3. Ostanejo neznanke: trije iztoki (Foo,

Fa4, F25) In w1 ter w,. Imamo sistem 5 enacb s 5 neznankami. Potek resevanja je naslednji:

- v enachbi (11) je edina neznanka w; in jo izraCunamo:

Fi—Fy—w =0
mol mol
1—-01—=
h Ot T
0, =091

h

- v enacbi (13) je edina neznanka w; in jo izra¢unamo:

w, = Fy
mol
W, =2,5——

- ostanejo enacbe (12), (14) in (15) iz katerih izraunamo Se preostale iztoke reaktorja (Foo,
F24 in F25):

mol mol mol
F,, =02 1¢ F,, =062 Fpp=3412
22 h 24 h 25 h

4.3.2 Masna bilanca kemijskih elementov

Sedaj reSimo prej$nji primer tako, da bomo upostevali mnozino elementov, kot je opisano v
razdelku 4.2.2.
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Flz?

1 > 2

Fi1=1 mol/h 1.in 2. reakcija F,1=0,1 mol/h
F14= 4 mol/h F23= 2,5 mol/h

Fe;O4 + H, —» 3 FeO + H,O
FeO + H, — Fe + H,0

ReSitev:

Komponenta st. (j

FesO4
FeO
Fe
H,
H,O

gl |~ W N [

1. Enacbe in pogoji:

a) Masna bilanca za elemente, Ki reagirajo:

element Fe: SF1X11=3FaXo1 + Fo Xoo+ Fo Xp3 (1)
element O: A Fq X1 =4 FpXor + Fa Xop + F Xos (2)
element H: 2F1X1u=2Fy %+ 2 F)Xos (3)

b) Pogoji za mnozinske deleze:

tok 1: X11+Xwu=1 (4)
tok 2: Xo1 + Xoo + Xoz + Xoga + Xo5 = 1 (5)

c) Pogoji za procesno enoto: jih ni!

Fas=7?
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2. Stevilo spremenljivk: Ns =9 (F]_, Fz, X11, X14, X21, X22, X23, X24, X25)

3. Nacrtovalne spremenljivke: Np = Ns—Ne=9-5=4

V nasem primeru so to: F11, Fia, Fo1 in Fps.

4. Resitev sistema enacb:
Ustreznost nacrtovalnih spremenljivk (vhodnih podatkov) lahko potrdimo po substituciji
izraza Fj; = F; xj; v enacbe od (1) do (3). Tako dobimo:

3 Fi1 =3 For + Foo + Fo3 (la)
4 F =4 F;+Fy + Fys (23.)
2 Fia = 2Fou+2F5s (33.)

Iz enacbe (1a) izracunamo Fy;:

Frp=3Fy—3Fy Fp=3-1-3.01_25=02 me

Iz enacbe (2a) izraCunamo Fs:

Fs=4F;-4F;—-F»p=4-4-01-02=34 mTOI

Iz enacbe (3a) izraCunamo Fy4:

Foo=Fu—Fos=4-34=06 mTO'

Celotnitok 1: Fy=Fy +Fyu=1+4=5 mTO'

in tok 2: Fo=F+Fyun+Fu+Fu+Fxs=01+02+25+06+34=6,8 mTOI

F,
. v . 1
Sestavo 1zracunamo 1Z Zve€Zze: Xij = —J
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F F
xﬂ:%_l:o,z x21=%—%=0,015
1 2 :
F F
X4 =%=0,8 X5 :%:%:o,ozg
1 2 !
F
X3 =%:g:o,368
2 ’
F
Xo4 _ T 08 _ g
F, 68
Fns 34
25 —%_&20'5
2 H

4.4 PRESNOVA V NERAVNOTEZNIH REAKCIJAH

Ce je &as, ki je potreben za potek reakcije do ravnoteZja, v primerjavi z bivalnim ¢asom v
reaktorju kratek, je ravnotezna konstanta odlo¢ilna za gornjo mejo dobiti reakcije. Kadar pa je
hitrost reakcije majhna (Ce je torej potrebni €as za reakcijo v primerjavi z bivalnim ¢asom
dolg), je dobit odvisna od hitrosti presnove. Za reakcije z majhno hitrostjo je dobit znatno
manjsa, kot je ravnotezna dobit, ki jo izraunamo z ravnotezno konstanto (K). To predstavimo
s stopnjo presnove X reakcije, ki jo definiramo kot delno presnovo enega od reaktantov. Naj
bo reaktant komponenta j.

Komponenta j vstopa v reakcijo v toku 1:
F1xi1j = mnozinski tok komponente j v reaktor

Komponenta j zapuscéa reaktor v toku 2:

F2Xoj = mnozinski tok komponente j iz reaktorja

Stopnja presnove:

o lelj -FZ‘ij
: lelj
Ce je X; = 0, komponenta j ne reagira, ¢e je X; = 1, je vsa komponenta j porabljena v kemijski

reakciji. Ce je mnozinsko razmerje dveh reaktantov v vhodnem toku enako razmerju indeksov
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v reakciji (v}), je stopnja presnove obeh reaktantov enaka. Ce reaktanti niso prisotni v
stehiometrijskem razmerju, sta stopnji presnove X razli¢ni.

Iz primerov lahko povzamemo:

1. Masno bilanco je treba pisati lo¢eno za komponente, ki medsebojno reagirajo, in za
inertne komponente.

2. Ce je mnozinski dele? para reaktantov v stehiometrijskem razmerju, sta nezreagirana
reaktanta v enakem razmerju. Nacelo ne velja, ¢e so reakcije simultane.

3. Pretvorba xjj v Fij v¢asih linearizira sistem nelinearnih enacb.

Kadar reakcija ne potece do ravnotezja, uporabimo stopnjo presnove.

4.4.1 Kljuéni in prebitni reaktanti®

Reaktanta A in B sta na vtoku v reaktor v stehiometrijskem razmerju, ¢e je razmerje mnozin
n, (dejanski . " . . . .
M enako stehiometrijskemu razmerju komponent urejene kemijske reakcije. Za
n, (dejanski)

reaktanta reakcije

2SS0, + O, —— 2S0;

2 _

: . . . . Nso, 2
re¢emo, da sta prisotna v stehiometrijskem razmerju, ce je = — na vtoku v reaktor.
No
2

Ce reaktanti vtekajo v stehiometrijskem razmerju in reakcija v celoti pote¢e do konca, so se
vsi reaktanti porabili za nastanek produktov. V gornji reakciji imamo na zacetku npr.
200 mol SO, in 100 mol O,, kar pomeni, da sta reaktanta v stehiometrijskem razmerju in se
pri reakciji v celoti porabita.

Ce pa ima vtok v reaktor 100 mol O, in manj kot 200 mol SO; (mnoZzini nista v
stehiometrijskem razmerju), se SO, porabi v celoti prej, preden zreagira ves O,. Reaktant, Ki
se porabi prvi, €e reakcija potece do konca, je kljuéni reaktant, preostali reaktanti so v
prebitku. Kljuéni reaktant je tista komponenta, ki je je manj, kot je podano s
stehiometrijskim razmerjem glede na preostale komponente. Ce so vsi reaktanti prisotni v

stehiometrijskem razmerju, potem ni kljucnega reaktanta (ali pa so vsi).

®R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, John Wiley & Sons, Inc.,
New York, 2000, str. 117-118.
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Predpostavimo, da imamo n (mol) prebitnega reaktanta (celotna zacetna prebitna mnozina) in
da je poraba, podana s stehiometrijskim razmerjem, ns (mol); torej je n > ns. DeleZ prebitka
tega reaktanta definiramo kot:

AX (prebitka) = s

S

Ce delez mnozimo s 100, dobimo deleZ prebitne komponente v %. Npr. za reakcijo:

H, + Br,—— 2 HBr
predpostavimo, da vteka v reaktor 25 mol/h H; in 20 mol/h Br,. Brom je ocitno klju¢ni
reaktant. Vodik je v prebitku, saj bi ga po stehiometrijskem razmerju potrebovali samo 20

I . .
m% . Delez prebitnega H;, je:

_ 25-20 ~0.25

AX
Hy

Imamo torej 25 % prebitka H..

4.5 MASNA BILANCA NA POENOSTAVLJEN NACIN

Kadar imamo znano stopnjo presnove, lahko problem masne bilance reSimo tudi brez
sistemati¢nega pristopa. Urejena kemijska reakcija nam da dovolj podatkov za reSitev masne

bilance. Oglejmo si tipi¢en primer.

PRIMER 4-7:

Rafinerija predeluje butan v ve¢ vredni bencin. Butan najprej pretvori v buten.

n-C,H, —=%8¢, C,H,+ H, (dehidrogeniranje)
katalizator 1-buten
Cr,05/AlL,04

Priblizno 30 % n-butana se pretvori v buten pri vsakem prehodu skozi reaktor, reakcijske
produkte loc¢ijo in preostali butan vracajo v reaktor. Bencin nato sintetizirajo pri nizki

temperaturi v prisotnosti katalizatorja (HF).
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i-CH,+CH, —— > C,H (alkiliranje)
katalizator HF
I-butan  1-buten i-oktan (tri-metil-pentan

in druge izomere)

Mnozinsko razmerje med i-butanom in butenom postavijo 10/1, da se izognejo polimerizaciji
butena, ki se tako popolnoma porabi v reakciji alkilacije.

1. 10 000 kg/h butana je vtok v reaktor za prvo reakcijo. Kaksen je masni tok butena in
vodika iz reaktorja?

2. Ves nastali buten gre v reaktor za drugo reakcijo (alkilacija). Kaksna je proizvodnja
bencina?
ReSitev:
Komponenta | M/ (g/mol)
H> 2,02
C4H1o 58,12
C4Hs 56,10
CgHis 114,22

1. Masni tok butena in vodika:

F (n-butan) = 10000 kg/h —172 kmol
58,12 kg/kmol

Ker dehidrogeniramo samo 30 % butana, je proizvodnja butena:

F (buten) = 172 % .0,30 = 51,6 <MO

in vodika:

kmol kg kg
Hy)) =516 — || 2,02 —— [=104 —
n (H2) [ h j ( kmol ) h

Mnozinski tok butena pretvorimo v masni tok:
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o (buten) = (51,6 kmol j (56,10 k—gJ - 2896 X9
h kmol h

2. Proizvodnja bencina:
Ker ves buten pretvorimo v i-oktan, dobimo:

G (i-Oktan) :[51,6 kﬂ'j (114,22 k—gj: 5894 X9
h kmol h

Prebitek i-butana lo¢imo od i-oktana in ga vra¢amo v reaktor.

4.6 ZAKLJUCEK

Pri reSevanju masnih bilanc smo v tem poglavju upostevali Se kemijsko reakcijo. Tako so
postali problemi bolj kompleksni, saj smo morali upostevati $e hitrost presnove, ravnotezje
reakcije ipd. Modelov, ki privedejo do konéne resitve, je ve¢ in so sistemati¢no prikazani.
Student ponavadi izbere tistega, ki ga najbolj razume in obvlada. Razumevanje in prakso
postavljanja matemati¢nih modelov najbolj pridobimo s praktiénim delom bodisi
preraunavanja Studijskih problemov ali problemov v praksi. Zato je to poglavje temelj za

bodoce strokovno delo bodisi v industriji ali v pedagoskih ustanovah.

PREVERJANJE ZNANJA

Kaj proucuje kemijska kinetika?

V kaksni povezavi so ravnotezna konstanta, hitrost reakcije in stopnja presnove?
Kaj je znacilno za reverzibilne reakcije?

Kaj je znacilno za simultane reakcije?

Kako izraGunamo celotno (neto) hitrost nastanka komponente j?

Kako izraGunamo hitrost presnove za eno reakcijo in kako za simultane reakcije?
Kako sta odvisna bivalni ¢as snovi v reaktorju in ¢as, ki je potreben za 100 % presnovo reakcije?
Kaj je stopnja presnove in kako jo izrazimo?

Kako komentirate potek reakcije, ¢e je Xj = 0 oziroma Xj = 1?

10. Kdaj je stopnja presnove dveh reaktantov enaka?

11. Kdaj sta dva reaktanta na vtoku v reaktor v stehiometrijskem razmerju?

12. Kaj je kljucni reaktant?

13. Kako dolo¢imo prebitni reaktant?

VO bW

PROBLEMI

1. Buten zgoreva po naslednji reakciji:

C4H8+ 602—>4COZ+4 Hzo
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2.

V reaktor vteka 100 mol/h C4Hs, zreagira ga samo 50 %. Kaksna je hitrost nastajanja vode? Koliko
CO; in H,0 najdemo v iztoku iz reaktorja? NariSite poenostavljeno procesno shemo, oznadite
komponente in rezultat dokazite z modelom masne bilance komponent.

Rezultat:
Hitrost nastajanja vode je 200 mol/h.
Iztok iz reaktorja sestavljata 200 mol/h vode in prav toliko CO,.

Predpostavimo, da pri proizvodnji amoniaka vteka v reaktor naslednja mnoZzina komponent: 12
mol/h Ny, 40 mol/h H, in 0 mol/h NHs. Reakcija je naslednja:

N2+3H2 (—)2NH3

Ugotovljeno je, da pri stacionarnem obratovanju nastaja v produktu 8 mol/h N,. Kolik$na je hitrost
porabe N, in H; in koliksna hitrost nastanka NH3? Preverite masno bilanco in izraunajte stopnjo
presnove H, in N,!

Slika prikazuje poenostavljeno procesno shemo:

1 . 2 1-N,
—» reakcija —> 2 H,
Fi1=12 mol/h F,1 =8 mol/h 3 —NH;
F12= 40 mol/h
Rezultat:
dn, __,mol dn, ., mol dng o mol
dt h ' dt h ' dt h'

O =416,3%, U 2 =416,3%, Xy, =333% X, =30%

3. Za prejsnji primer izvedite masno bilanco na osnovi posameznih elementov!

4.
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Moderen proces pridobivanja dusikove kisline temelji na oksidaciji amoniaka, ki ga sintetizirajo
po Haberjevi reakciji. Prva stopnja oksidacijskega postopka je reakcija med NH; in O,, iz katerih v
prisotnosti katalizatorja proizvedejo dusikov oksid NO. Reakcija je naslednja:

4NH3+502 (—)4NO+6H20

Pri doloCenih pogojih je presnova X NHg = 90 %. Vtok v reaktor je 40 mol/h NH; in 60 mol/h O,.

IzraCunajte izto¢no sestavo in pretok ter presnovo O,! Ena¢be masne bilance postavite na osnovi
prisotnih kemijskih komponent.
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Rezultat: XNH3 =0,0367,

Xo, = 0,1376,
Xno = 0,3303,
Xp,0 = 0,4954, F, =109 mol/h, X02 =75 %.

5. Akrilonitril proizvajamo po naslednji reakciji:
3
C3H6 + NH3 + EOZ 4 C3H3N +3 Hgo

Sestava vtoka je naslednja: X, =10%,
Xnn, =12%in
X graky = 18 %.

Kateri reaktant je v prebitku in kateri je klju¢ni reaktant? Kaksna je proizvodnja akrilonitrila?
Presnova kljuénega reaktanta je 30 %. IzraCunajte konéno sestavo (sestava zraka je

Xo, = 21 %, Xy, =79 %)! Enacbe masne bilance postavite na poenostavljen na¢in. Osnova je

100 kmol/h vto¢ne meSanice.

Rezultat:
Klju¢ni reaktant je propen, amoniak in kisik sta v prebitku. Proizvodnja akrilonitrila je

3 kmol/h. Konc¢na sestava: Xew, = 0,0689, Xnm, = 0,0887, Xo, = 0,117, XeHN = 0,0296,
Xp,0 = 0,0887, Xy, = 0,607.

6. Pri kloriranju benzena se v reakcijski meSanici pojavijo tudi mono-, di-, tri-, in tetra-substituirani
produkti, ki nastanejo po naslednjih reakcijah:

CsHs + Cl, — CgHsCl + HCI

C¢HsCl + Cl, — CgH,Cl, + HCI
C6H4C|2 + C|2 - C5H3C|3 + HCI
C6H3C|3 + C|2 —> C5H2C|4 + HCI

Glavni produkt kloriranja je triklorobenzen, ki se uporablja kot Cistilno sredstvo, vendar
neizogibno nastajajo tudi drugi klorobenzeni. Predpostavimo, da sta klor in benzen na vtoku v
reaktor v mnozinskem razmerju 3,6 : 1. Sestava produkta je naslednja:

Komponenta x | %

Benzen 1
Klorobenzen 7
Diklorobenzen 12
Triklorobenzen 75
Tetraklorobenzen 5
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Cl, in HCI predstavljata stranski produkt in ju odlo¢imo v drugem toku. Dolo¢ite mnoZinski tok
proizvedenega HCI stranskega produkta ter glavnega produkta C¢H3Cls, ¢e je vtok v reaktor 1000
mol/h benzena. Masno bilanco prikazite na osnovi prisotnih kemijskih komponent. Upostevajte, da
predstavlja primer problem s $tirimi simultanimi reakcijami.

Rezultat: Mnozinski tok proizvedenega CsHsCl; znasa 750 mol/h in HCI 2760 mol/h.
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5 MASNE BILANCE SISTEMOV PROCESNIH ENOT S
KEMIJSKO REAKCIJO IN BREZ NJE

V tretjem poglavju smo definirali sistem. Prikazani so bili nacini reSevanja enacb in postavitev
modelov enacb za izrac¢un masne bilance sistemov procesnih enot brez kemijske reakcije. Ko se
v sistemu pojavijo procesne enote, v katerih poteka ena kemijska reakcija ali ve¢, postavimo
modele na podoben nacin. Enacbe masne bilance za reaktorje v tem primeru temeljijo na

prisotnih kemijskih elementih. Za lazjo predstavo bomo pogledali primer procesa z obtokom.

5.1 PROCES Z OBTOKOM (recycle)!

V procesu z reaktorjem lahko podamo dve presnovi nekega reaktanta:
a) celotno presnovo v procesu in
b) stopnjo presnove (delno presnovo) v reaktorju.

Celotna presnova je definirana kot:

_ mnozina komp. j na vtoku procesa—mnoZina komp.j v iztoku procesa

Xeelj = — - (5.1)
mnozina komp. j na vtoku procesa
Stopnja presnove v reaktorju je bila definirana ze v poglavju 4.4. Velja:
X - mnozina komp. j na vtoku reaktorja — mnozina komp. j v iztoku reaktorja (5.2)
i~ :

mnozina komp. j na vtoku reaktorja

Za proces na sliki 5-1 in reakcijo A — B bi zapisali:

! R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes, Third Edition, John Wiley & Sons,
Inc., New York, 2000, str. 135—-137.

81



Masne bilance sistemov procesnih enot s kemijsko reakcijo in brez nje

Fa =100 mol/min| reaktor |Fa =25 mol/min Fg = 75 mol/min
. A > . > >
Fa =75 mol/min Fg =75 mol/min | lo€ilnik produkt
obtok v FA =25 mol/min

Slika 5-1: Sistem procesnih enot z obtokom

— celotna presnova A:

7™ oM

X g p = — N Imi” 100% =100%

7570

min

— presnova A v reaktorju:

100™! _ o5 MOl

X, =—Mn MmN 1009% = 75%
A mol
100——

mn

Primer nakaze vlogo obtoka. Porabila se je celotna mnoZina svezega (kupljenega) A, Ceprav je
presnova v reaktorju samo 75 %. Zaradi idealne loc¢itve reakcijske zmesi je celotna presnova A v
procesu 100 %. To pomeni, da ves nezreagirani A vradamo v reaktor (obtok). Ce ne bi dosegli
idealne locitve, bi nekaj A izteklo v produktnem toku in celotna presnova ne bi bila 100 % (a Se

vedno vi§ja od presnove v reaktorju).

Z dehidrogeniranjem propana dobimo propen. Reakcija je naslednja:

CsHg = C3Hg + H»
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Proces je nacrtovan za 95 % celotno presnovo propana. Reakcijski produkt loc¢imo v dva toka.
Prvi tok vsebuje Hy, C3Hs in 0,555 % mnozine propana, ki izteka iz reaktorja. Drugi tok
vsebuje nezreagirani propan in 5 % propena prvega toka. Ta tok vodimo kot obtok v reaktor.

Izracunajte sestavo kon¢nega produkta po separaciji, razmerje mnozin obtoka in svezega propana

ter stopnjo presnove propana v reaktorju. Predpostavimo, da v proces vteka vsako uro 100 mol

svezega propana. Proces prikazuje slika 5-2.

ReSitev:

Komponenta
propan, CsHg

St.

propen, C3H6

vodik, H,
CsHg —» C3Hg + Hy

1 2 | reaktor 3 F3=? 4 produkt

A > > ————>
F1=F1=100 mollh | Fp=?xp="? Xa1=? X=? | lo€ilnik | Fy=?X;=? Xp="7

X11=1 Xp2=7? X33 ="? X43="?

Sy
obtok F5 =7 X51 = ? X5 = ?

Slika 5-2: Proces pridobivanja propena

1. Enacbe in pogoji:

a) Enacbe za masno bilanco:

Wew W

stocisce:

propan CsHs:
propen CsHe:

Fi X1+ FsXs1 = F2 X21 (1)

Fs Xs52 = F2 X22 2)

(ali enostavno: F1 + Fs = Fy)
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reaktor:

elementH: 8 FoXo1+6Fy X0 =8F3X31 +6 F3X30 +2 F3Xa3 (3)
elementC: 3 FoXo1 + 3 F2 X0 =3 F3X31 +3 F3 X3 (4)
locilnik:

propan CsHs: Fs Xs1 = Fa Xa1 + F5 X51 ®)
propen CsHe: Fs Xs2 = Fa Xa2 + F5 Xs2 (6)
vodik H,: F3 X33 = F4 X43 (7)

(ali enostavno: F3 = F4 + Fs)

b) Pogoji za mnozinske deleze:

tok 1: xi1=1 (8)
tok 2: Xo1 + X2 =1 )
tok 3: X31+ X3+ X33=1 (10)
tok 4: Xa1 + Xa2 + Xg3=1 (12)
tok 5. Xs1+ X520 = 1 (12)

Enacbo (8) ¢rtamo, ker je v toku 1 €isti propan in je torej sestava znana!

c) Pogoji za modelne parametre:

Xl = F—“ =09 (13)
11
F
r, = -2 =0,00555 (14)
31
F
r,=—2=0,05 (15)
I:42

2. Stevilo spremenljivk: Ns = 19 (F1, Fy, F3, Fa, Fs, X11, X21, X22, Xa1, Xa2, X33, Xa1, Xa2, Xa3, Xs1, Xs2,
Xcel,la r11 r2)

3. Nadrtovalne spremenljivke: N, = Ns — Ne =19 — 14 =5 (Fy, X11, Xcei1, 1, I2)
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4. Potek resSevanja:

Iz enacbe (13) izracunamo Fy;:

Fll B I:41 =095
Fll
Fp = ST

Iz enacbe (14) izracunamo F3;:

F
—41 —0,00555
31

mol
Ker velja Fj; = F; Xij, lahko iz enacbe (5) izraCunamo Fsy,
Fa1=Fa + Fs1

Fs; = 895 m'%

Iz enacbe (1) izraCcunamo F»;:

Fi1+Fsi=Fn
Fp1 = 995 ”‘%

Iz enacb (4) in (3) izraCunamo Fj3:

3F;+3F»=3F3+3F3
3:-995+3F,,=3-900+3F3
F22:F32—95

Izraz vstavimo v enacbo (3):

8Fy +6F»=8F3 +6F3+2Fs3

8-995+6(F32—95)=8-900+6 F3,+2Fs3

mol
Faz =95 —
33 o

(16)
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Po enacbi (7) velja:
Fa3=F43=95 mToI

Iz enacbe (15) izrazimo Fg:

F
Fpp =% 17
2 =008 (17)

in ga vstavimo v enacbo (6):

F
Fao=Fa + Fs2 = 0—(5)25+ Fs2 =21 Fs) (18)

Izraz vstavimo v enacbo (16):

Fzz = F32 - 95
Fzz =21 F52 -95

Tako dobljen izraz sedaj vstavimo v enacbo (2):

Fso=Fx»
F52 =21 F52 -95
Fs, = 4,75 m’%

In ker velja F2, = Fsy, je:

Fzr = 4,75 m%'

Nato iz enacbe (18) izraCunamo F3;:

F32 =21 F52 = 99,75 mTOI

in iz enacbe (17) Fyz:
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Izracunajmo sedaj vrednosti celotnih tokov:

Fy = Fyy + Fpp = 995 + 4,75 = 999,75 m%'

mol
Fzs=F3 + F3 + F33 =900 + 99,75 + 95 = 1094,75 T
Fu=Fu + Fu+ Fss=5+095+ 95 = 195 m%'

Fs = Fs; + Fsy, = 895 + 4,75 = 899,75 m'%

Kot rezultat moramo podati razmerje:

F
Fs 89975 o
F, 100

nato stopnjo presnove propana v reaktorju:

995900

X
! 995

=9,6%

in sestavo kon¢nega produkta:

,ETI

Xy = —L = 0,026
41 F,
Xyy =22 = 0,487
I:4
F43
X4 = —2 = 0,487
43 F

~
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5.2 ZAKLJUCEK

S poglavjem 5 smo zakljuéili postavljanje modelov in preraCunavanje masnih bilanc procesnih
enot in sistemov procesnih enot brez in s kemijsko reakcijo. Ugotovili smo, da je bila zahtevnost
poglavij vedno vecja, znanje smo poglabljali in Sirili. Vsi modeli so veljali za stacionarno
oziroma konstantno delovno stanje, ki je vzpostavljeno v procesih, ki obratujejo neprekinjeno.
Obseznost in kompleksnost matematicnih modelov je rastla s Stevilom kemijskih komponent in
procesnih enot, kar nas je neizogibno vodilo k uporabi racunalnika oziroma izdelanih
racunalniSkih programov — simulatorjev, ki so izdelani v te namene (npr. ASPEN PLUS) .

PREVERJANJE ZNANJA

. Kako smo definirali sistem?

2. Na katerem modelu temeljijo ena¢be masne bilance v reaktorjih v sistemih procesnih enot s
kemijsko reakcijo in brez nje?

. Kako je definirana celotna presnova neke komponente v kemijskem procesu?

. Kako je definirana stopnja presnove neke komponente v reaktorju?

. Zakaj je vecCkrat stopnja presnove nekega reaktanta v reaktorju nizja od celotne presnove v
procesu?

6. Nastejte nekaj procesnih enot, Ki sestavljajo sistem procesnih enot s kemijsko reakcijo in brez

nje?

[

wn B~ W
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6 OBDELAVA PODATKOV

Pred uvedbo racunalniske informacijske tehnologije je bilo zbiranje znanstvenih informacij
omejeno z zamudnimi tehnikami obdelave podatkov, ki so bili zbrani po literaturi. Iskali smo jih

v preglednicah, jih brali iz nomogramov, diagramov itd. To $e¢ vedno delamo, vendar tak$ne vire

informacij postopoma nadomescajo baze podatkov z racunalnisko podporo.

Velike kapacitete pomnilnih medijev omogocajo shranjevanje podatkov. V kemijski tehniki pa
tudi spremenimo osnovne podatke v informacije, ki jih nato lahko uporabimo za reSitev

dolo¢enega problema. To transformacijo, imenujemo jo tudi obdelava podatkov (data

processing), bomo obravnavali v tem poglavju.

6.1 KORELACIJA, APROKSIMACIJA IN INTERPOLACIJA®

Tehniski izracuni temeljijo predvsem na realnih funkcijah. Funkcija je lahko podana s formulo,
diagramom ali preglednico. Na sliki 6-1 vidimo vse tri moznosti.

00 02 04 06
X

y=y(x)=x*
a) formula
X y(x)

0,040 0,0016
0,184 0,0338
0,362 0,1310
0,667 0,4449
0,812 0,6593
0,888 0,7885
0,925 0,8556

b) diagram
Slika 6-1: Mozna predstavitev iste funkcije

¢) preglednica

L A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,

New Jersey, 1976, str. 158-159.
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V tehniki pogosto srecamo funkcije z ve¢ kot eno spremenljivko; to so realne funkcije

vektorske spremenljivke:

y =y(X) = y(X, X,, ey X,)

Molska toplotna kapaciteta, npr., je funkcija temperature T in tlaka p:
C,=C,(T. p)

Vrednosti te funkcije za nekaj izbranih toc¢k so podane v preglednici 6-1.

Preglednica 6-1: Molska toplotna kapaciteta zraka kot funkcija temperature in tlaka

Cp / (3/(mol K))
T/K p / bar
1 10 20 30
180 29,52 31,24 33,51 36,14
200 29,38 30,59 32,10 33,73
220 29,26 30,14 31,23 32,38
240 29,16 29,88 30,72 31,60

Pri obdelavi podatkov uporabljamo predvsem korelacijo (kako najti formulo za funkcijo),
aproksimacijo (kako najti priblizno formulo ali grafi¢no prikazati funkcijo), interpolacijo (kako
najti vrednost funkcije med dvema tockama) in ekstrapolacijo (kako najti vrednost funkcije

zunaj obmocja meritev).

Ce na primer pogledamo podatke v preglednici 6-1, vidimo, da je podanih le nekaj tock. Ali
obstaja formula za to funkcijo? Ce ne, ali je mogode napisati priblizno formulo za dologeno
obmocje? Kaksne so geometri¢ne lastnosti grafa te funkcije? KakSna je vrednost funkcije npr.
pri 210 K in 15 bar? V naslednjih poglavjih bomo odgovorili na nekatera od teh vprasanj.

6.2 GRAFICNE METODE?

Diagrame z eksperimentalnimi podatki lahko vecCkrat nariSemo v bolj primerni obliki s

transformacijo koordinat. Pri transformaciji je treba iz oblike krivulje v diagramu uganiti
formulo funkcije. Nekatere funkcije (npr. e™, x") se v tehni¢nih problemih pojavijo pogosto.

2 A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 159-171.
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Posamezne krivulje, generirane s temi funkcijami, lahko prepoznamo s $tudijo druzin krivulj, iz
katerih so bile izpeljane. Na slikah 6-2 in 6-3 vidimo krivulje za dve enostavni, toda pomembni

druzini funkcij.

4
n=2 n=1
3 -
~2 | n=03 Slika 6-2: Druzina krivulj za y = X"

X

Slika 6-3: Druzina krivulj za y=¢"

0 1 2 3 4
X

Druzina krivulj y = x" na sliki 6-2 gre skozi to¢ko (1, 1). S transformacijo Y =Igy in X =Igx
dobimo druzino premic Y =nX z naklonom n. Transformirane krivulje vidimo na sliki 6-4.

Diagram na sliki 6-4 ima logaritemske koordinate z dodanimi vrednostmi logaritmov na desnem
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in zgornjem robu, ki jih na obicajnem logaritemskem papirju ni. Prednost uporabe logaritemskih
koordinat je, da lahko vrednosti za x in y vnasamo direktno, logaritmov pa pri tem ni treba

racunati (vrednost naklonov premic n mora biti izra¢unana z uporabo skal Igx in lgy).

Slika 6-4: DruZina funkcij y = X",
narisana v logaritemskih
koordinatah

Pri druzini krivulj y =e™ na sliki 6-3 se vse krivulje sekajo v tocki (0, 1). Ce je za funkcijo
y=e
rasto¢im X. Transformacija Y =Iny in X =X povzro¢i, da dobimo premice z naklonom m, Kajti
Y =m- X (slika 6-5).

mx

m negativen, se y asimptoti¢no bliza ni¢li, ko X naraséa. Za pozitiven m gre y—oo 2

Slika 6-5: Druzina funkcij y =e™,
narisana v semilogaritem-
skih koordinatah
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Koordinatni sistem z razdelitvijo, kot je na sliki 6-5, imenujemo semilogaritemski koordinatni
sistem. Na desnem robu diagrama smo dodali Se vrednosti naravnih logaritmov, ki jih na

obic¢ajnem semilogaritemskem papirju ni.

PRIMER 6-1:

Ogledali si bomo nekaj primerov transformacije koordinat, ki so uporabni za interpolacijo
podatkov pri racunanju lastnosti snovi. V preglednici 6-2 so podatki za parni tlak benzena v
odvisnosti od temperature, ki naj bi jih zadovoljivo predstavljala Clapeyronova enacba.

Preglednica 6-2: Parni tlak benzena®

t/°C -36,7| -19,6| -11,5| -2,6/ +7,6| 154 26,1 42,2 60,6/ 80,1
p" / bar 0,0013| 0,0067| 0,0133| 0,0267| 0,0533| 0,0800| 0,1333| 0,2667| 0,5333| 1,0133
p"** / mmHg 1 5 10 20 40 60 100] 200 400{ 760

Podatki so prikazani $e v diagramu na sliki 6-6. Koordinate moramo transformirati tako, da

dobimo linearno zvezo. Dobiti Zelimo formulo funkcije!

800

600 1

g

Slika 6-6: Parni tlak tekocega benzena
kot funkcija temperature

nas /Il'lmH
<
<
L ]

p

200} . i

O L L L L L I
230 250 270 290 310 330 350
/K

*R. H. Perry, D. W. Green, Perry's Chemical Engineers' Handbook, Seventh Edition, McGraw-Hill, New York,
1997, str. 2-61.
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ReSitev:
Resitev bomo poiskali za temperaturo v K in tlak v bar. Za integrirano Clapeyronovo ena¢bo

Inpms =——+B
P T

nas

izberemo transformaciji X =—% in Y =1Inp"™. Na sliki 6-7 vidimo parni tlak benzena kot

funkcijo temperature na semilogaritemskem grafu.

ol ]
——— B e ————1,4918
03679
. B R By SR s SR
L 00a8l | |
@ S R R~ O R SR B Slika 6-7: Parni tlak benzena kot
= f;ff:ff;fffff:f,; 7777 iff;ifiqufrff funkcija temperature na
00067~~~ semilogaritemskem grafu
000091100008
44 40 36 32 28

Ker so skoraj vse tocke na premici, lahko uporabimo formulo:
Y=a-X+b

Za dve izbrani toc¢ki izra¢unamo:

a = naklon = Y,-Y,  In14918-In0,0008  0,4—(-7))

3 J—
X, X, (-28-10°-(-4,4-107)) (- 2’8+4’4)><10 = 4687,5K

b=Y,—-a-X, =In1,4918—(4687,5)- (- 2,8 x10°)= 0,4+ 4687,5-28x10° =135
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Aproksimacijska formula za parni tlak tekocega benzena pod temperaturo vrelisca je tore;j:

In(p”aslbar) =— 4?31’5

+13,5.

Primer lahko hitro in enostavno re$imo z razliénimi matemati¢no podprtimi programskimi paketi

kot sta npr. Polymath in Excel. Priloga B.1 prikazuje postopek reSevanja primera 6-1 z
Excelom. Prikazan je vnos podatkov, transformacija koordinat in linearna regresija.

PRIMER 6-2:

V preglednici 6-3 so podatki za molsko izparilno toploto (A;,;H) tekocega metanola. Podan je

tudi diagram —slika 6-8. Transformirajte koordinate, da dobite linearno zvezo, in napiSite

formulo funkcije!

Preglednica 6-3: Molska izparilna toplota metanola in (T, —T), T, je kriti¢na temperatura®

T/K
A ,H [ (kJ/mol)
(T.-T)/K

337,85 373,15 433,15 473,15 493,15 513,15
35,229 32,347 25,941 19,857 14,732 0
175,15 139,85 79,85 39,85 19,85 0

Krivulja na sliki 6-8, ki seka absciso pri kriti¢ni temperaturi metanola (513 K), ne ustreza nobeni

krivulji na slikah 6-2 oziroma 6-3.

40

)
]

Aisz/g(J/mol)

10

Slika 6-8: Izparilna toplota metanola v

odvisnosti od temperature

‘R.H. Perry, D. Green, Perry’s Chemical Engineers’ Handbook, Sixth Edition, McGraw-Hill Inc., New York, 1984,

str. 3-127.
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Zato najprej uporabimo transformacijo abscise iz T v (TC —T), ordinata ostane nespremenjena
(A ;,,H). Dobimo sliko 6-9. Krivulja ustreza funkciji y = x" za 0<n<1.

40 : : :

0F------- - - - R
S | o S
:JE_ N Slika 6-9: Izparilna toplota metanola v
I ) R G N R S odvisnosti od (T, —T)
“E’l . : ) : : .
< | o

10} -f----- A S ASS

0 SRR

0 50 100 150 200
(T, ~TY/K

Sedaj lahko transformiramo Se takole: Y =IgA ,H in X = Ig(T. —~T). Dobimo sliko 6-10.

Izracunu logaritmov se izognemo z uporabo logaritemskega papirja.

100
9
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o OoCo

£ Ln
==
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=

Slika 6-10: Izparilna toplota metanola
na logaritemskem papirju

Aigpl1 /(kJ/mol)
b
=

[
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Ker je graf transformirane funkcije premica, lahko reCemo:
Y=AX+B

Y,-Y, 19g37-1g113
X,—=X, 1g200-1g10

naklon = A= 0,396.

Iz enacbe Y = A- X + B lahko sedaj npr. za X, in Y, izraunamo B:

B=Y,—-AX, =Ig37 — 0,396 Ig 200 = 0,657

in dobimo enatbo Y =0,396 X +0,657. Ker sta Y =IgA ,,H in X =Ig(T, —T), lahko enacbo
zapiSemo z zacetnima spremenljivkama in jo preoblikujemo po racunskih pravilih za logaritme:

lgA,,H =039 Ig(T, ~T)+0,657 =1g(T, ~T)*** +1g 454 =Ig (T, ~T)°**"- 4,54)

Z antilogaritmiranjem preoblikovanega izraza dobimo formulo za izparilno toploto metanola v

obmoc¢ju med 337 K in kritiéno temperaturo 513 K:

A H 1 KIimol =4,54(51315-T /K )",

PRIMER 6-3:

Eksperimentalno merjenje gostote benzenovih par pri 563,15 K je dalo podatke, ki so prikazani v
preglednici 6-4. Podatki so predstavljeni v diagramu na sliki 6-11. Funkcija p = p(Vm) je

nelinearna in ima prevojno tocko.

Preglednica 6-4: Molska prostornina benzenovih hlapov pri 563,15 K

p / bar Vi, / cm®mol
31,047 1114
32,019 1067
33,033 1013
34,340 956
35,637 900
37,116 842
38,900 771
40,571 707
42,345 646
44,169 591
46,084 506
47,695 443
48,708 386
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50
. 7'=56315K
-
45 *
L ]
— L]
3 40 . Slika 6-11: Grafi¢ni prikaz funkcije
B . p=p(V,)
*
35| .
L ]
L ]
]
30 ' ‘ ‘ 2
300 500 700 ; 900 1100
V. em /mol

Koordinate moramo transformirati, tako da dobimo linearno zvezo. Predpostavimo, da podatki
ustrezajo virialni enacbi stanja:
B C

M =1+—+—,
RT vV, V

2
m m
kjer sta B in C funkciji temperature (visje ¢lene zanemarimo).

ReSitev:

Virialno enac¢bo stanja lahko napiSemo v obliki:
v [P q|_gicl
RT V.,

Recemo:

Y =V, p—vm—l in X=i indobimo: Y =B+C-X
RT V,

m

Pri navedenih transformacijah dobimo premico in odsek na ordinati je enak drugemu virialnemu
koeficientu B, naklon pa tretiemu virialnemu koeficientu C. Zaradi lazjega grafi¢nega prikaza
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smo namesto transformacije X :V— izbrali transformacijo X:Vi-103. Odsek na ordinatni

osi je ostal enak virialnemu koeficientu B, naklon je enak Cx10. S spremenjeno transformacijo
vrednosti iz preglednice 6-4 dobimo vrednosti, navedene v preglednici 6-5.

Preglednica 6-5: Transformirane koordinate.

X = Vi -10° /(mollcm®) vy =V_ (p_\/m —1J / (cm®mol)
. RT
0,898 —291.1
0,937 —288.4
0,987 —289.1
1,046 —285.7
1,111 2835
1,188 —280,0
1,297 —277,2
1,414 2139
1,548 —268,6
1,692 —261,5
1,976 —254,0
2,257 —243,1
2,591 —231,0

Slika 6-12 prikazuje transformirano funkcijo za molsko prostornino hlapov benzena pri 563,15
K. Iz slike je razvidno, da je transformirana funkcija linearna. Tocke sicer kaZzejo doloc¢eno
sipanje, ki izvira iz naklju¢nih eksperimentalnih napak. Zato tezko recemo, kje bi to¢no morala

lezati premica, ki bi se najbolj prilegala vsem tockam.

V naslednjem poglavju si bomo ta problem bolj temeljito ogledali. Seznanili se bomo z metodo

najmanj$ih kvadratov.
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—220 . .

—240

—260 Slika 6-12: Transformirana funkcija za

molsko prostornino hlapov

_980 benzena pri 563,15 K

-300 r 1

1,0 15 2,0 2,5

6.3 REGRESIJSKA ANALIZA

Eksperimentalni podatki ponavadi vsebujejo napake, ki izvirajo iz napak pri izvedbi
eksperimenta. Ce eksperimentalne podatke vnesemo v diagram, lahko redemo, da so razprieni
okoli neke funkcije (slika 6-13). Dolo¢iti zelimo to funkcijo (imenujemo jo regresijska funkcija)
in tudi oceniti razprSenost eksperimentalnih tock okrog te krivulje. S tem pomembnim

podrocjem se ukvarja regresijska analiza.

Slika 6-13: Razprsenost eksperimental-
nih podatkov okoli regresij-
ske funkcije y = f(x)

X1 Xy
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6.3.1 Regresija dveh spremenljivk®

Ponavadi imamo opravka z odvisno in neodvisno spremenljivko, y in x (npr. hitrost reakcije v
odvisnosti od tlaka). V vecini primerov iz eksperimentalnih podatkov najprej nariSemo krivuljo,

ki gre vec€ ali manj med tockami. Nato dolo¢imo druzino funkcij
y=y(x a, .., a,),

med katerimi izberemo regresijsko funkcijo. Seveda moramo oceniti Se odnos med podatki in
dobljeno regresijsko funkcijo.

Regresijsko analizo naredimo v $tirih korakih:
1. Izberemo matemati¢ni model za predstavitev podatkov, y=y(x; a,, ..., a,).
2. Za izbrani matemati¢ni model ocenimo parametre a, ..., a,.

3. Naredimo statisti¢ni test matematicnega modela.

4. Ocenimo, ali je matemati¢ni model primeren, in ga po potrebi izboljSamo.

Za izbiro pravega matematicnega modela ni dolo¢enih pravil, ampak je vse prepuséeno
izkuSnjam inzenirja. Obstaja pa ve¢ metod za dolocitev krivulje za izbrani matemati¢ni model, ki
se najbolje prilagaja podatkovnim tockam. Najbolj obicajna metoda je metoda najmanjsih
kvadratov.

Metodo najmanjsih kvadratov pojasnimo z uporabo slike 6-13.
Vsota kvadratov odstopanj je:

2

s:gaf =3y, - f(x 2y a,) =@, ... a,).

i=1

Seveda zelimo izbrati parametre a,, ..., a, (torej regresijsko krivujo), tako da bo vsota kvadratov

najmanjsa.

V nadaljevanju se bomo seznanili s statisticno tehniko prilagajanja linearne funkcije podanim
vrednostim (X, V;), ... (Xp» Y )-

5 A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 171-173. T. J. Akai, Applied Numerical Methods for Engineers, John Wiley & Sons, Inc.,
New York, 1994, str. 171-174. R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes,
Third Edition, John Wiley & Sons, Inc., New York, 2000, str. 607-610.
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6.3.1.1 Linearna regresija

Predpostavimo, da smo izmerili vrednosti y pri $tirih razliénih vrednostih x. Nari§imo jih kot

to¢ke v pravokotnem koordinatnem sistemu. Izberimo premico, ki leZi med temi tockami (slika
6-14). Ce ima premica enacbo y=ax+b, je pri abscisni to¢ki x, (i=1, 2, 3 ali 4) izmerjena
vrednost y enaka y,, ustrezna vrednost na premici pa ax, +b. Navpi¢na razdalja ¢, od i-te

podatkovne tocke do premice (imenujemo jo odstopanje ali odmik) je:
o, =Y, —(ax; +h), i=12,3 4

Za o, >0 je podatkovna tocka nad premico y=ax+Db, za J, <0 je podatkovna tocka pod to

premico. Premica se dobro prilega eksperimentalnim tockam, ¢e so vrednosti vecine odstopanj
0; blizu nic.

Vi

a-x +bf Slika 6-14: RazprSenost Stirih

eksperimentalnih po-
datkovnih tock okoli
premice f(x)=ax+b

Pri metodi najmanjSih kvadratov dobimo najboljSo premico Y= f(X)= ax+b med m
podatkovnimi toc¢kami pri minimalni vsoti kvadratov odstopanj &;. Cilj je torej najti takSni

vrednosti a in b, ki minimirajo izraz:

2

s(a, b)ziZ::é‘iz :Zm:(Yi _b_axi) :

i=1

Za dano stevilo parov (Y, X;) je s funkcijaainb.
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Ce Zelimo minimalni s, mora veljati:

oS 0s

—(a, b)=—1I(a, b)=0.
5@ b)=—-(ab)
Ker je

dobimo sistem dveh linearnih enac¢b za a in b:

m

Zyi—mb—azmlxi =0 in Zm:xi yi—bzm:xi—azm:xf=0.
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1
Iz njih dobimo:
m m m m m V obeh primerih seStevamo
mZXi i _inzyi Zyi —aZ X, po vseh m eksperimentalnih
a= i=1 i=1 i=1 iIl b — =l i=1 . 5
m m 2 m tockah.
m> x? - (Z X, j
i=1 i=1

Dolocite najboljso linearno regresijo za predstavitev podatkov iz preglednice 6-5 z metodo
najmanj$ih kvadratov.

ReSitev:

Naj bosta:

X=21.10° in y=v, |PYm_q].
V. RT

Vmesne vsote v enacbah zaainbso: 8 5
D X; =18,942 molicm

i=1

13 2
3 X2 =31,051 (moliem )
i=1

13
D X,Y, =-5,0176x10°

i=1

13
DY, =-3527,1cm*/mol

i=1
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_13(-5,0176x10% ) (18,942) (- 3527,1)

=35,25 (cm®mol)?
13 (31,051)— (18,942)° ( )

b (-3527,1)—(35,25) (18.942) _ 393 em¥mol.

13

Na osnovi izracunanih vrednostih za a in b, lahko nariSemo regresijsko premico:

Y =-323+35,25X

Kersta X =——-10% in Y =V_-| 2¥Ym _1]  jahko pisemo:
v RT

m

V- PVo q]_pia Lag? =-323+35,25 T
RT V, Y/

m m

Ce zvezo preoblikujemo v izvirno virialno enacbo PV =1+ VE + VC_2 (primer 6-3), dobimo:
pV 323 35,25x10°
=1- + 5 .
RT V., V.

Drugi virialni koeficient je torej B=Db=-323 cma/mol, tretji virialni  koeficient pa
C =ax10® =35,25x10° (cm®/mol ).

Metoda najmanj$ih kvadratov ni edina moznost, da dobimo najboljse koeficiente v linearni
enacbi. Lahko bi izbrali tudi vsoto najmanj$ih odmikov itd. Lahko uporabimo npr. metodo

Cebiseva®, ki i§ce koeficiente, ki najvecja odstopanja naredijo ¢im manjsa.

Racunanje najmanjsih kvadratov je za veliko Stevilo meritev zamudno, zato raje uporabimo

primeren racunalniski program. V prilogi A.2 je primer reSen s programskim paketom Polymath.

®W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, Numerical Recipes, Cambridge University Press,
Cambridge, 1986, str. 147-154. 1. N. Bronstejn, K. A. Semendjajev, G. Musiol, H. Miihlig, Matemati¢ni
priro¢nik, 2. predelana in dopolnjena izdaja, Tehniska zalozba Slovenije, Ljubljana, 1997, str. 749—752.
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6.4 NUMERICNA INTERPOLACIJA’

V predhodnih poglavjih smo si ogledali, kako poteka regresija eksperimentalnih podatkov
(Xl, yl), (Xm, ym). Vcasih namesto regresije eksperimentalnih podatkov potrebujemo le

vrednost funkcije y = f(x), ki je podana s tockami (x,, Y, ), ... (X, ¥, ), v neki tocki x.

Vzemimo, da zelimo dolo¢iti vrednost funkcije f(X) v to¢ki X. Strategija doloCitve f(X) je

omejena le na tocke, ki so v blizini vrednosti X.

Za funkcijo f(x) pogosto uporabimo aproksimacijski polinom:

f(x)~ P(x)=>a,x) =a;+a, x+a, x> + ... +a, X" (6.1)
j=0
Znak ~ pomeni, da je P(x) le priblizna vrednost za f(x). Koeficiente a,, ..., a,izraunamo z

uporabo podatkov za n+1 tock v blizini X. Dobimo n+1 linearnih enacb za n+1 neznanih
koeficientov a,, a,, a,, ..., &

Npr. aproksimacija s polinomom 1. stopnje je:
f(x)=R(x)=a,+a, x. 6.2)

Za izraCun koeficientov a, in a; so potrebni podatki za dve tocki. Vzamemo dve tocki (X;, ;)
in (X4, Yiy), ki sta v blizini tocke X. Obicajno je X, < X <X
(6.2). Dobimo:

Te podatke vstavimo v enacbo

i+1°

Yi =, +a X
Yia =8, +8; X,y

Izrazimo a, in a, Z X;, X4, Y; IN Y,,; ter vstavimo v enacbo (6.2):

Y= 1= R0y, +(c-n) Qo= ©3)

Ce je funkcija f nelinearna ali e sta to¢ki (X, Y;) in (X, V,,) dale¢ narazen, je linearna

interpolacija slaba aproksimacija. Npr. parni tlak benzena v odvisnosti od temperature (slika 6-6)

" A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 178-182.
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je nelinearna funkcija. Poleg tega so meritve dale¢ narazen, tako da premica skozi dve tocki
znatno odstopa od pravega parnega tlaka med istima dvema tockama. Linearna interpolacija da v
tem primeru veliko napako, kar bomo videli na primeru 6-5.

Napako aproksimacije zmanjSamo, ¢e uporabimo polinom visjega reda, npr.:
y:f(x)sz(x):a0+a1x+a2 x? (6.4)

Potrebujemo podatke za tri tocke v blizini tocke X, v kateri Zelimo izraCunati y. Izracunati
moramo a,, a, in a,. Ce so tocke (X, ¥;), (X1, Yiy) IN (X..,, Vi,,), dobimo:

Yi=a,+a X +a, Xi2
2
Yia =8 T Xiy +a, Xiy
2
Yieo =8 & Xipp, T3, X

Ce jih resimo za a,, @, in a, ter vstavimo v enacbo (6.4), dobimo enatbo za kvadratno

interpolacijo:

yi+2 (65)

(X_Xi+1)(x_xi+2) : (X_Xi)(x_xi+2) Vo, + (X_Xi)(x_xi+1)

Y= PZ(X)z (Xu - i+1) (Xi - Xi+2) nr (Xi+1 - Xi)(xi+l - Xi+2) " (Xi+2 B Xi)(x”z B XM)

Polinom druge stopnje ima za graf parabolo, ki gre skozi tri tocke v blizini tocke X. Uporabo si
bomo ogledali na primeru 6-5.

Parni tlak tekocega acetonitrila (CH3CN) pri treh temperaturah jed:

i 1 2 3
T, /K 268,15 289.05 300,15
P/ Pa 26,7x10° 80,0x10? 133,3x10?

Ocenite parni tlak pri 280,85 K z uporabo:
1. linearne interpolacije,
2. kvadratne interpolacije.

8 R. H. Perry, D. W. Green, Perry's Chemical Engineers' Handbook, Seventh Edition, McGraw-Hill, New York,
1997, str. 2-61.
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Primerjajte te ocene z eksperimentalno vrednostjo 5332 Pa.

ReSitev:

1. Linearna interpolacija

Oznadéimo:
X =T,
in

nas
Yi=Bb

Ker je x=280,85K, izberemo i =1 in enacba (6.3) se preoblikuje v:

A~
N—"

Yo=Y
(Xz_x1

y~y, +(x—x)

—

Zato parni tlak acetonitrila pri 280,85 K pri linearni interpolaciji znasa:

(8000 — 2670)

p"™ = y ~ 2670 + (280,85 — 268,15) (289,05 26815)

=5909 Pa.

Na sliki 6-15 je ta linearna interpolacija prikazana s ¢rtkano ¢rto.

250 260 270 280 290 300 310

1 Slika 6-15: Parni tlak tekocega

acetonitrila
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2. Kvadratna interpolacija
Ponovno naj bo:

X, =T,
in
Y =P

Ker je x=280,85K, izberemo i =1 in enacba (6.5) dobi obliko:

(X_Xz)(x_xs)

(X_ Xl) (X_ Xz)

y~ Pz(x): (

Sedaj lahko izratunamo parni tlak acetonitrila pri 280,85 K:

s . (280,85—289,05) (280,85 —300,15

+ (X—Xl)(X—Xs) +
X - %) (6~ %) 7 06— %) (- %) Y

2

) - 2670+

—yE (268,15 — 289,05) (268,15 —300,15)
(280,85 — 268,15) (280,85 — 289,05)

+
(300,15 - 268,15) (300,15 — 289,05)

(Xs - Xl) (Xs =%

(280,85 - 268,15) (280,85 —300,15)

- 8000 +

(289,05 - 268,15) (289,05 — 300,15)

-13330 = 632 + 8452 - 3944 = 5140 Pa

Primerjava rezultatov linearne in kvadratne interpolacije z eksperimentalno vrednostjo je

prikazana v sledeci preglednici:

linearna interpolacija
kvadratna interpolacija
eksperimentalna vrednost

p™° [ Pa Napaka / %
5909 10,8
5140 3,6
5332

Na primeru 6-5 smo videli, da z linearno interpolacijo dobimo slab rezultat, ¢e je funkcija

nelinearna in ¢e so eksperimentalni podatki zelo oddaljeni.

Boljsi rezultat s kvadratno interpolacijo kaze, da bi s polinomi Se visje stopnje dobili boljsi

rezultat. Na prvi pogled je videti, da je potrebnega ve¢ ratunskega napora, v resnici pa tocnost

interpolacije ne raste vedno s povisanjem stopnje polinoma. Tako npr. s polinomom druge

stopnje dobimo boljsi rezultat kot s polinomom 4. stopnje, ¢e je sipanje eksperimentalnih

podatkov veliko. V prilogi A.3 je primer resen s programskim paketom Polymath.
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6.5 INFORMACIJSKI SISTEM ZA FIZIKALNE LASTNOSTI SNOVI

Optimalno nacrtovanje kemijskih procesov je v veliki meri odvisno od lastnosti snovi, ki so
udelezene v procesu. Celovita informacija o lastnostih snovi je le redko na razpolago, posebno Se
tedaj, ko nacrtujemo nov proces. Obicajno dobimo podatke z eksperimenti, ki vkljucujejo
konstrukcijo majhnih prototipov ali pilotnih naprav (zmanjsan dejanski proces). Razvite so tudi
metode za sistematicno ocenjevanje lastnosti snovi, posebno zmesi. Te ocenitve temeljijo na
lastnosti Cistih snovi. Informacije so shranjene v pomnilnih medijih v racunalniku. Informacijski
sistem ima podatke shranjene v t. i. podatkovni bazi (data base) in iz nje jih lahko dobimo za

izracun lastnosti, ki jih Zelimo.

Baze podatkov so sestavni deli programskih paketov CAD (Computer Aided Design), ki jih
uporabljamo za simulacijo in nacrtovanje kemijskih procesov. V svetovnem merilu zelo
uveljavljeni programski paketi so FLOWTRAN, ASPEN PLUS in HYSYS. Med izobrazevalnim
procesom na Vvisoki stopnji bomo kot informacijski sistem uporabljali bazo podatkov
programskega paketa ASPEN PLUS.

6.6 ZAKLJUCEK

V 6. poglavju smo spoznali osnovne prijeme obdelave podatkov. Razumevanje teorije obdelave
podatkov je za kemike in kemijske tehnologe posebej pomembno, saj v praksi velikokrat
razpolagajo z mnozico podatkov in Sele primerna predstavitev (npr. z grafom, s formulo)
omogoci strokovnjaku realni vpogled v analiziran problem. Pri tej analizi je velikokrat potrebno
uporabiti regresijsko analizo, interpolacijo in transformacijo podatkov. Z osnovnim znanjem
uporabe teh metod, ki jih Student usvoji v tem poglavju, bo na visji stopnji Studija lazje reSeval
tudi bolj zapletene probleme.

PREVERJANJE ZNANJA |

1. Kako bi na kratko opisali pojme korelacija, aproksimacija in interpolacija?
2. Kaj je bistvo metode transformiranja koordinat?

W

Katere znacilne nelinearne funkcije se pogosto pojavljajo v tehniskih problemih in kako jim trans-
formiramo koordinate, da dobimo linearne funkcije?

Kaj je bistvo regresijske analize? Katera krivulja je najboljsa?
Nastejte dele regresijske analize!

Opisite princip metode najman;jsih kvadratov!

NS w oA

Kaj je bistvo interpolacije? Prikazite izracuna koeficientov @, in @, pri polinomu 1. stopnje!
Koliko eksperimentalnih podatkov potrebujete?
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PROBLEMI

1. Podatki, prikazani v preglednici, so bili dobljeni pri izvajanju eksperimenta v laboratoriju. Podatki

veljajo za amoniak. Transformirajte koordinate takole: Ig p"® in T ter:

a) marisite osnovno funkcijo (p™* = f(T)),

b) narisite funkcijo s transformiranimi koordinatami,

c) dolocite formulo funkcije na poenostavljen nacin iz grafa,
d) dolocite formulo funkcije z metodo najmanjsih kvadratov!

T/K p" / bar
250 1,65
260 2,7
270 3,6
280 5,6
290 7,7
300 10,0
310 15,0
320 19,0
330 23,0
340 30,0
350 40,0

2. Splosni izraz za funkcijo je:

Kako bi transformirali koordinate, da bi dobili premico? Kaj bo naklon, kaj odsek premice?

3. Za dane podatke funkcije:

y
4,00
5,66
6,93
8,00
8,94
9,80

OO WIN|IFL| X

transformirajte koordinate tako, da dobite premico. Kaks$na je formula funkcije?

Rezultat:
y =4x>°
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4. Za podatke, predstavljene v preglednici, uporabimo funkcijo:

y=ya-x’+b.

y
1,41
3,00
5,29
8,06

11,22

QB IWIN | X

Transformirajte koordinate tako, da dobite premico, in dolo¢ite naklon in odsek oziroma a in b!

Rezultat:
a=1 b=1.

5. Vrednosti funkcije f (t) so izmerjene pri razli¢nih Casih t:

—h
~—t
~—
—

WIN|F-
(e XEEN ) ]
WIN|F-

Z linearno interpolacijo dokazite, da je:
a) f(t=13)~19,
b) t(f(t)=5)~ 2,25.

6. ZmrziSc¢a vodne raztopine NaCl so naslednja:

i (§tevilka Whiacl [ % t,/°C
meritve)
1 0 0
2 10 —6,54
3 20 -16,45

Dologite zmrzisée W =16%-ni raztopini. Linerna interpolacija ni zadovoljiva. Zakaj? Uporabite

polinom 2. stopnje.

Rezultat:

Polinom 2. stopnje: t, ~ 12,08 °C
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7 OSNOVE NUMERICNIH METOD

MozZnosti reSevanja matemati¢nih problemov z analiticnimi metodami so:

LINEARNE ENACBE NELINEARNE ENACBE
ENACBA Ena enacba Veé enacb  Veliko Ena enacba Veé enacb  Veliko enacb
enacb
ALGEBRSKA brez Lahko i praktiéno  |zelo zelo nemogoce
tezav I nemogoce |tezko tezko
NAVADNA lahko Tezko ipraktiéno zelo nemogoce nemogoce
DIFERENCIALNAY} 0 Inemogoée tezko
PARCIALNA tezko Ipraktiéno nemogoCe |nemogocfe nemogoce nemogoce
DIFERENCIALNA !nemogoée

Loc¢imo dve razli¢ni fazi naértovanja novega kemijskega procesa: sintezo in analizo. Sinteza je
razvoj nove ideje in zahteva ustvarjalnost. Analiza potrdi ali zavrne moznost novih idej s
skrbnim preverjanjem, ali so ideje v skladu z zakoni fizike in kemije ali ne. Analiza procesa
zahteva:

— razvoj matematicnega modela ob upoStevanju zakonov o ohranitvi mase in energije in

— reSitev enacb z neznankami, kot so temperatura, tlak, mnozinski tok.
V tem in naslednjem poglavju se bomo seznanili z u€inkovitimi metodami za reSevanje enacb z

raCunalnikom ali brez njega. Analiza kemijskih procesov, ki uporablja ustrezne ohranitvene
principe, je obravnavana v drugih poglavjih.

7.1 RESEVANJE ALGEBRSKIH ENACB Z ENO NEZNANKO
7.1.1 Grafiéne metode'

Metode so primerne za reSevanje enacbe z eno neznanko. Najprej napiSemo enacbo v obliki:
f(x)=0.

V ravnini izberemo pravokotni koordinatni sistem in nariSemo graf funkcije f .

L A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 452-454. R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes,
Third Edition, John Wiley & Sons, Inc., New York, 2000, str. 611-613.
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Secisce grafa z abscisno osjo so resitve enacbe (slika 7-1).

fx)

Slika 7-1: Grafi¢na metoda

<
kz
o V

Van der Waalsova enacba:

RT
p= —iz a—konst, b-—konst
V,-b V2

Doloc¢ite molsko prostornino dusika V. pri t=-100 °C in p=50,66 bar. Za dusik je
a=1,369x10° bar (cm®*mol)? in b=38,64 cm®mol.

ReSitev:

— enacbo zapiSemo v obliki:

RT a
—+ =
V. —b V2

m m

kjer so:

R =8314 cm® bar/(mol K)
p =50,66 bar
T =17315 K
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— pripravimo preglednico, ki prikazuje vrednosti funkcije f(Vm) v izbranem intervalu molskih
prostornin V,, (preglednica 7-1).

Preglednica 7-1: Prikaz vrednosti funkcije f(Vm) iz primera 7-1 pri izbranih V|

V., / (cm*/mol) f(vm)= p— XU +i2 / bar
V, —b Vv’
100 — 47,07
150 —17,78
200 — 4,34
250 4,45
300 10,79
350 15,60
400 22,42
450 24,93

- nariSemo diagram (slika 7-2), kjer je graf funkcije aproksimiran z odsekano linearno

funkcijo:
40 |
S 20
T
SN Slika 7-2: Resitev primera 7-1 z
+ < 0 graficno metodo
B~
A L E Vm
|20
R,
—40
‘ 1 1 1
100 200 309 400 500
V. [ (cm /mol)

— reSitev lahko od¢itamo direktno iz diagrama;

— e zelimo bolj natancen rezultat, lahko del diagrama nariSemo v pove¢anem merilu;

— van der Waalsova enacba ima tri reSitve, a le ena je realna, ki jo lahko dolo¢imo z grafi¢no

metodo;
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— eksperimentalna vrednost za molsko prostornino pri —100 °C in 50,66 bar znasa 232 cm*/mol.

7.1.2 Metoda zaporedne substitucije?

To je numeri¢na metoda za reSevanje enacbe v obliki:
x = F(x) (7.1)

—  Metoda zaporedne substitucije se za¢ne z oceno vrednosti za x.

—  Drugo vrednost x'? dobimo po enacbi (7.1):

Splosen zapis metode zaporedne substitucije je:

Xt = F(x®) (7.2)

S tem nadaljujemo, dokler ne ustrezemo pogoju:

<g (7.3)

Resitev sprejmemo, &e je izpolnjen konvergenéni pogoj. Ce je priblizna vrednost za neznanko

x™) enaka 0, postavimo konvergencni pogoj:

X0 — x| <

Tako se izognemo deljenju z 0.

2 A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 454-458. R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes,
Third Edition, John Wiley & Sons, Inc., New York, 2000, str. 616-617.

118



Osnove numericnih metod

Z metodo zaporedne substitucije reSite van der Waalsovo enacbo za molsko prostornino dusika
V., pri t=-100 °C in p=250,66 bar.

ReSitev:

Van der Waalsovo ena¢bo lahko zapiSemo v razli¢nih oblikah:

RT

V. = F(vm)=mm+b (7.4)

3 2 2
= __me+RTVm+prm+
a a a

b (7.5)

P pVe pV,

— ZareSevanje si izberimo obliko:

RT

V =F(WV )=— " 4p
W p+@V2)

—  Ocenimo zacetno vrednost za V® =10000 cm®mol in postavimo za & = 0,001.

— Uporabimo metodo zaporedne substitucije:

RT

Vn(]k+1) :F(Vn(]k))z p+(a/(\/(k))2)+b (k:l,Z,...)
V(k+1) _Vngk)
VrT(]k) S €.

— 'V preglednici 7-2 so izraGunane vrednosti po posameznih iteracijah (ponovitvah izracuna) —

k predstavlja Stevilo opravljenih iteracij.

— Pri k=11 smo dosegli konvergenc¢ni kriterij:
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(222,7-222)9)
2229

=0,0008 < 0,001.

—  Dobili smo konéno resitev: V.. =222,7 cm*/mol.
Vseh enacb ne moremo resiti z uporabo metode zaporedne substitucije. Nekatere funkcije F(X)
ne dopuscajo konvergence. Pogoj za konvergenco je, da je |[F'(x)| <1, in &e ta pogoj ni doseZen,

nastopi divergenca.

Preglednica 7-2: Prikaz reSevanja po metodi zaporedne substitucije v obliki preglednice

k V.9 (cm®mol) F(\/n§k>)=v,,gk+1> (cm*/mol) v (k+\1; (;)V )
1 10000,0 322,7 0,9677
2 322,7 264,3 0,1811
3 264,3 243,5 0,0785
4 243,5 233,9 0,0397
5 2339 2289 0,0215
6 2289 226,1 0,0120
7 226,1 224,6 0,0069
8 224,1 223,7 0,0039
9 223,7 223,2 0,0023
10 223,2 2229 0,0013
11 2229 222,7 0,0008
Enacbo (7.5):

— V3 RTV? V2
V. = (Vm):—pm+ n  DPVe
a a a

skuSajmo resiti po metodi zaporedne substitucije.

Rezultati resevanja so podani v preglednici 7-3. 1z preglednice je razvidno, da iterativno

zaporedje divergira namesto konvergira k resitvi. Pri drugi ponovitvi izracuna napaka naraste na
4,747 x10", kar Ze kaZe na divergenco metode zaporedne substitucije za izbrano enacbo (7.5).
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Preglednica 7-3: Prikaz divergence metode zaporedne substitucije pri izbrani enacbi (7.5)

(k) 3 . Vr,gk+l) _Vngk)
k V.’ [/(cm®mol) F(Vnﬁk))=Vnﬁk+1) / (cm®mol) VIO
10000 ~3,581x10’ 35825
~3,581x10’ 1,700x10%® 4,747x10%

PRIMER 7-4:

Za enacbi (7.4) in (7.5) izracunaj odvoda pri V.. =10000 cm®/mol.

2aRT  _ 2-(1,369x10°)-(8314)- (17315)

") o VAT 07 o+ (1360+107) (a0

=|153x10° | <1 = konvergenca, ker je| F(v,) <1

-3pV,: 2RTV, 2bpVv,
a a a
 —3.50,66-(10*)* +2-8314-17315x10* + 2-38,64 50,66 x10*
- 1,369x10° -
=|-10863|>1 = divergenca, ker je ‘E'(Vm)‘>1

F'\V,

m

Slika 7-3: Grafi¢ni prikaz konvergence
za metodo zaporedne substi-
tucije

45°

@ @ D

=Y
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Diagram na sliki 7-3 prikazuje potek metode zaporedne substitucije pri funkcijah z absolutno

vrednostjo odvoda v zacetni tocki manjSo od 1.

A
Fa(x)

Slika 7-4: Grafi¢ni prikaz divergence
za metodo zaporedne substi-
tucije

45" 1
@ NN
X
\ Fa(x)

Diagram na sliki 7-4 prikazuje potek metode zaporedne substitucije za funkcije, ki imajo v

zacetni tocki absolutno vrednost odvoda vecjo od ena.

7.1.3 Wegsteinova metoda®

Ta metoda redko divergira; ¢e konvergira, je hitrost ve¢ja kot pri metodi zaporedne substitucije
(potrebno je manjse Stevilo iteracij). Enacbo, ki jo Zelimo resiti, zapiSemo v obliki X = F(X).

xY naj bo zacetna ocenjena vrednost za X, izraunamo

Do tod sta obe metodi identi¢ni.

— Tretjo vrednost izraCunamo po enacbi:

® A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 461-464. R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes,
Third Edition, John Wiley & Sons, Inc., New York, 2000, str. 617-618.
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x® =t F(x@)+(1-t) x?

(= L
1-s

S postopkom nadaljujemo takole (splosna oblika Wegsteinove metode):

(D) ¢ F(X(k)) +a-t)x% (k=2 3..) (7.7)

1
t=—"— 7.8
s (7.8)

(7.9)

) _ 3 ()

<eg.
x (k)

dokler ne ustrezemo konvergen¢nemu pogoju

Diagram na sliki 7-5 kaze grafi¢no idejo metode za funkcijo F z absolutno vrednostjo odvoda v
tocki xY, ki je vedja od 1.

Feo

Slika 7-5: Grafi¢ni prikaz Wegsteinove
metode
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— x® je v tocki, kjer se sekata 45-stopinjska ¢rta in sekanta krivulje F(X) od x¥ do x?;
— s je naklon sekante.

Enacba sekante skozi tocko (X(Z) , F(X(Z))):

G(x) = F(X(Z)) +5S -(X— X(Z))

V preseciscu s 45-stopinjsko premico:

G(x¥)=x = F(x@)+s-(x® —x?)

@__ 1 (@) _S @
x3_1_S F(xz) x 2

fo 1
1-5s

x® =t F(x?)+@1-t) x?

S slike 7-5 je razvidno, da Wegsteinova metoda interpolira k naslednji vrednosti, kadar xY lezi
med x® in x*Y. To se zgodi, e je —w<s<0 in O<t<1. Pri limiti s=—o0 je t=0 in
x* =x® pri s=0 je t=1 in x*¥ = F(x(k)), kar je metoda zaporedne substitucije. Torej:
kadar je 0 <t <1, imamo linearno interpolacijo med dvema ekstremoma, in sicer nespremenjeno

zacetno vrednostjo in metodo zaporedne substitucije.

1) ne lezi med x® in x*Y. To

Wegsteinova metoda ekstrapolira k naslednji vrednosti, kadar X
se zgodi, ¢e je 0<sS<ow In —oo<t<O0 ali 1<t<oo. Pri s=1 je t nedefiniran (t=o) in

Wegsteinova ekstrapolacija ne deluje (sekanta lezi na 45-stopinjski crti). Zato vecina
raCunalni$kih programov omeji stopnjo ekstrapolacije tako, da dolo¢i t=t , , ¢eje t>t . In

t=-t .. Cceje t<—t . Tipicna vrednostza t . je 10.

Z Wegsteinovo metodo izracunajmo molsko prostornino dusika po van der Waalsovi enacbi pri
enakih pogojih kot v poglavju 7.1.2.
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RT
p+(@/VP)?)

Vn(12) _ F(Vnﬂl))=

VED =tFVO - @-)VE  (k=23..)

g L
1-s

FIVY)-Flv
S= (Vrr(]k))_vn(](kl) )

Za V® =10000 cm®mol in &=0,001 dobimo rezultate, zbrane v preglednici 7-4.

Preglednica 7-4: Rezultati reSevanja primera 7-1 po Wegsteinovi metodi

P R V]
e
1 10000,0 322,7 322,7 0,9677
2 322,7 264,3 0,006 1,006 263,9 0,1822
3 263,9 243,4 0,355 1,551 232,1 0,1207
4 232,1 2279 0,487 1,950 2239 0,0353
5 2239 223,3 0,561 2,278 222,5 0,0062
6 222,5 222,5 0,581 2,384 222,4 0,0003

Po prvi iteraciji, ki uporablja metodo zaporedne substitucije, potrebujemo le Se pet iteracij po
Wegsteinovi metodi, da dosezemo postavljeni konvergenéni pogoj.

Wegsteinova metoda je primerna za izracun z racunalnikom.

7.1.4 Newtonova metoda*

Newtonova metoda obi¢ajno konvergira hitreje kot predhodni metodi.

Enacbo napiSemo v obliki:

f(x)=0

* A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 464-468. R. M. Felder, R. W. Rousseau, Elementary Principles of Chemical Processes,
Third Edition, John Wiley & Sons, Inc., New York, 2000, str. 615-616.
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Izberemo x, ki je prva ocenjena vrednost resitve. Nato dolo&imo x?| Ki je tocka, v kateri
tangenta na krivuljo f (x) pri x® seka absciso.

Na sliki 7-6 seka tangenta absciso v tocki X. To to¢ko lahko izraunamo:

tana = f'(x®) = %
@)=
naklon : tana = f'(x®) = fx) -0
x® —x
—_ %)
fr(xW
\
fix)
A N
tan oz = ' (xV) Slika 7-6: Ekstrapolacija
a
0 “ S
X" /x xW X
b
y

Newtonova metoda se opira na dejstvo, da je X obicajno (to ne velja vedno) blize resitvi kot X
intako X postane naslednja boljsa vrednost — x?,

0y )
f' X(l)

Splosna oblika Newtonove metode je zato:

—x® f(x*) k=12..) (7.10)

X(k+1)
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Konvergencni pogoj:

Za vsako iteracijo (k = 1, 2 ...) je desna stran enacbe (7.10) znana ali pa jo lahko izratunamo.

Odvod funkcije f v tocki x*) lahko pois¢emo analiti¢éno z odvajanjem po x ali numeri¢no z

aproksimacijo odvoda z diferen¢nim kvocientom:

f'(x(")) ~ f(x(k)+55)_ f(x(k)), kjer je 5 zelo majhna vrednost (7.11)

5 << ‘x“‘*l) - x(k)‘

PRIMER 7-6:

Izraunajte odvod funkcije f(x)=x®—x? +2x analiti¢no in numeriéno.
ReSitev:

1. Analitiéni izracun:

f'(x)=3x> —2x+2

pri x=2 je
f'(x)=3-22-2.2+2=10
2. Numeriéni izracun:

Izberemo primerno vrednost za 6. Ta vrednost mora biti kljub vsemu dovolj velika, da se
izognemo tezavam, ¢e ra¢unamo z racunalnikom (Ce izberemo premajhno vrednost, nam jo lahko

racunalnik zaradi fiksne dolZine besede izpusti). Vzamemo 6= 0,001. Pri x =2 je:

f'(2) = f (2'082)01 f2)_ 10,005
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PRIMER 7-7:

Z Newtonovo metodo resite van der Waalsovo enacbo za molsko prostornino dusika V_, pri

t =-100°C in p =50,66 bar . Primerjajte resitev z resitvijo po metodi zaporedne substitucije in

resitvijo po Wegsteinovi metodi.

f(Vm)=(p+Vizj (v, —b)—RT =0.

m

Izraz preoblikujmo v:

me+Vi—pb—3—E—RT:O

Odvod preoblikovanega izraza znaSa:

(v, )=9 _p —i(l—z—bJ

dv, V2

Vstavimo ga v enacbo (7.10):

Ve 0 (p+a/(\/ngk) )2)(\/ngk) _b)_ RT (k=12 ..)

p—la/(v ) J-(20/v )

Ce vzamemo za V. =10000 cm*/mol in & =0,001 ter izratunamo V& dobimo rezultate, ki
so podani v preglednici 7-5. Iz preglednice je razvidno, da konvergen¢ni pogoj doseZzemo Ze po
stirih iteracijah!

Vidimo, da pri Newtonovi metodi potrebujemo le tretjino Stevila iteracij metode zaporedne
substitucije. Pogosto ne konvergira, ¢e zacetna vrednost ne leZi blizu reSitve. Ker pa Newtonova
metoda zahteva odvajanje, je po tej plati potrebnega ve¢ racunanja za vsako iteracijo. Zato je
primerna za raCunanje z raCunalnikom. Program je identiCen s programom za zaporedno
substitucijo (enak diagram poteka), le aritmeti¢ni stavek za izraCun molske prostornine je treba
zamenjati.
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Preglednica 7-5: Rezultati reSevanja primera 7-1 po Newtonovi metodi

K VG VACE VASRERVALY
v

1 10000,0 3175 0,9682

2 317,5 230,4 0,2744

3 230,4 222,6 0,0341

4 222,6 222,4 0,0005

7.1.5 Metoda poloviénega intervala®

S to metodo reSimo enac¢bo oblike

f(x) =0,

&e vemo, da je resitev v dolodenem intervalu med [x,, X, ].

Ceje f na [x,, x,] zvezna in f(x,)- f(x,)<0, ima enatba f(x)=0 vsaj eno resitev na
[X,, x,]% Ce ima f(x) v tem intervalu samo eno resitev, imata f(x,) in f(x,) nasprotni
predznak (slika 7-7 oziroma slika 7-8). Pogosto je tako. Tedaj ocenimo vrednost X, s sredino
med tockama X, in X, .

Ce pa ima f(x,) isti predznak kot f(x), redemo, da je x? =x_ in x® =x¥ (slika 7-7).

S

Dobili smo interval za naslednjo iteracijo.

Podobno velja za drugo moznost, ki jo kaze slika 7-8. S te slike je razvidno, da ¢e ima f (XS) isti

predznak kot f(xgl)), re¢emo, da je x@ =x_ in x{? =x. Dobili smo interval za naslednjo

S

iteracijo.

V obeh primerih z vsako iteracijo zmanjSamo dolZino intervala, ki vsebuje reSitev, na polovico.

S . : o P . 1 .
Stevilo iteracij, potrebnih za zmanjSanje velikosti zacetnega intervala ﬁ-krat’ Je:

N=-1441Inp N — Stevilo iteracij,

S — dovolj majhno Stevilo,

5 A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 469-472.
® B. Butinar, Matematika, 1. del, FKKT Univerze v Mariboru, Maribor, 1998, str. 164.
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Jlx)
l _ i
(2) \
L X, _
X0
0
(2) 1
X d X d X
Ocenjeni vrednosti
_ za drugo iteracijo N
fix)
Xgl) xél)
0 z D
X X d
i 2y

Ocenjeni vrednosti
za drugo iteracijo
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Ker je Stevilo iteracij podano z zahtevano natan¢nostjo, konvergencni test ni potreben.

Z uporabo metode polovi¢nega intervala izracunajte molsko prostornino dusika V., po van der
Waalsovi enacbi pri pogojih t =-100 °C in p=50,66 bar. Drugi potrebni podatki so podani v
primeru 7-1. Enac¢ba ima obliko:

(p+vizj (v, —b)—RT =0.

m

ReSitev:

Izberemo interval, v katerem bi po naSem mnenju lahko lezala resitev, npr. V,, , =10 cm®/mol in

Vg =10000 cm®/mol. Rezultat za molsko prostornino Zelimo izradunati natanéno v obmogju

0,1 cm*/mol, zato je:

I 01
p=-"—_=—""__=10"°.
|, (10000-10)

1 . PR
= =10° = 10°-krat Zelimo zmanjSati zaCetni interval.

I, I, — zacetni in koncni interval

N =144 In(10°)=16,58 =17 iteracij.
Vse iteracije so prikazane v preglednici 7-6.

V prilogi B.2 je prikazan potek reSevanja Van der Waalsove enacbe s programom Excel.
Uporabljeni sta orodji Goal Seek in Solver.
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7.2 ZAKLJUCEK

V poglavju Student spozna razliéne numeri¢ne metode (zaporedna substitucija, Wegsteinova
metoda, Newtonova metoda, metoda polovi¢nega intervala) in njihovo uporabo pri reSevanju

nelinearnih algebrskih enacb z eno neznanko.

Razumevanje poteka reSevanja takih problemov omogoca lazjo uporabo razlicnih matemati¢nih
programskih paketov (Polymath, Mathcad, Mathematica, Excel, ...), katerih uporaba je

enostavna, a nepo-znavanje bistva reSevanja vodi veckrat do nerealnih rezultatov.

Preglednica 7-6: Rezultati izrac¢una po metodi polovi¢nega intervala

K Ly v

1 10 10000
2 10 5005
3 10 2508
4 10 1259
5 10 634.3
6 10 3222
7 1661 3222
8 1661 244 1
9 2051 244 1
10 205.1 2246
11 214.9 224.6
12 2198 2246
13 222.2 2246
14 222.2 2234
15 2222 2227
16 2222 2224
17 222.2 2223
18 2222 2222

PREVERJANJE ZNANJA

1. ZareSevanje kaksnih funkcij je primerna grafiéna metoda? V kaksni obliki zapiSemo funkcijo?
Zakaj je koristna graficna metoda?

2. 'V kaksni obliki zapisemo funkcijo, ko reSujemo problem z zaporedno substitucijo? OpisSite princip
reSevanja! Kaj je konvergencni pogoj?

3. Kako pri metodi zaporedne substitucije preverimo konvergencnost dane funkcije?

4. V ¢em je prednost Wegsteinove metode pred metodo zaporedne substitucije? Opisite princip
reSevanja (graficna ponazoritev)!

5. V ¢em je prednost Newtonove metode pred Wegsteinovo metodo in metodo zaporedne substitucije?
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V kaksni obliki zapiSemo enacbo? OpisSite princip reSevanja z Newtonovo metodo (graficni prikaz)!

6. V kaksni obliki zapiSemo funkcijo pri reSevanju z metodo polovi¢nega intervala? Opisite princip
reSevanja! Kako dolo¢imo Stevilo iteracij?

PROBLEMI |

1. Poiigite resitev naslednje nelinearne enacbe’:
X'—4x*+6x-225=0

Za resevanje uporabite:

a) grafi¢no metodo,

b) metodo zaporedne substitucije,
c) Wegsteinovo metodo,

d) Newtonovo metodo in

e) metodo polovi¢nega intervala.

Pri metodah b) in c) izvedite 4 iteracije, xX¥ =1 in £ =0,001 Ali je doseZen konvergenéni

pogoj? Pri metodi polovi¢nega intervala sami dolo¢ite zaCetni in kon¢ni interval in izraCunajte
potrebno Stevilo iteracij.

Rezultat: x =~ 0,81217.

2. Molska toplotna kapaciteta kloroetena je pri nizkih tlakih funkcija absolutne temperature:

C, =10,05+01787-T -1151x107* - T? +2,844x10°-T*  / (3/(mol-K))

Pri kateri temperaturi T/ K je C =1184 J/(mol-K)?

Za izracun uporabite:

a) grafi¢no metodo,

b) metodo zaporedne substitucije (preuredite enacbo v obliko, ki bo zagotovila konvergenco),
c) Wegsteinovo metodo,

d) Newtonovo metodo in

e) metodo polovi¢nega intervala.

Zacetno temperaturo dolocite tako, da zanemarite nelinearne ¢lene enacbe.

Pri toc¢kah od b) do d) izvedite pet iteracij. Ali doseZete konvergenéni pogoj, ¢e je £ = 0,001?

Rezultat: T =~ 1620,4 K.

"T.J. Akai, Applied Numerical Methods for Engineers, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1994, str. 115.
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8 RESEVANJE SISTEMOV LINEARNIH ENACB

Analize kemijskih procesov pogosto vodijo do sistemov enacb. Ti sistemi imajo lahko poljubno
Stevilo enacb in neznank. Sami se bomo omejili na sisteme, ki imajo Stevilo enacb enako Stevilu
neznank. Za takSne sisteme enacb obstaja niz resitev (lahko tudi vec nizov resitev), ¢e so enacbe
med seboj neodvisne. V poglavju bomo obravnavali sisteme linearnih enacb, ki jih lahko re§imo

z metodami matric¢ne algebre.

Omejili se bomo na reSevanje sistemov M linearnih enacb z m neznankami. Ti sistemi imajo
natanko eno resitev, ¢e je matrika sistema regularna. Ce je determinanta matrike razliéna od nig,
je matrika regularna.

Za sistem treh linearnih enacb:
QX +a;, X, 33X :b1
A, X +a,, X, +3,3 X :bs

A3 Xy +35, X, +a35 X5 =b3

izratunamo determinanto matrike s Sarrusovim pravilom®, ki je izrazljivo v geometrijski obliki:

Q1 @y, Qg3 T8y, 8378 +83°8,,°8;, —
—Q3°@y, 85 — 383783, — B4, Ay, g,

Determinanto m-tega reda ovrednotimo tako, da jo z izrekom o razvoju vrst prevedemo na m
determinant (m—1)-tega reda in nato posamezne determinante izratunamo po pravilih za

radunanje determinant’ (podrobno o determinanti kvadratne matrike glej Matematika, 2. del?).

V tem poglavju bomo obravnavali sisteme linearnih enacb, ki jih lahko reSimo z metodami
matri¢ne algebre. Predstavili bomo dve metodi in sicer Gauss-Jordanovo eliminacijsko metodo

in LU razcep, Ki ju lahko enostavno sprogramiramo za poljubno $tevilo enacb in neznank.

I N. Bronstejn, K. A. Semendjajev, G. Musiol, H. Miihlig, Matemati&ni priro¢nik, 2. predelana in dopolnjena
izdaja, Tehniska zalozba Slovenije, Ljubljana, 1997, str. 227-228.
? B. Butinar, Matematika, 2. del, FKKT Univerze v Mariboru, Maribor, 1998, str. 39-56.
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8.1 Gauss-Jordanova metoda®

Pri Gauss-Jordanovi metodi lahko sistem linearnih enacb reSimo tako, da z vrsti¢nimi
elementarnimi transformacijami pretvorimo razsirjeno matriko sistema v stopnicasto matriko po
Gaussovi eliminacijski metodi. Vrsti¢ne elementarne transformacije (v-transformacije) matrik so
naslednje*:

Vil vzajemno zamenjaj i-to in j-to vrstico, druge ohrani;
...................... mnozi i-to vrstico s skalarjem ¢ (¢ = 0), druge ohrani;

...................... K i-ti vrstici pristej j-to, pomnoZzeno s skalarjem c, druge ohrani.

Dobljeno matriko $e poenostavimo, kot kaze naslednji primer.

PRIMER 8-1:

Preverite, ali ima sistem linearnih enacb resSitev:

—2X + 71X, —4x, =4
3X, +5X, =5%X; =1

8X, —2X, —X; =3

Ce je sistem resljiv, poi§éite njegovo resitev z Gauss-Jordanovo metodo.

ReSitev:

Determinanta sistema linearnih enacb je:

® A. L. Myers, W. D. Seider, Introduction to Chemical Engineering and Computer Calculations, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976, str. 475-478. T. J. Akai, Applied Numerical Methods for Engineers, John Wiley & Sons Inc.,
New York, 1994, str. 65-69. D. M. Himmelblau, Basic Principles and Calculations in Chemical Engineering,
Sixth Edition, Prentice Hall Inc., New Jersey, 1996, str. 691-693.

* B. Butinar, Matematika, 2. del, FKKT Univerze v Mariboru, Maribor, 1998, str. 33.
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= (-2)-5-(-1) + 7-(-5)-8 + (-4)-3-(=2) — (-4)-5-8 — (-2)-(-5)-(-2) — 7-3-(-1) =
=-45=%0

Sistem ima natanko eno reSitev, ker je determinanta sistema razlicna od ni¢. ReSitev lahko

poisc¢emo z Gauss-Jordanovo metodo.

V prvem koraku tvorimo razsirjeno matriko koeficientov mxn (blo¢no matriko):

2 7 -4 4
3 5 511
8 -2 -1

Z vrsti¢no transformacijo Vl(izj matriko preoblikujemo v matriko z vrednostjo 1 v prvi vrstici

glavne diagonale:

1 -7/2 2 1 -2
3 5 -5 1
8 -2 -1

1 -7/2 2 1 -2
0 312 -11} 7
0 26 -17 : 19

Transformacija V, [%] da vrednost 1 na glavni diagonali druge vrstice matrike:

1 -7/2 2 1 =2
0 1 —22/31 | 14/31
0 26 -17 1 19

S transformacijo Vi Gj in V,,(—26) dobimo preoblikovano matriko:

1 0 -15/31 1-13/31
0 1 -22/31 1 14/31
0 0  45/31 :225/31
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Z nadaljnjo transformacijo V, G—;j dobimo vrednost 1 na glavni diagonali tretje vrstice matrike:

1 0 -15/31 :-13/31
0 1 -22/31 ! 14/31
0 0 11 5

S kon¢nima transformacijama Vl{g) in Vz{%j dobimo Zeleno konc¢no obliko, ki ima vse

vrednosti na glavni diagonali enake 1, vrednosti nad glavno diagonalo in pod njo pa so enake O:

1002 X, = 2
0 10:4 ali X, = 4
00 1:5 X, = 5

Iz tako preoblikovane matrike lahko resitev direktno od¢itamo.

Rezultat:
X, =2
X, =4
Xy =5

Metoda je enostavna za programiranje, saj se izracun ponavlja. Velikost matrike koeficientov je
lahko pomembna pri uporabi osebnega racunalnika, saj je m(m +1) lokacij potrebnih za sistem z

m enacbami. Priloga B.3 prikazuje reSevanje primera 8-1 s programom Excel.

ReSevanje sistemov linearnih enacb, ¢e Stevilo enacb ni enako Stevilu neznank oziroma ce je
det A =0, lahko najdemo v u¢beniku Matematika, 2. del®.

8.2 LU razcep®’®

LU razcep je dekompozicija kvadratne matrike A oblike

® B. Butinar, Matematika, 2. del, FKKT Univerze v Mariboru, Maribor, 1998, str. 6-10 in 33-56.
® http://www.personal.psu.edu/jhm/f90/lectures/lu.html, Gauss Elimination and LU Decomposition
" http://en.wikipedia.org/wiki/LU_decomposition, LU decomposition

8 B. Orel, Osnove numeri¢ne matematike, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za radunalnistvo in informatiko,
Ljubljana,2004, str. 24-29.
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A=LU

Kjer je L spodnja trikotna matrika in U zgornja trikotna matrika. Spodnja trikotna matrika L ima
nad diagonalo samo nicle, zgornja trikotna matrika U ima pod diagonalo samo nic¢le. Na primer,

LU razcep matrike A velikosti 3x3 izgleda takole:

a; a;, a; |11 0 0 U, U, U;
Ay Qy, Ay | = |21 I22 0 0 Uy, Uy
dy 83, Ay |31 |32 |33 0 0 Uss

Matriki L in U lahko dobimo z matri¢nim mnozenjem. Pri tem predpostavimo, da ima matrika L
na glavni diagonali samo enke (enotska matrika).

LU razcep lahko uporabimo za reSevanje sistemov linearnih enacb, katerih matrike so

regularne. Ce smo matriko A razcepili v produkt LU, lahko sistem linearnih enatb v matri¢ni
obliki A X =B zapiSemo kot LU X =B, katerega resimo v dveh korakih.

e V prvem koraku z matri¢nim mnoZenjem LY =B poi$¢emo pomozni vektor Y.

e V drugem koraku z matri¢nim mnozenjem sistema U X =Y pois¢emo vektor X, Ki je

reSitev sistema enacb.

Resevanje sistemov linearnih enac¢b z LU razcepom bomo prikazali na primeru 8-1.

PRIMER 8-2:

Sistem linearnih enacb iz primera 8-1 je

—2X, +7X, —4X; =4
3X, +5X, —=5X; =1

8X, —2X, —X; =3
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Postopek reSevanja:

V primeru 8-1 smo ugotovili, da ima sistem natanko eno reSitev, ker je determinanta sistema
razli¢na od ni¢ (matrika je regularna). Zato lahko resitev poiséemo z LU razcepom.

Sistem enacb iz primera 8-1 lahko zapiSemo v matri¢ni obliki kot A- X =B:

e Razcep matrike A na matriki L in U z matri¢énim mnozenjem matrik L in U

A = L : U

-2 7 -4 l, 0 O U, U, U,
3 5 -5/=l,, I, O 0 Uu,, U,y
8 -2 -1 L, L, g 0 0 Uy

Z matri¢nim mnoZenjem matrik L in U dobimo linearne enacbe:

l,,-u,+0-0+0-0=-2
l,-u,+0-u,,+0-0=7

I, -U;; +0-u,; +0-Uy, =—4
l,,-u, +1,,-0+0-0=3

l,, -u,+l,,-u,, +0-0=5
Uz +1,, Uy +0- Uy =5
I, -u, +1;,-0+1,,-0=8

gy Uy +155 Uy +155-0=-2

|31 Uz + |32 “Ups + |33 “Ugg = -1

Ker imajo elementi matrike 111, lo2 in I35 vrednost 1, dobimo:
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U, =-2
u, =17
u, =-4
I, -uy,; =3

oy - U, +U,, =5

5y -Ups +Uys =5

ly; Uy =8

lgy -Upp + 15, Uy, =2

|31 ‘Uz + |32 “Uyg +Ugs = -1

Ce v enacbe vstavimo Ze do sedaj znane ali pravkar izraunane vrednosti spremenljivk ljj in ujj,

dobimo:
Uy =-2
u, =17

U, =—4

l,,-(-2)=3=1,,=-15

(-15)-7+Up,=5 = u,,=5-(-15)-7 = u,, =15,5

( 15)-(-4)+U,; =5 = U,; =—5-6 = Uy, =11
- (-2)=8 = I,=-4

(-2+28) 52
- = 32 -
15,5 31

(—4)-(—4)+2—i-(—11)+u33 =1 = Uy, =-1-16+ % = U,, =14516

(—4)-7+1,,-155=-2 = I, =

Matriki L in U lahko sedaj zapiSemo:

1 0 0 -2 7 -4
L=| -15 1 0 in u= 0 15,5 -11
-4 16774 1 0 0 1,4516
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e Prvi korak reSevanja sistema linearnih ena¢b: z matri¢nim mnozenjem matrik L in Y

pois¢emo pomozni vektor Y

L Y = B
1 0 0 A 4
-15 1 0 |Y,[=|1
-4 16774 1 Y, 3

Z matri¢énim mnozenjem matrik L in Y dobimo linearne enacbe in vektor Y:

1-y,+0-y,+0-y; =4 = y, =4 4
-15y,+1-y,+0-y, =1 = vy, =1+15-4 = vy, =7 = Y= 7
7,2582

-4.y,+16774-y,+1-y, =3 = y,=3+4-4-16774-7 = Yy, =7,2582

e Drugi korak reSevanja sistema linearnih enacb: z matri¢nim mnozenjem matrik U in X

pois¢emo vektor X, ki je reSitev sistema enacb.

u X = Y
-2 7 -4 7[x 4
0 155 —11 |-|x,|=| 7

0 0 14516||x,| |7,2582

Z matri¢nim mnozenjem matrik U in X dobimo linearne enacbe in vektor X:

2 X, 47X +(-4)x, =4 = x,=(4-7-4+4.5)/-2 = x, =2 5

0-X, +155-%, +(-11)-x, =7 = X, =(7+11-5)/(155) = x, =4 = X =4

0-X +0-X, +1,4516-X, = 7,2582 => X, =5 >

Rezultat:

X, =2, X, =4, X;=5

Rezultat je seveda enak rezultatu, dobljenim z Gauss-Jordanovo metodo, saj smo reSevali isti

sistem enacb.
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8.3 ZAKLJUCEK

V poglavju sta na kratko predstavljeni Gauss-Jordanova eliminacijska metoda in LU razcep za
reSevanje sistemov linearnih enacb z matricno algebro. PodrobnejSe znanje o matrikah Studenti
pridobijo pri predmetu Matematika II v poletnem semestru Studijskega leta. Poleg navedenih
metod se Studenti naucijo reSevati sisteme linearnih enacb pri raCunalniskih vajah z

matemati¢nimi racunalniskimi paketi Polymath in Excel.

PREVERJANJE ZNANJA |

1. Kdaj ima sistem linearnih enacb natanko eno resitev?
2. Kateri numeri¢ni metodi za reSevanje sistemov linearnih enacb ste spoznali v tem poglavju!
3. Opisite nacin resevanja sistemov linearnih enacb z Gauss-Jordanovo metodo!

4. Opisite nacin reSevanja sistemov linearnih enac¢b z LU razcepom!

1. Poiscite resitev sistema linearnih enacb z Gauss-Jordanovo metodo!
3X, +2X,+5x, =12
—X +X,=3%X, =-2

2X —3X, +X, =—3

Rezultat: x, =1, x, =2 in x, =1.

2. Poiscite resitev sistema linearnih enacb z LU razcepom!
—2X, +X, —=3X, =2
4X, —X, +5%X, =2

3X, +2X, =X, =2

Rezultat: x, =-1, x, =3 in X, =1.
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3. Resite zapisani sistem enacb, metodo reSevanja izberite sami.

5x+2y-72=12
2x-Ty =-8
9x =27

Rezultat: x=3, y=2in z=1.

4. Resite zapisani sistem enacb, metodo reSevanja izberite sami.

X +X,—X, =9

1
X, +2X, +X, =12

- X, =X, +4x, =-12

=2X, + X, + X, =X,

Rezultat: x, =3, X, =5, X; =-1in x, =-2.
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PriLOGA A

Primeri, reSeni s programom Polymath*’

Numeri¢ni programski paket Polymath omogoca reSevanje linearnih, nelinearnih in
diferencialnih enacb ter obdelavo podatkov. Pri obdelavi podatkov numeri¢ne podatke vnasamo,
transformiramo in shranjujemo. Shranjene podatke lahko regresiramo (z linearnimi, polinomnimi
in nelinearnimi regresijskimi tehnikami), analiziramo (z interpolacijo, odvajanjem, integriranjem
in drugimi statisti¢nimi izracuni) in prikazujemo graficno. Uporabo Polymatha v okviru vsebine
predmeta bomo prikazali na nekaterih Ze reSenih primerih iz poglavij od 2 do 8.

A.1 Primer 2-3 (reSevanje sistema linearnih enacb)

Primer lahko reS§imo z matemati¢énim paketom Polymath, in sicer uporabimo program za
reSevanje sistemov linearnih enacb LEQ. Enacbe za masne balance in pogoje za mnoZinske
deleze pripravimo v primerno obliko (enacbe od 1 do 6, primer 2-3, str. 28). Vhesemo znane

vrednosti za F, X11, X12, X13, X21, X31 iN X32. Dobimo naslednji sistem linearnih enacb:

0,2098 F1 - 0,047 F3 =90,0
0,7808 F; — 0,953 F3 — 100 X2, = 00
0,0094 F, —100x,3 = 0,0

Xoo + X3 = 0,1

Koeficiente pri neznankah F1, F3, X2, in X23 vnesemo v program, kot prikazuje slika A-1.

P& POLYMATH 5.0
File Edit Program ‘Window Help
= | H il | &= s | & @ |
Open Save LEQ) MLE DEQ REG Calculate | Units Const | Setup
) Linear Equations Solver - 0] x|

Murnber of inear equations I 4 'I
Fatrix of Coefficients and beta vector of constants * |

Fl| F | w22 | w23 | beta
NN i YT 0 10
“2]07e08 0953 00 0 0
30004 0 0 00 0
4|0 0 1 1 01

Slika A-1: Okno z vhodnimi podatki

1 M. B. Cutlib, M. Elly, M. Shacham, Numerical Solutions for Engineering and Science Problems. Polymath 5.1.
The CACHE Corporation, Austin, 2002.

145



Uporaba Polymatha

Po zagonu programa Polymath dobimo rezultat, ki ga prikazuje preglednica A-1. Izracunane
vrednosti za F1, F3, X22 In X23 se ujemajo z analiti¢no dobljenimi rezultati.

Preglednica A-1: Resitev primera 2-3, dobljena s Polymathom

POLYMATH 5.0 Results
Proizvodnja kisika nizke cistote. 06-11-2003

LEQ SOLUTION

[1] F1 = 523.95577
[2] F3 = 423.95577
[3] x22 = 0.0507482
[4] x23 = 0.0492518

LEQ REPORT

Coefficients matrix and beta matrix

Fl F3 x22 x23

0.2098 -0.047 0 0 | 90
0.7808 -0.953 -100 0 | 0
0.0094 0 0 -100 | 0

0 0 1 1 | 0.1

The equations

[1] 0.2098-F1 - 0.047-F3 = 90

[2] 0.7808:F1 - 0.953-F3 - 100-x22 = 0
[3] 0.0094-F1 - 100-x23 =0

[4] x22 + x23=0.1

General

Number of equations : 4

Data file: C:\Documents and Settings\Majda\My Documents\procesne
bilance\skripta\polymath-datotete\pbprimer3-3.pol

A.2 Primer 6-3 (transformacija numeri¢nih podatkovl)

Vnos in transformacijo numeri¢nih podatkov bomo prikazali na primeru 6-3 s strani 99, pri
katerem razpolagamo z eksperimentalnimi podatki merjenja gostote benzenovih par v tlaénem
obmocju od 31,047 bar do 48,708 bar pri 563,15 K.
Predpostavljeno je, da podatki ustrezajo virialni enacbi stanja:
PV =1+ B + %

RT V., V.

m

kjer sta B in C funkciji temperature (visje ¢lene zanemarimo).

Podatke iz preglednice 6-4 na strani 99 vnesemo v prvi in drugi stolpec Polymathovega okna

Data Table, ki ga uporabljamo za vnos in transformacijo podatkov (preglednica A-2).
Stolpca X in Y sta definirana kot funkciji stolpcev p in V. Funkcijske odvisnosti so lahko

poljubne — npr. pretvorba podatkov iz enih merskih enot v druge, transformacijske odvisnosti itd.

1 M. B. Cutlib, M. Elly, M. Shacham, Numerical Solutions for Engineering and Science Problems. Polymath 5.1
Help Contents. The CACHE Corporation, Austin, 2002.
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V nasem primeru smo uporabili transformacijski funkciji za linearizacijo nelinearnega
regresijskega modela. S transformacijama:

x:i.103 in Y=V PV _
V RT

m

smo izracunali transformirane koordinate X in Y (slika A-2). Imena stolpcev, ki so definirani kot
funkcije drugih stolpcev, so modre barve in podértana. Transformirane koordinate v preglednici
A-2 so prakti¢no identi¢ne transformiranim koordinatam v preglednici 6-5 na strani 101.

Preglednica A-2: Podatki in transformirane koordinate za molsko
prostornino hlapov benzena pri 563,15 K.

(}l Data Table =101 x|
RO01: CO01 = [31.047

b | wm | ¥ | ¥ | o .
ol E3.047 1114 089766607 29118219 —
02 [2z0s 1057 093720712 | 25551495
03 |33033 1013 0957166R3 | -209.09655
04 [34340 95 10460251 | 20576094
05 |35637 00 11111111 | 25354722
I EAE 842 11576485 | -200.04825
07 |28500 7T 12970169 2771762
08 |40571 707 14144272 27391993
09 [42345 B45 15479876 2586153
10 [44169 R 16920474 25153735
11 [46.084 RO 19762845 2540207
12 |47695 443 22573363 24310867
13 [48708 5 25906736 27101539
_14 |
I S
4| »

Data Table | Regression | Apalysis | Prepare Graph

Column defintion x|
Define a column as function of other calumns: X
# x| = [1meo3
Example:
Eulgt:::Co?fnil;::rf:;:;ioaifiensi‘tivn Ext | Llear | Clear alll Evaluate I

Slika A-2: Transformirni funkciji
El:llumn defintion Xl zaXinY

Define a colurmn as function of other columns: Y

[ x| = [MrlprmdE3.15°563.15)1)

Example:

C03 = COY - (CO1+2*COZNE E xit | LClear | Clear a||| Evaluate I
Muote: Column names are case sensitiv

V preglednici A-3 je zbranih nekaj dodatnih uporabnih transformacij funkcij, ki se obic¢ajno
pojavljajo v znanosti in tehniki.
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Preglednica A-3: Uporabne transformacije funkcij v linearne funkcije

Originalna funkcija X Y Linearna funkcija
y=ax" X =g x Y=Igy Y =lga+b X
y=ae’* X =X Y=Iny Y=Ina+b X
y=ab” X =X Y=Iny Y=Ina+InbX
y=a+b/x X =1/x Y=y Y=a+b-X

y=x/(a+b x) X =1/x Y =1y Y=aX+b

A.2.1 Regresija

Z numeri¢nim programskim paketom Polymath lahko izvajamo linearno in polinomno regresijo,

veckratno (multiplo) linearno regresijo in veckratno nelinearno regresijo.

Linearna in polinomna regresija

Ta del racunalniskega programa prilagodi polinom oblike:
P(X)=a,+a, Xx+a, X*+...+a, X",
kjer so a,, a,, ..., a, regresijski parametri za N podanih vrednosti x (neodvisna spremenljivka) in

y (odvisna spremenljivka). Najve¢ja dovoljena stopnja polinoma je N —1, torej je n< N —1.
Program izrauna koeficiente a,, a,, ..., a, z metodo najmanjiih kvadratov. Ce je stopnja

polinoma 1, je polinomna regresija linearna regresija.

Veckratna linearna regresija

Ta del racunalniSkega programa prilagodi linearno funkcijo oblike:
V(X5 Xyy oy X)) =8+ X, +8, X, +...4+8, X,

kjer so a,, a,, ..., &, regresijski parametri za N podanih vrednosti X, X,, ..., X, (neodvisne

spremenljivke) in y (odvisna spremenljivka). Stevilo podatkovnih todk N mora biti veje od
n+1, torej je N >=n+1. Program izracuna koeficiente a,, a,, ..., 8, z metodo najmanjsih

kvadratov.

Veckratna nelinearna regresija

Ta del racunalniSkega programa prilagodi nelinearno funkcijo oblike:
y=f0 %, 0 X 89, &, 8y, 8,),
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kjer so a,, a,, ..., a, regresijski parametri za N podanih vrednosti X, X,, ..., X, (neodvisne

m
spremenljivke) in y (odvisna spremenljivka). Stevilo podatkovnih to¢k N mora biti vegje od
m+1, torej je N >m+1. Program uporablja Levenberg-Marquardtov algoritem? za iskanje
minimuma vsote kvadratov odstopanj in Se dve dodatni implementaciji Levenberg-Marquardtove
metode, ki lahko po potrebi preklopijo iz osnovnega algoritma na metodo najhitrejSega spusta

(method of steepest descent?).

Od moznih regresij podatkov bomo na primeru podanih eksperimentalnih vrednosti za molsko
prostornino benzenovih hlapov pri 563,15 K (primer 6-3 na strani 99) predstavili linearno
regresijo s Polymathom.

Eksperimentalni podatki (prvi in drugi stolpec) in njihove transformirane koordinate (tretji in
Cetrti stolpec) so podani v oknu Data table (preglednica A-2). V podoknu Linear & Polynomial
okna Regression izberemo za odvisno spremenljivko transformirano koordinato Y in za
neodvisno spremenljivko transformirano koordinato X. Za linearno regresijo izberemo polinom
1. stopnje. Navedene izbire so prikazane na sliki A-3.

Novo funkcijo s transformiranimi koordinatami in rezultate, dobljene z linearno regresijo,
prikazuje slika A-4. Iz slike je razvidno, da se skoraj vse toc¢ke prilegajo premici (polinom 1.
stopnje). Zato lahko zapisemo, da je Y =a, +a, X. Pri tem je a, naklon premice in a, odsek na

Y osi.

Program Polymath izracuna vrednosti za regresijska parametra a, =-322,76 in a, =35,28, kar je

razvidno iz preglednice A-4. 1z nje sta razvidna tudi intervala zaupanja za regresijska parametra:
za a, je a,*t1583, za a, pa a £1,024. Regresijski model je stabilen in statisticno utemeljen,
kadar so dolzine intervalov zaupanja mnogo manjSe (ali vsaj manjSe) kot absolutne vrednosti
ustreznih parametrov. Nestabilen model lahko daje zelo nenatan¢ne in nesmiselne vrednosti celo
za manjSe obmocje ekstrapolacije. Pri nestabilnem modelu lahko ze majhna sprememba pri
podatkih (dodajanje ali odstranjevanje podatkovne tocke) povzroCi velike spremembe pri

vrednostih izraCunanih parametrov.

2W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, Numerical Recipes, Cambridge University Press,
Cambridge, 1986, str. 523-528 in str. 302.
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=]
Linear & Polynomial T Fultiple linear T MHonlinear 1 ol Bl
. _ [+ Residuals
o dert Voariabd m [~ Palynomial Integration
enendent Yariahle - | 1 Eoanomalmegraarn
i [~ Palynomial Dervative 7 Bepor

Independert Y ariable Ix v| — Integration Boundaries Stare Madsl in
1= I r column

1 - K2 = |—

3 _I — Derivative Foint

[~ Through arigin oo I—

Palynomial Degree

Data Table  Regression | Analyziz I Prepare Eraphl

Slika A-3: Izbira opcij za izvedbo linearne regresije

-220.00

Transformirane koordinate za primer 6-3

-z2enn b

2300

24700

25600 |

-2E5.00  F

240

-zason b

Majboljiza premica shkozi tocke

-292.00

a0

21000 . . ) . . . . ) .
0.2 [LR=H] 1.16 1.24 1452 1.70 1.08 206 1.4 1.4z 260

Slika A-4: Regresija linearne funkcije
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Koeficienta korelacije R in determinacije RZ;

ta za presojo ustreznosti modela. Model naj bi predstavljal podatke pravilno, kadar je vrednost

znaSata 0,998 1 in 0,997 9. Pogosto se uporablja-

korelacijskih koeficientov blizu 1. V nekaterih primerih to ne drzi. Zato za dokon¢no presojo
primernosti modela uporabimo diagram odstopanj, korelacijska koeficienta pa uporabimo za

primerjavo razli¢nih regresijskih modelov iste odvisne spremenljivke.

Preglednica A-4: Rezultati linearne regresije

POLYMATH Results
No Title 02-26-2004

Linear Regression Report

Model: Y =a0 + al*X

Variable Value 95% confidence
a0 -322.75817 1.5831518
al 35.280764 1.0243375
General

Regression including free parameter
Number of observations = 13

Statistics

RA2 = 0.9980896
R”2adj = 0.9979159
Rmsd = 0.2205779
Variance = 0.7475119

Varianco in RMSD (koren iz povprecnega kvadrata odstopanj), v naSem primeru sta to vrednosti
0,747 5 oziroma 0,220 6, prav tako kot korelacijska koeficienta uporabljamo za primerjavo razli-
&nih regresijskih modelov, ki predstavljajo isto odvisno spremenljivko. Cim manje so vrednosti
variance in standardnega odklona, tem bolj to¢en je regresijski model.

Polymath prikaZe graf odstopanj (napak) med eksperimentalnimi in izraCunanimi vrednostmi
odvisne spremenljivke kot funkcijo eksperimentalnih vrednosti (slika A-5). Ce so odstopanja
nakljucno porazdeljena okoli osi x =0 (ni¢elna napaka), predstavlja izbrani regresijski model
dobro prileznost tock, podatke pa korektno. Ce bi odstopanja kazala na jasen trend, bi bil izbrani
model napagen. Ce obstaja totka z zelo veliko absolutno vrednostjo odstopanja glede na
preostale tocke, jo lahko odstranimo.

Izbor najbolj primernih regresijskih modelov je podan v literaturi®.

Aproksimacijsko formulo za parni tlak tekocega benzena pod temperaturo vrelis¢a dobimo iz
virialne enacbe (primer 6-3) in je naslednja:

¥ M. Shacham, N. Brauner, M. B. Cutlib, Replacing the Graph Paper by Interactive Software in Modeling and
Analysis of Experimental Data, Comput. Appl. Eng. Educ., 4/3, 1996(b), str. 241-251.
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Diferencni graf za primer 6-3

2 Yewp -Yealo

043

o
o

-1.20 o

W exp

000 -301.00 -292.00 -283.00 -2F4.00 -265.00 -256.00 -247.00 -232.00 -Z2A.00 -220.00

Slika A-5: Odstopanja med izracunanimi in eksperimentalnimi vrednostmi odvisne spremen-

ljivke kot funkcija eksperimentalnih vrednosti

B=a, =-32276

C-10° =a, =35,28

|

oziroma v prvotni obliki:

PVin

RT

C

—1} =B+—=-322,76+
Vv

m

pVv,, 322,76 35,28 x10°
=1- + .

RT

Enacba velja za podano obmocje meritev, kadar so podatki

V,

m

prostornino v cm*/mol.

152
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m
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A.3 Primer 6-5 (humeri¢na interpolacija)

Od mozZnih analiz podatkov bomo predstavili interpolacijo. V Polymathu so za interpolacijo na
voljo trije algoritmi: racionalna (RATINT), kubi¢na (SPLINT) in linearna funkcija (LINEAR)4.
Pri algoritmu RATINT podatke aproksimiramo z racionalnimi funkcijami — kvocienti
polinomov. Pri algoritmu SPLINT gre krivulja skozi prilezni tocki, zato je gladka v svojem
prvem odvodu in zvezna v svojem drugem odvodu. Pri algoritmu LINEAR gre premica skozi

dve tocki, ki sta prilezni vrednosti neodvisne spremenljivke, za katero je interpolacija zahtevana.

Interpolacijo bomo izvedli na primeru 6-5 s strani 108, kjer imamo podan parni tlak tekocega
acetonitrila (CH3CN) pri treh temperaturah. Eksperimentalni podatki so podani v Polymathovem
oknu Data table (preglednica A-5).

Preglednica A-5: Eksperimentalni podatki za parni tlak acetonitrila pri treh temperaturah.
{:I Data Table -0l x|

ROD1:CO01= |268 15

TK | prasPa | ooz | coda | cos -
01 | 26215 2670

02 | 299.05 2000

03 | 30015 13330

04

05

0E

07

0e

03

10
11

12

il o

Diata Ial:-lel Flegresginnl Analysis | Prepare Graph

Z algoritmom LINEAR smo izvedli linearno interpolacijo pri T =280,85 K (slika A-6). Kot
rezultat smo dobili vrednost parnega tlaka 5908,8 Pa.

*W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, Numerical Recipes, Second Edition, Cambridge
University Press, Cambridge, 1992, str. 99-110.
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& Dpata Table ; - 10| x|

Interpolation T Differentiation T | ntegration
Indep wanable walue IEED.EE
Calculated vaue | 5a08.8038

Solve with |LIMNEAR -

Datalal:ulel Regrezsion  Analpsis I Frepare graphl

Slika A-6: Rezultat linearne interpolacije parnega tlaka acetonitrila pri 280,15 K

V preglednici A-6 so primerjani rezultati interpolacij, dobljeni z vsemi tremi v Polymath
vgrajenimi moznimi algoritmi, z eksperimentalno vrednostjo. Vidimo, da smo najboljSe rezultate
dobili s kubi¢no interpolacijo (absolutna vrednost odstopanja je 0,2 %), ki jo predstavlja
algoritem SPLINT.

Preglednica A-6: Primerjava rezultatov interpolacij v Polymathu, dobljenih z vgrajenimi
algoritmi, z eksperimentalno vrednostjo 5 332 Pa.

p"™° / Pa Napaka / %
LINEAR 5908,8 10,8
SPLINT 5319,8 —0,2
RATINT 5430,6 1,8
eksperimentalna vrednost 5332,0
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PRILOGA B

Primeri, reseni s programom Excel

B.1 Primer 6-1 (transformacija koordinat in regresija)

V primeru 6-1 moramo parametre Clapeyronove enacbe za parni tlak benzena poiskati z
linearno regresijo. Resitev moramo poiskati za temperaturo v K in tlak v bar. Za Clapeyronovo

enacbo

izberemo transformaciji X :—% in Y =In p™. Excelova preglednica B-1 prikazuje v prvem

stolpcu podatke za temperaturo v °C, v drugem stolpcu podatke za parni tlak benzena v mmHg.
Podatki so vzeti iz preglednice 6-2. Stolpca 3 in 4 vsebujeta z Excelom pretvorjene podatke za
temperaturo v K in tlak v bar. V stolpcu 5 je z Excelom izvedena transformacija X in v stolpcu 6
transformacija Y.

Preglednica B-1: Excelova preglednica z eksperimentalnimi podatki in transformacijami

---_

-36.7 236.45 0.001332 -0.00423 -6.62107371
-19.6 5 253.55 0.00666 -0.00394 -5.01163579
-115 10 261.65 0.01332 -0.00382 -4.31848861
-2.6 20 270.55 0.02664 -0.0037 -3.62534143
7.6 40 280.75 0.05328 -0.00356 -2.93219425
15.4 60 288.55 0.07992 -0.00347 -2.52672914
26.1 100 299.25 0.1332 -0.00334 -2.01590352
42.2 200 315.35 0.2664 -0.00317 -1.32275634
60.6 400 333.75 0.5328 -0.003  -0.62960916
80.1 760 353.25 1.01232 -0.00283 0.012244726

Iz stolpcev X in Y nariSemo raztresen graf. Grafu poiS¢emo linearno prileganje, tako da
kliknemo jezi¢ek Layout, nato Trendline; iz seznama, ki se odpre, izberemo orodje More
Trendline Options. V novem oknu Format Trendline izberemo:

e Linear Trend/Regression Type,
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e Display Equation on chart in
e Display R-squared value on chart.
VneSene nastavitve v oknu Format Trendline prikazuje slika B-1.

» “
Format Trendline l @ &J
| Frendine Options|| | Trendline Options

Line Color Trend/Regression Type

Line Style 7| Exponential

Shadow §
=+ @ Lnear
i ) Logarithmic
Il @ pelynomial Order: |2
L Power
(0) Moving Average Perind: |2

Trendline Name

@ Automatic : Linear (y)

) Custom:

Forecast

Eorward: |0.0 periods
Backward: (0.0 periods

[C] setIntercept= 0.0
Display Equation on chart
Display R-squared value on chart

Close

e

Slika B-1: Vneseni podatki v oknu Format Trendline

Ko zapremo okno Format Trendline, se nam na grafu pokaze linearno prilegajoca se krivulja,
modelna enacba za linearno prileganje in statisti¢no merilo regresijskega modela R (slika B-2).

Regresijski graf
=22
-0.0044 -0.0039 -0.0034 /égzs
/0/ 2
E )/Q)/ 3 .y
4 —Linear (Y)
/‘/’/ -
2 - Y =4686.5X+13.531
X ! R?=0.9915

Slika B-2: Graf eksperimentalnih podatkov z linearnim prileganjem, modelno enacbo za linearno
prileganje in R
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Z Excelom smo ocenili, da je modelna enacba za linearno prileganje (za regresijsko krivuljo)

Y =4586,5X +13,531

nas

Kersta X = _Ti in Y =In p™ se enacba preoblikuje v

Inp™ =- 45_?_6’5 +13,531

Dobili smo torej Clapeyrovovo enacbo za parni tlak benzena, ki velja za temperaturo v K in tlak
V bar.

B.2 Primer 7-1

Algebrsko enacbo z eno neznanko iz primera 7-1 bomo resili z Excelovima orodjema Goal Seek
in Solver. Za oba reSevalnika moramo algebrsko enacbo izraziti v obliki f(x) =0. V primeru

7-1 je algebrska enacba van der Waalsova enacba, ki jo moramo preoblikovati v

RT a

fV,)=——— —p=0
Vo) =y —py P

Resitev 7 Goal Seekom

Definirati moramo celico za spremenljivko V,,, ki jo zelimo spreminjati, in celico za funkcijo
f(Vm), katere resitev is¢emo. Iz slike B-3 je razvidno, da smo v celico C9 vnesli ocenjeno
vrednost za Vy, ki je 300 cm*/mol, v celico C7 pa smo zapisali funkcijski izraz f(V,) kot

=C4*C2/(C9-C6) - C5/C"2-C3, tj.  =C4-C2/(C9—-C6)-C5/C9? —C3

ker smo predhodno v celico C4 vnesli vrednost R, v celico C2 vrednost T, v celico C6 vrednost
b, v celico C5 vrednost a in v celico C3 vrednost p. Kot rezultat se za f(V,,) izraCuna vrednost
—10,79, kar je res za ocenjeno vrednost V. =300 cm*/mol. To ni resitev algebrske enacbe, saj
moramo Vv reSitvi dobiti za funkcijo f(V,,) vrednost 0 ali pa vsaj dober priblizek vrednosti 0.
Resitev pois¢emo z orodjem Goal Seek, ki ga najdemo, ¢e v Excelu kliknemo jezicek DATA,
nato What-If Analysis; iz seznama, ki se odpre pa izberemo orodje Goal Seek. V oknu orodja
Goal Seek definiramo

e ciljno celico C7, v kateri bo rezultat (Set cell),

e zeleni rezultat, 0 (To value) in

e celico C9, v kateri se bo spreminjala vrednost V,, (By changing cell).
Vnesene podatke prikazuje slika B-3.
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c7 - fe | =c4*C2/(C9-C6) - €5/C972-C3

A B C D E F G H I J K L
1 |Spremenljivka Vrednost Enacha
2 |T 173.15 T=173.15K [— Pl
3 |p 50.66 p =50.66 bar
a R 83.14 R=83.14 cm’ bar/{mol K) N c7 .3
5 a 1369000 a=1.369x10° bar (em®/mol)* TEes o
6 b 38.64 b = 38.64 cm*/mol By changing cell: |cs %
7 (V) | -10-?911?92! SIVe)=RT(V-b)-alV ' -p | ok || cancel |
8 |V 284.1628701 V.=RT/[p | )
9V, 300 Vo=V

Slika B-3: Vnos podatkov, definiranje ciljne celice, Zelenega rezultata in celice z neodvisno
spremenljivko

Ko v oknu orodja Goal Seek kliknemo tipko OK, program za¢ne iskati resitev in izvaja iteracije.

Ce je resitev dosezena, se v celici C9 izpise vrednost neodvisne spremenljivke Vi, V celici C7 pa
vrednost funkcije f(Vy). V nasSem primeru je resitev V,, = 221,41 cm®mol. Vrednost f(V,,) znasa

9,534x10°, kar je dober priblizek ni¢li. Ker je v primeru 7-1 zahtevan tudi izradun idealne
molske prostornine V,,, smo ta izra¢un izvrsili tako, da smo v celico C8 zapisali izraz

=C4*C2/C3,
Kjer celica C4 vsebuje vrednost R, celica C2 vrednost T in v celica C3 vrednost p. Idealna

molska prostornina, Vi, znasa 284,16 cm®/mol. Resitev, dobljena z orodjem Goal Seek, je
prikazana na sliki B-4.

| c7 - fi | =CA*C2/(C9-C6) - C5/C9"2-C3
A B C D E F G H | ] K L
1 Spremenljivka Vrednost Enactba
2 |T 173.15 T=173.15K Goal Seek Status P | —de-
3 p 50.66 D =50.606 bar
s Goal Seeking with Cell C7
14 R 83.14 R =83.14 cm™ bar/{mol K) found & solution.
5 |a 1369000 a =1.369x10° bar (em*/mol)* Targetvalue: 0
& b 38.64 b=38.64 cm’/mol Currentvalue: 9.53395E-05
7 (V) 9.53395E-05] SV =RT/(V -b)-alV, -p Eok | | cancel |
8 |V i 284.1628701 V.=RT/p
9 |V 222.4089642 Vo=V

Slika B-4: Resitev van der Waalsove enacbe z orodjem Goal Seek

Resitev s Solverjem

Orodje Solver moramo pred prvo uporabo aktivirati po postopku:
e v osnovnem Excelovem oknu kliknemo na Office Button skrajno levo zgoraj,
e Vv oknu, ki se odpre, kliknemo Excel Options,
e v tem oknu izberemo Add-ins kategorijo,
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e v seznamu Manage izberemo Excel Add-ins in kliknemo Go,
e odpre se okno z raznimi programi, v katerem izberemo program Solver Add-in in kliknemo
OK.
Ce odpremo jeziek Data, v skupini Analysis najdemo program Solver.

Z orodjem Solver sedaj lahko resimo primer 7-1. Enako kot pri orodju Goal Seek moramo
definirati celico za spremenljivko V,,, ki jo Zelimo spreminjati, in celico za funkcijo f(V,,), katere
resitev i8¢emo. Iz slike B-5 je razvidno, da vsebuje celica C9 ocenjeno vrednost za V,,, celica C7
vsebuje funkcijski izraz f(V,), ki je zapisan na strani 153. Kot rezultat se za f(V,) izracuna
vrednost —10,79, kar velja za ocenjeno vrednost V. =300 cm®/mol. Algebrska enacba bo
reSena, ko bo vrednost funkcije f(V,,) enaka O ali bo vsaj dober priblizek vrednosti 0. Ko
kliknemo na ikono Solver, se odpre okno, v katerem definiramo:

e ciljno celico C7 (Set target cell),

e zelen rezultat, 0 (Equal to: izmed treh moznosti izberemo Value of ) in

e celico C9 (ker se bo samo v tej celici spreminjala vrednost V,, (By changing cells).
VneSene podatke na Excelov delovni list in v okno orodja Solver prikazuje slika B-5.

c7 - fe | =ca=c2/(c9-cs) - cs/C9m2-C3

A B C D E F G H
1 Spremenljivka Vrednost Enacha
2 |T 173.15 T=173.15K
3 p 50.66 P =50.66 bar
4 |R 83.14 R =83.14 cm® bar/{mal K}
5 |a 1369000 a=1.369%10° bar (cm’/mol)®
6 b 38.64 b=38.64 cm*/mol
7 V) E -10.7911732 FIV=RTAV o-0)-a/V -p
8 V. 284.1628701 V.=RT/p
5 ¥V, 300 [
ii [ Solver Parameters ﬁw
12 Set Target Cell: sCs5 7]
13 Equal To: ) Mi : ]
14 ;y Changing Ce-lls !\—13’( - o yeeer
5| e
i: Subject to the Constraints:
18 i b
1
= Al Delete
. s
23 | T

Slika B-5: Vneseni podatki ter definiranje ciljne celice, zelenega rezultata in spremenljive celice
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Izracun zacnemo s klikom na Solve v Solverjevem oknu. Program zac¢ne z izraCunavanjem
iteracij. Ce je resitev dosezena, se pojavi novo Solverjevo okno s sporocilom, da je Solver nasel

reSitev. V celici C9 se izpiSe vrednost neodvisne spremenljivke Vi, v celici C7 pa vrednost
funkcije f(Vy,). V naSem primeru je reSitev V, =22241 cm®mol. Vrednost f(V,) znasa

8,517-107, kar je dober priblizek nicli. Ce v oknu izberemo moZnost Keep Solver Solution,
ostanejo rezultati na Excelovem delovnem listu. Ce izberemo mozZnost Restore Original values,
se vrednosti v celicah povrnejo na zacetno stanje (pred zacetkom racunanja). V naSem primeru
smo reSitev obdrzali. Idealno molsko prostornino V,,, smo tako kot pri reSevanju z orodjem Goal
Seek izracunali v celici C8 z zapisom izraza, Ki je predstavljen na strani 154. Idealna molska
prostornina, Vi, znasa 284,16 cm®mol. Dobljeno resitev z orodjem Solver prikazuje slika B-6.

c7 - S | =CA*C2/(C9-Ch) - C5/C92-C3
A B C D E F G H
1 Spremenljivka Vrednost Enacbha
2 |T 173.15 I=173.15K
3 p 50.66 D =50.66 bar
4 R 83.14 R =83.14 cm® bar/{mol K)
5 |a 1369000 a =1.369x10° bar (cm’/mol)?
6 b 38.64 b=38.64 cm’/mol
7 V. | 8.51623E-07 AV )=RTHV o-b)-alV 2 -p
8 Vi 284.1628701 V.=RT/p
9 V. 222.4094968 Vo=V
10
11 Solver Results ﬁ
12
13 Solver found a solution. All constraints and optimality
- conditions are satisfied. Reports
Answer -

15 @ Sensitivity
16 =t Limits

(") Restore Original Values i
17
18 [ oK ] [ Cancel ] [ Save Scenario... ] [ Help ]
19

_— _———

20

Slika B-6: Resitev van der Waalsove enacbe z orodjem Solver

B.3 Primer 8-1 (sistem linearnih enacbh)

Sistem treh linearnih enacb s tremi neznankami iz primera 8-1 na strani 136 bomo resili z

inverzno matriko. Sistem linearnih enacb v matri¢ni obliki zapiSemo kot

A-X=B
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Ce je determinanta matrike razli¢na od ni¢, je matrika regularna in sistem enacb ima samo eno

resitev. V tem primeru lahko z matemati¢no operacijo

X=A"-B

izraCunamo Vektor X, ki hrani izraCunane vrednosti spremenljivk X;.

V resevanem primeru Sta

2 7 -4 4
A=l 3 5 -5 in B=|1
8 -2 -1 3

ReSevanje z Excelom:
Resevanje je razvidno iz slike B-7. Elemente matrike A smo zapisali v celice od B3 do D5.
Matriko-stolpec B smo zapisali v celice od B7 do B9. V celici B11 smo izracunali determinanto

matrike A, tako da smo se postavili na celico in zapisali enacbo za klic funkcije:

=MDETERM(B3:D5)

ter s klikom tipke F2 in zaporedja tipk CTRL + SHIFT + ENTER aktivirali formulo. Vrednost
determinante je — 45, zato ima sistem enacb natanko eno resitev.

Do resitve pridemo z uporabo funkcij MINVERSE in MMULT. S funkcijo MINVERSE dobimo
inverzno matriko A, tako da ozna¢imo prazne celice, v Katerih se naj zapiSejo elementi inverzne

matrike (v naSem primeru so to celice 0d B13 do D15). Zapisemo enacbo za klic funkcije
=MINVERSE(B3:D5)

ter s klikom tipke F2 in zaporedja tipk CTRL + SHIFT + ENTER aktiviramo formulo. Kot
rezultat dobimo inverzno matriko v celicah od B13 do D15.

Regitev sistema enatb dobimo z mnoZenjem inverzne matrike A® z matriko B. MnoZenje
izvedemo s funkcijo MMULT. Oznacimo prazne celice za rezultat (v nasem primeru so to celice
od B17 do B19) in zapisemo formulo za klic funkcije MMULT:

=MMULT(B13:D15;B7:B9)

ter s klikom tipke F2 in zaporedja tipk CTRL + SHIFT + ENTER aktiviramo formulo.
Slika B-7 prikazuje vneSene podatke, izraCunano determinanto in reSitev primera 8-1. Kon¢ni
rezultat je na sliki prikazan v celicah od B17 do B19.
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det A

= |
(TERY T

A_1

o B

16
17
18 X
19

-45

0.333333

0.822222
1.022222

C D
7 -4
3 -3
-2 -1

-0.33333 0.333333

-0.75556 0.4385883
-1.15556 0.638889

Slika B-7: Podatki, determinanta in resitev primera 8-1





