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Predgovor

Ucbenik pred vami je nastajal kar nekaj ¢asa, in letnica izdaje na prvi strani se
je tekom priprave ve¢ kot enkrat spremenila. Nastal je na osnovi predavanj in
vaj iz matematike, ki jih poslusajo Studenti na zacetku studija na Fakulteti za
kemijo in kemijsko tehnologijo Univerze v Mariboru, zato lahko po njem posezejo
predvsem sStudenti tehniskih usmeritev.

Kadarkoli zelis matematiko predstaviti bodo¢im inzenirjem, si v razcepu med
poenostavljanjem matematicnih dejstev in njihovo korektnostjo. Trudila sva se
voziti po vmesni poti; biti eksaktna in obenem razumljiva. Predstavljena tem-
atika je resda ze pokrita v vecjem Stevilu podobnih slovenskih ali tujejeziénih
ucbenikov, a zelela sva zdruziti v celoto teorijo z velikim Stevilom resenih nalog,
karerih poteki resitev so natanéno pojasnjeni.

Iskreno se zahvaljujeva obema recenzentoma, ddr. Janezu Zerovniku in dr.
Aleksandri Tepeh, za zelo skrben pregled teksta in vse pripombe, ki so pripomogle
h kvaliteti samega ucbenika. Prav tako se zahvaljujeva najinim studentom, ki so
kot pod drobnogledom nasli napake, ki so avtorjema usle.

Petra Zigert Pletersek in Matevz Crepnjak






Uvodno poglavje

V uvodu se bomo spoznali z osnovnimi simboli logike, ki jih bomo vseskozi potre-
bovali pri zapisovanju matematicnih pojmov. Seznanili se bomo z mnozicami in
preslikavami. Poleg tega bomo spoznali nekatere algebrske strukture, ki jih bomo
kasneje potrebovali pri vpeljavi realnih in kompleksnih stevil.

1.1 Logika in mnozZice

LOGIKA

Zelo poenostavljeno bi lahko povedali, da je logika veda, ki proucuje nacela
pravilnega misljenja.

Osredotocili se bomo na izjave in njihovo povezovanje s tako imenovanimi iz-
javnimi povezavami oziroma logi¢nimi operatorji. Izjava je trditev, ki ima le eno
lastnost, in sicer je bodisi resni¢na bodisi neresnicna:

Sedim na predavanjih in zunaj sije sonce.

Izjava, ki je sestavljena iz ene same trditve, je enostavna izjava, v nasprotnem
govorimo o sestavljeni izjavi. Enostavne izjave, ki jih obi¢ajno oznacujemo z
malimi tiskanimi ¢rkami p, q, 7, . . ., z izjavnimi povezavami povezemo v sestavljene
izjave, ki jih oznac¢ujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami z zacetka abecede A, B, . . ..
Ce je izjava p resnicna, pravimo, da ima logicno vrednost 1, in piSemo p = 1, sicer
je neresni¢na in ima logi¢no vrednost 0 in piSemo p = 0.

Zgled 1. Preverimo logicno vrednost enostavnih izjav p in q:
p... 8 je sodo stevilo,
q... 8 je prastevilo.

Izjava p je resni¢na in ima logi¢no vrednost 1 (p = 1), izjava ¢ je neresni¢na in
ima logi¢no vrednost 0 (¢ = 0).



1.1.

LOGIKA IN MNOZICE

Navedimo najpogostejSe izjavne povezave, ki povezujejo dve enostavni izjavi
v sestavljeno izjavo. Poleg teh bomo omenili Se eno posebno izjavno povezavo, in
sicer je to negacija, ki deluje samo na eni izjavi.

(i)

(i)

Negacija —

—p ... nep oz nires, dap

Izjava —p je resni¢na natanko tedaj, ko je p neresnicna izjava, kar lahko
prikazemo s pravilnostno tabelo:

pjp
1] 0
01 1

Zgled 2. Negirajmo izjavo p 1z Zgleda 1 in dolocimo njeno logicno vrednost.
A = =p ... 8nisodo stevilo (A =0.)

Disjunkcija V
pVq...palig

Sestavljena izjava p V ¢ je resnicna, ko je resnicna vsaj ena od izjav p ali gq.
Tudi v tem, in prav tako v vseh nadaljnih primerih izjavnih povezav, lahko
uporabimo pravilnostno tabelo:

pla|prVg
11 1
1jof 1
01 1
0[0] o

Zgled 3. Poiscimo disjunkcijo izjav iz Zgleda 1 in dolocimo njeno logicno
vrednost.

A=pVgq...8jesodo stevilo ali prastevilo (A =1.)

Konjunkcija N

pAqG...pingq

Sestavljena izjava p A ¢ je resni¢na natanko tedaj, ko sta resni¢ni obe izjavi
pin q:

Matevz Crepnjak 8 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 1. UVODNO POGLAVJE

Plq|pPNg
111 1
110 0
0]1 0
0]0 0

Zgled 4. Poiscimo konjukcijo izjav i1z Zgleda 1 in doloc¢imo njeno logicno
vrednost.

A=pAq...8jesodo stevilo in hkrati prastevilo (A = 0.)
(iv) Implikacija =

p=q ...z psledi ¢ (¢e p, potem q)

Sestavljena izjava p = ¢ je neresni¢na natanko tedaj, ko je p resni¢na in ¢
neresnicna izjava. V vseh ostalih primerih je ta izjava resni¢na:

Pla|prP=4qg
111 1
110 0
01 1
00 1

Zgled 5. Poiscimo obe implikaciji izjav iz Zgleda 1 in dolocimo njuni logicni
vrednosti.

A=gq=p...ceje 8 prastevilo, potem je 8 sodo stevilo (A =1.)
B=p=q...ceje8 sodo stevilo, potem je prastevilo (B = 0.)

(iv) Ekvivalenca <
p < q ... pje ekvivalentno ¢ (p natanko tedaj ko q)

Sestavljena izjava p < ¢ je resni¢na natanko tedaj, ko sta p in q obe resni¢ni
ali pa obe neresni¢ni:

Plapreg
11 1
10 0
01 0
0]0 1
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1.1. LOGIKA IN MNOZICE

Zgled 6. Poiscimo ekvivalenco izjav 1z Zgleda 1 in dolo¢imo njeno logic¢no
vrednost.

A=p<q...8 jesodo stevilo natanko tedaj, ko je 8 prastevilo (A =0.)

Vrstni red delovanja izjavnih povezav dolo¢imo z oklepaji in upostevanjem
prioritete izjavnih povezav, ki je sledec¢a (od najmoc¢nejse do najsibkejse):

T U <>

Na primer, v sestavljeni izjavi (—p) V ¢ je oklepaj odvecen in jo lahko pisemo kot
“pVg.

Pravimo, da sta izjavi A in B enakovredni, A ~ B, ko imata enako logi¢no
vrednost za vsak nabor enostavnih izjav, ki vstopajo vanju.

Omenimo, da so disjunkcija, konjunkcija in ekvivalenca komutativne in aso-
ciativne izjavne povezave, medtem ko implikacija teh lastnosti nima:

komutativnost asociativnost
pVa~qVp, (pVa)Vr=pV(gVr),
pPAGRqADp, (pAg)Ar=pA(gAT),
P qrqep, Pegdermpe@er).

Zgled 7. Podajmo primer enakovrednih sestavljenih izjav.

S pravilnostno tabelo se lahko prepricamo, da sta naslednji sestavljeni izjavi
enakovredni:

pegrpP=q9A(Gg=Dp).

p qlpeqlp=q9 N (¢=Dp)
00 1 1 1 1
01| 0 1 0 0
1 0] o 0 0 1
1 1] 1 1 1 1
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POGLAVJE 1. UVODNO POGLAVJE

Nastejmo Se nekatere pomembnejse enakovredne izjave, ki jih lahko hitro pre-
verimo s pravilnostno tabelo:

p=q=-pVgq

pE g p e g

—(pAq)~-pV-q ... DeMorganov zakon

—(pVq)~-pA-q ... DeMorganov zakon
pV(gAT)=(pVqg A(pVr) ... distributivnost
pA(gVvr)=(pAqV(pAr) ... distributivnost

Zgled 8. Preverimo enakovrednost nasledngjih izjav.

. p=qgr-q= —p:

Enakovrednost lahko preverimo s pravilnostno tabelo:

P q|P=q| 9= "p
0 0 1 1
0 1 1 1
10 0 0
11 1 1

Lahko pa tudi z uporabo enakovrednih izjav, ki smo jih zgoraj navedli:

p = q¢ =
-p V q¢ =
q V p =
-q = -p.

2. 2(p=>q)=pA-q:

Na podoben nacin s pomocjo pravilnostne tabele lahko bralec sam preveri
drugi primer, mi pa bomo uporabili enakovredne izjave:

Matevz Crepnjak 11 Petra Zigert Pletersek



1.1. LOGIKA IN MNOZICE

Q

Zgled 9. Zanikajmo izjavo:
Ce sem student, se lahko rekreiram v USC-ju.

Zanikana izjava je:
"Sem student in se ne rekreiram v USC-ju.”

Pri tem je enostavna izjava
p...sem Student
in druga enostavna izjava je
q...rekreiram se v USC-ju.

Sestavljena izjava je

pP=4q,
katere negacija je

pPA—q.

Pri zapisovanju izjav se pojavljata dva kvantifikatorja:
univerzalni kvantifikator: V... beremo ”za vsak” in

eksistencéni kvantifikator: 3... beremo "obstaja’.

Ce ima nek z lastnost P, pisemo P(z) . Izjavi, da ima vsak x lastnost P oz. da
obstaja x z lastnostjo P, zanikamo kot:

-z : P(x) ~ 3z : =P(x),

—dz : P(x) = Vz : =P(x).

Zgled 10. Zanikajmo izjavi:
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1. Vsak kosarkas je visok nad 1,90 m.

Zanikana izjava je:
”Obstaja kosarkas, ki ni visji od 1,90 m.”

Pri tem je lastnost
P(z) ... kosarkas z je visji od 1.90 m

in izjava je Vz : P(x), njena negacija pa je 3z : = P(x).
2. Nekatere Zenske rade gledajo nogomet.

Na podoben nac¢in kot v prvem primeru pridemo do zanikane izjave:

"Nobena Zenska ne gleda rada nogometa.”

MNOZICE

Teorija mnozic je temeljno podroc¢je matematike, a zaradi njene zahtevnosti se
bomo seznanili samo z nekaterimi osnovnimi pojmi te teorije. Pogledali si bomo
zapisovanje in podajanje mnozic ter racunske operacije z njimi.

Pojem mnozica bomo uvedli le na osnovi modela, ki nam je blizu iz vsak-
dana. MnoZica je skupina nekih elementov, govorimo lahko recimo o mnozici
vseh ucencev dane Sole, mnozici stevk itd. To mnozico imenujemo univerzalna
mnozica ali univerzum. in obicajno je oznacena z U. Poljubne mnozice obi¢ajno
oznacujemo z veliki tiskanimi ¢rkami A, B,..., M, ..., nekatere znane mnozice
pa imajo posebne oznake, na primer Z je mnozica celih stevil ali R je mnozica
realnih Stevil, o kateri bomo povedali ve¢ v nadaljevanju.

Mnozico smatramo za podano, ¢e lahko za vsako re¢ presodimo, ali je ali ni
iz dane mnozice. Re¢i v mnozici so elementi te mnozice. Izjavo, da je a element
mnozice M, zapiSemo takole:

aec M.

V nasprotnem primeru, ¢e nek element b ne pripada mnozici M, to zapiSemo

b M.

Mnozice najpogosteje podajamo na enega od naslednjih dveh nacinov.
i) V zavitih oklepajih nastejemo vse elemente mnozice:

M ={-1,0,1}.

Matevz Crepnjak 13 Petra Zigert Pletersek



1.1. LOGIKA IN MNOZICE

ii) V zavitem oklepaju zapisemo skupno lastnost P(x) elementov mnozice:
M ={z|P(z)},

na primer

M = {z|z* — 2 =0} = {0,1}.

Veéasih uporabimo kombinacijo obeh nac¢inov, ko elemente nastejemo, vendar ne
moremo nasteti vseh elementov. V tem primeru uporabimo zapis

M={1,-1,2,-23,-3,...},

kjer pikice pomenijo "in tako naprej”, tako da moramo iz nastetih elementov
izlusciti karakteristicno lastnost mnozice.

Zgled 11. Pois¢imo elemente mnozic A in B.
1. Naj mnozZica A vsebuje vse tiste x, za katere velja, da je x prastevilo.
A = {x|z je prastevilo} = {1,2,3,5,7,11,13,17,23,29,31,37,41, ...} .

2. Naj imajo elementi mnoZice B lastnost P(x), ki pove, da je x veckratnik
stevila 3 v mnoZici naravnih stevil N.

B ={z|P(z)} = {z|z =3k Ak € N} = {3k| k € N} = {3,6,9,12,...}.

Mnozica M je prazna, ko ne vsebuje nobenega elementa. Prazno mnozico
zapisemo () ali tudi { }.

Intuitivno lahko rec¢emo, da je mnozica koncna, ¢e lahko zapiSemo vse njene
elemente. Mo¢ konéne mnozice M, |M]|, je stevilo njenih elementov.

Mnozica A je podmnoZica mnozice B, A C B, e je vsak element mnozice A
obenem tudi element mnozice B. Mnozici A in B sta enaki, A= B, koje A C B
in B C A. Neenakost mnozic A in B zapisemo A # B. A je prava podmnoZica
mnozice B, AC B, ¢ceje AC Binje A+# B.

Pri obravnavi mnozic se vedno omejimo na neko univerzalno mnozico, ki jo
oznacimo z U.

Potenéna mnozica mnozice A, P(A), je mnozica vseh podmnozic mnozice A.

Zgled 12. Pois¢imo odnos med mnozZicama A in B.
1. Naj bo A mnozica celih Stevil in B mnoZica sodih Stevil.

Tedaj je B C A.

Matevz Crepnjak 14 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 1. UVODNO POGLAVJE

2. A={zeRlz>0A2 <0}, B=0.
Tedaj je A = B.

Zgled 13. Poiscimo potencno mnoZico mnozice A = {1, a,b}.

P(A) ={0,{1},{a}, {b},{1,a},{1,b},{a b}, A}

Poglejmo najpogostejSe operacije z mnozicami:

(i) Presek mnozic A in B, AN B, je mnozica vseh tistih elementov, ki so hkrati
v Ainv B:
ANB={zlr € ANz € B}.

Ce je AN B = () pravimo, da sta mnozici A in B disjunktni.

(ii) Unija mnozic A in B, AU B, je mnozica vseh tistih elementov, ki so vsaj v
eni od mnozic A ali B:

AUB={z|lxr € AVzx € B}.

iii) Razlika mnozic A i1 B, A— B, je mnozica vseh tistih elen entov, kisov A
J
in niso v B:

A—B={zlr€e ANz ¢ B}.

(iv) Kartezi¢ni produkt mnozic A in B, A x B, je mnozica vseh urejenih parov
(a,b), kjer jea € Ain b € B:

Ax B={(a,b)Jac ANbE B}.

Zgled 14. Naj bo A ={a,b,c,d,1,2,3} in B ={1,c,e}.
1. Poiscimo presek mnoZic A in B.
ANB={1,c}.
2. Pois¢imo unijo mnoZic A in B.
AUB ={a,b,c,d, e, 1,2,3}.
3. Poiscimo razliko mnoZic A in B.

A—B=1{a,b,d,2,3}.

Matevz Crepnjak 15 Petra Zigert Pletersek



1.1. LOGIKA IN MNOZICE

Komplement mnoZice A (glede na univerzalno mnozico U), AY, je razlika
mnozic U in A:
A =U—-A={zcUlr ¢ A}.

V komplementu mnozice A so torej elementi, ki so v U in niso v A.

Operacije z mnozicami imajo razli¢ne lastnosti, med katerimi sta pomembnejsi
komutativnost in asociativnost. Preprosto je preveriti, da imata operaciji unije in
preseka obe lastnosti:

ANB=BNA in AUB=BUA ... komutativnost

AN(BNC)=(ANB)NC in AU(BUC)=(AUB)UC ... asociativnost.

Razlika mnozic nima teh dveh lastnosti. Poglejmo Se nekaj lastnosti operacij z
mnozicami:

ACAUB, BCAUB,
ANBCA, ANBCB,
ANA=A, AUA=A,
AND=0, AU =A,
(AN B)¢ =AU B, (AUB)Y = AN BY,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Za zgled izpeljimo eno od distributivnosti:

AN(BUC)=(ANnB)U(ANnC(C).

re AN(BUC) & ze€ ANz e BUC
& reAN(xeBvrzel)
& veANrxeBVreANnz el
& ze(AnNB)veze (ANCO)

s z€(ANB)UANC)

Matevz Crepnjak 16 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 1. UVODNO POGLAVJE

Zgled 15. Pois¢imo oba kartezicna produkta mnozic A = {1,2,3} in B = {a, b}.
AxB = {(17 CL), (27 a), (37 CL), (17 b)7 (27 b), (37 b)}

BxA = {(a1),(a,2),(a,3),(b1),(b2),(b,3)}
Ker A x B # B x A, vidimo, da kartezi¢ni produkt ni komutativna operacija.

Omenimo, da je treba biti pozoren na vrstni red elementov pri zapisu urejenega
para, medtem ko je pri mnozici vrstni red lahko poljuben:

{a,b} = {b,a} ... mnozica,

(a,b) # (b,a) ... urejenipar.

Zapis {a, a} ni korekten, saj je isti element mnozice naveden dvakrat in moramo
v tem primeru pisati {a}, medtem ko je zapis (a,a) korekten, saj predstavlja
urejeni par.

Kartezicni produkt lahko posplosimo na ve¢ faktorjev:
Al XAQ X e XAn: {(al,ag,...,an)\ai EAi,’i: 1,2,...,71}.

Elementi kartezicnega produkta A; x Ay X --- X A,, so urejene n-terice. Tako je
R xR x--- xR = R" n-razsezen realni prostor, o katerem na tem mestu ne bomo
podrobneje govorili.

1.2 Preslikave

Zanimale nas bodo poljubne preslikave in njihove osnovne lastnosti.

Definicija 1.1. Preslikava je dolocena s parom mnoZzic in predpisom, ki vsakemu
elementu iz prve mnozice priredi natanko en element iz druge mnoZice.

Obicajen zapis za preslikavo f iz mnozice A v mnozico B je f : A — B.
Pri tem je f predpis, mnozico A imenujemo domena in mnozico B kodomena
preslikave. Ce preslikava f : A — B elementu a iz domene A priredi element b iz
kodomene B, to zapiSsemo kot

fla) =10
ali tudi
fra—D

Matevz Crepnjak 17 Petra Zigert Pletersek



1.2. PRESLIKAVE

(znak — beremo ”priredi”). Elementi domene so originali in elementi kodomene
so njihove slike.

Ce sta mnozici A in B koné¢ni in ne preveliki, lahko preslikavo opisemo z dia-
gramom, kot to vidimo na Sliki 1.1. Na Sliki 1.1 imamo pod a) primer preslikave,
medtem ko pod b) nimamo opravka s preslikavo, saj se en original ne more pres-
likati v dve razliéni sliki.

Slika 1.1: a) Je preslikava, b) ni preslikava.

Za preslikavo uporabljamo tudi termine funkcija, upodobitev, transformacija, ...
Izbira ustreznega termina je odvisna od vrste domene in kodomene. V nasled-
njem poglavju bomo govorili o preslikavah, v katerih bosta domena in kodomena
podmnozici realnih Stevil, in v tem primeru se uporablja izraz realna funkcija.

Zgled 16. Ugotovimo, ali so s spodnjimi predpisi definirane preslikave.

1. Naj bo A=1{1,2,3,4}, B={a,b,c,d,e, f} in f: A — B podana z

f(1)=0b,f(2) =€ f3)=bf(4) = a.

Je preslikava, saj vsakemu elementu iz A priredi natanko en element iz B.

2. Naj bo A mnoZica vseh ljudi na svetu, B pa mnoZica vseh drzav na svetu in
f+ A — B definirana tako, da je f(a) drZava, katere drzavljan je oseba a.

Ni preslikava, ker lahko ima nekdo dvojno drzavljanstvo.
3. f:N—=N, f(n) =3n%

Je preslikava.
4. f:NxN—=N, f((n,m)) =2n+m.

Je preslikava.
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5 f:A— A, f(a) =a.

Je preslikava za poljubno neprazno mnozico A, in sicer taksno preslikavo
imenujemo identiteta ali identicna preslikava na mnozici A in jo oznacujemo

In=f.

V primeru kon¢ne domene preslikave f je lahko le-ta namesto s predpisom
podana s tabelo originalov in njihovih slik, kot je to razvidno iz Zgleda 17. Za
preslikave z neskonéno domeno ta nacin podajanja ni primeren.

Zgled 17. Podajanje funkcij s tabelo:

1. Preslikava f je podana s tabelo:

originali a || Slovaska | Slovenija | Sev. Irska | Ceska | Poljska | San Marino
slike f(a) | 19 | 14 | 14 | 12 | 11 | 0
2. Preslikava g je podana s tabelo:
originalia | -3 -2 -110] 1] 213
slike g(a) || 4 | -3 5 2]4]-2]|2

Naj bosta f,g: A — B. Preslikavi f in g sta enaki, f = g, ¢e je f(a) = g(a) za
vsak a € A.

Zgled 18. Preverimo, ali sta preslikavi f,g: R — R enaki.
1. f(x)=(z—1), g(z) =2 — 32* + 3z — 1:
Ker je f(x) = g(z) za vsak z € R, sta f in g enaki preslikavi.
2. fx) = Va2, g(a) = a:

Ker je f(—=5) =5 in g(—5) = —5, sta preslikavi f in ¢ razli¢ni.

Definicija 1.2. Preslikava f : A — B je surjektivna, ce je vsak element iz B
slika kakega elementa iz A:

Vbe B,da€ A: f(a)=0b.
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Slika 1.2: a) Ni surjektivna preslikava, b) je surjektivna preslikava.

Na Sliki 1.2 imamo pod a) primer preslikave, ki ni surjektivna, medtem ko je
preslikava pod b) surjektivna.

Zaloga vrednosti preslikave f : A — B, Zy, je mnozica vseh tistih elementov iz
B, ki so slika kakega elementa iz A:

Zy={be B|Fac A: f(a) =b} ={f(a)|a € A}.

Preslikava f : A — B je surjektivna natanko tedaj, ko je Z; = B.

Zgled 19. Za preslikave 1z Zgleda 16 preverimo njihovo surjektivnost.
1. Ni surjektivna.
2. Ni niti preslikava.
3. Ni surjektivna, ker Z; = {3,12,27,...} # N.
4. Ni surjektivna, ker 1,2 ¢ Z;.

5. Je surjektivna, ker je Z; = A.

Definicija 1.3. Preslikava f : A — B je injektivna, ce se poljubna razlicna
elementa iz A preslikata v razlicna elementa iz B:

Yay,as € A:ay # as = f(a1) # f(ag).
Ekvivalenten zapis bi bil
Vay, a3 € A: f(ar1) = f(a2) = a1 = as.
Nasprotno torej preslikave, ki niso injektivne, dobimo z negacijo zgornje trditve

3@1,&2 cA: aq 7é as N f(al) = f(&g) .
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Na Sliki 1.2 imamo pod b) primer injektivne preslikave, medtem ko preslikava
pod a) ni injektivna.

Zgled 20. Za predpise iz Zgleda 16 preverimo njihovo injektivnost.
1. Ni injektivna, ker je f(1) = f(3).
2. Ni niti preslikava.
3. Je injektivna.
4. Ni injektivna, ker je na primer f((1,3)) = f((2,1)).

5. Je injektivna.

Definicija 1.4. Preslikava f : A — B je bijektivna, ko je injektivna in surjek-
tivna, kar formalno zapisemo

Voe B,3lac A: f(a)=b.

Opomba. Simbol 3! beremo ”obstaja natanko en”.

Na Sliki 1.2 b) vidimo primer bijektivne preslikave.

Zgled 21. Za preslikave iz Zgleda 16 preverimo njihovo bijektivnost.

Od vseh prej omenjenih je le identiteta bijektivna preslikava.

Zgled 22. Preverimo bijektivnost preslikav.
1. Naj bo R = {z € Rlz > 0} in f: RT — RT, f(z) = 2°.

Tako definirana preslikava f je bijektivna, saj za vsak y = z? obstaja
natanko eno pozitivno stevilo x, ki se preslika v y.

2. f:R—=R, f(x) =z

Tako definirana preslikava f ni niti injektivna (f(2) = f(—2)) niti surjek-
tivna (na primer —4 ni slika nobenega elementa), zato ni bijektivna.

7 uporabo bijektivne preslikave lahko definiramo enako moc¢ne mnozice.
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Definicija 1.5. Koncni mnoZici sta enako mocéni, ko med njima obstaja bijek-
tivna preslikava.

To definicijo lahko posplosimo tudi na neskonéne mnozice. Za ilustracijo si pogle-
jmo Zgled 23.

Zgled 23. Pokazimo, da sta mnoZica naravnih Stevil N in mnoZica sodih stevil
enako mocna.

Podajmo preslikavo f, ki slika iz mnozice N v mnozico sodih stevil s predpisom

f(n)=2n.

Ker je tako definirana preslikava f bijekcija, sta mnozici enako mocni. Pravimo,
da imata Stevno neskonc¢no moc.

Definicija 1.6. Graf preslikave f: A — B, I'y, je mnoZica vseh urejenih parov

(a, f(a)):
I'y ={(a, f(a))lae A} CAxB.
Zgled 24. Naj bo A =1{1,2,3}, B=1{a,b,c} in f: A — B definirana kot

f)=b,f(2) =a, f(3) = c.

Poiscimo graf preslikave f.

Graf preslikave f je

Ff = {(lab)’ (2’ CL), (376)} :

Zgled 25. Pois¢imo graf preslikave f: R — R, f(x) = 2.
Iy = {(z,4%)|z € R}.

Definicija 1.7. Kompozitum preslikav f: A — B ing: B — C je preslikava
gof:A— C, definirana s predpisom

(go f)(x) = g(f(x))-

Racunski operacigi pravimo komponiranje.

Zgled 26. Poiscimo kompozitum preslikav.
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1. Naj bo f : R — R podana s predpisom f(z) = €** in g : R — R podana s
g(z) = 2 + 2.

Tedaj lahko izracunamo oba kompozituma:

90 f = (g0 £)(x) = g(e*) = (¥ + 26 = e + 2>

fog=(fog)(x)= fla®+2zx) = 2@’+22) = 2’4z

2. [:NxN=N, f((n,m))=n+ming: N—=N,g(n)=n?
V tem primeru je definiran le kompozitum go f: N x N — N:

(g0 f)((n,m)) = g(n+m) = (n+m).

Opazimo, da komponiranje ni komutativna operacija:

Jog#gof.

Po drugi strani pokazimo, da je komponiranje asociativna operacija. Naj bodo
dane preslikave f: A — B, g: B— Cin h: C — D. Tedaj je

(feg)oh)(z) = (fog)(h(z)) = flg(h(x))) in
(folgoh)(x) = flgoh)(x)) = flg(h(z))).

Zgled 27. Pokazimo asociativnost komponiranja, c¢e sta preslikavi f in g podani
kot v 1. tocki Zgleda 26, in je h : R — R podana s predpisom h(zx) = 3x.

2084 . — (1), zato je

Vemo ze, da je (f o g)(x) = e
(f 0 9) o h)(@) = (y o h)(x) = y(h(x)) = y(3r) = 2" +120 — Stats1ze
Za drugo stran izracunajmo najprej
2(z) = (g o h)(z) = g(h(z)) = g(3z) = (32)® + 2(3z) = 272> + 6x .
Tedaj je
(folgoh)(@) = (fo2)(a) = f(a(a)) = 22T465) = P12z,

Spomnimo se, da je I, identi¢na preslikava na mnozici A. Z njeno pomocjo
lahko definiramo obratno preslikavo.
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Slika 1.3: Obratni preslikavi f in g.

Trditev 1.8. Naj bo f : A — B bijektivna preslikava. Potem obstaja natanko
ena bijektivna preslikava g : B — A taka, da je

gof=14 in fog=Ip.

Dokaz.
Definirajmo g kot:

Vb € Bnajbo g(b) tisti a € A, za katerega je f(a) = b,

kot je to razvidno s Slike 1.3. Tako definirana preslikava ¢ je bijektivna, saj
iz bijektivnosti preslikave f sledi, da za vsak a € A obstaja natanko en tak
b= f(a) € B, da je g(b) = a.

Pokazimo se drugi del trditve:

Vae€ A:(go f)la) =9g(f(a) =gb) =a=go f=1I4.
Podobno velja
Vbe B:(fog)(b)=flgb) = fla)=b= fog=1Is.
[

Preslikavo g obi¢ajno oznac¢ujemo f~! in ji pravimo inverzna preslikava ali obratna
preslikava preslikave f.

Zgled 28. Ce obstajata, poiscimo obratni preslikavi za preslikavi iz Zgleda 17.

1. Preslikava f je podana s tabelo:
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-3 -2

originali a

1lof1] 23
slike f(a) | 4 -3 3 [2]1]-2]5

Ce vzamemo za kodomeno preslikave f mnozico B = {4, —3, %, 2,1,—-2,5},

je preslikava f bijektivna. Tedaj obstaja njej obratna preslikava f~! in sicer
je podana s tabelo:

originali b || 4 | -3+ |2]1]-2]5
slike f72(b) | -3 | -2]-1]0]1] 23
2. Preslikava g je podana s tabelo:
originali a || Slovaska | Slovenija | Sev. Irska | Ceska | Poljska | San Marino
slike g(a) || 19 | 14 | 14 | 12 | 11 | 0

Ker imata Slovenija in Sev. Irska enako funkcijsko vrednost 14, preslikava
g ni bijektivna in ne obstaja njej obratna preslikava.

Zgled 29. Naj bo A ={1,2,3}, B={a,b,c} in f: A — B podana s predpisom

Ce obstaja, poiscimo f~'.

Preslikava f je bijektivna in zato obstaja f~!: B — A, ki je podana kot

fHa)=2,fYb)=1,fc)=3.

Na Sliki 1.4 vidimo odnos med grafom preslikave f in grafom obratne preslikave

f
1.3 Nekatere algebrske strukture

GRUPA

Definicija 1.9. Binarna operacija * je preslikava, ki deluje iz mnoZice A x A v

mnozico A:
x: AxA—= A.
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Yy o

Slika 1.4: Obratni preslikavi f in f=1.

To pomeni, da poljubnemu urejenemu paru (x,y) iz kartezicnega produkta A x A
priredimo element z = x * y, ki pripada mnozici A:

(r,y) EAX A z=xxy€cA.
Mnozico A z binarno operacijo * ozna¢imo (A, ).

Zgled 30. Ali sta sestevanje sodih Stevil in sestevanje lihih Stevil binarni op-
eraciji?

Sestevanje sodih Stevil je binarna operacija, saj je vsota dveh sodih stevil spet
sodo stevilo, medtem ko v primeru lihih stevil to ne velja.

Definicija 1.10. Mnozica (A, *) je grupa, ce velja:

(i) ax(bxc) = (axb)*c, Ya,b,c € A... asociativnost,
(ii)) e € A\Na€ A:axe=exa=a... obsto] enote,
(iii) Ya € A,Ja’ € A:axd =d xa=e... obstoj nasprotnega elementa.

Ce velja samo lastnost (i), je (A, *) polgrupa.
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Zgled 31. Ali so cela stevila z operacijo seStevanja grupa?

Cela stevila z operacijo seStevanja tvorijo grupo (Z,+). Enota je 0, nasprotni
element od a pa je —a.

Zgled 32. Naj bo A ={0,1,2,...,n— 1} = Z, mnozica ostankov pri deljenju z
n. Preverimo, ali je mnoZica Z,, grupa za operacijo sestevanja po modulu n.

V tabeli so prikazani rezultati sestevanja po modulu 5 na mnozici Zs:

+tmods |0 1 2 3 4
0 [0 1 2 3 4
1 |1 2340
2 |2 340 1
3 (3401 2
4 |40 1 2 3

Opazimo, da je operacija binarna, enota je Stevilo 0, nasprotni element od
a € Zs — 0 je 5 — a, element 0 pa je sam sebi nasproten. Te ugotovitve lahko
posplosimo na poljuben n. Poleg tega je izpolnjena tudi asociativnost, zato je

(Zns +m0d ) ErUPA.

Zgled 33. Preverimo, ali je (Z z operacijo mnozenja po modulu n grupa.

ns*modn)
Poglejmo tabelo mnozenja po modulu za n = 5:

‘mods |0 1 2 3 4
0 [00 000
1 (01 2 3 4
2 |0 2 4 1 3
3 103 1 4 2
4 |0 43 21

Opazimo, da (Zs, ‘1,04 5) ni grupa, saj imamo tezave z elementom 0 in enako
velja tudi za poljuben n.

Obicajno pri operaciji mnozenja namesto o nasprotnem elementu govorimo o
obratnem elementu.

Ce v grupi velja tudi komutativnost (a * b = b * a), jo imenujemo Abelova
grupa.

Zgled 34. Ali sta grupi iz Zgledov 31 in 32 Abelovi grupi?

Obe omenjeni grupi sta Abelovi grupi.

Definicija 1.11. (H, ) je podgrupa grupe (G,x*), ce je H podmnoZica od G in
je (H,x) tudi grupa.
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Zgled 35. Ali so soda stevila z operacijo sestevanja podgrupa celih Stevil z enako
definirano operacijo?

Da.

Natanc¢neje bomo spoznali eno izmed pomebnejsih grup, in sicer je to simetri¢na
grupa.

Definicija 1.12. Permutacija koncne mnozice X je bijektivna preslikava, ki slika
nazaj v mnozico X .

Obicajno gledamo permutacije na mnozici X = N, = {1,2,3,...,n} in jih
oznacujemo s 7. Poglejmo si primer permutacije na mnozici Ny:

V praksi je uporaben krajsi zapis uporabe permutacij, ki je neposredno razviden
iz primera:

7T(1):3,7r(2):2,7r(3):4,7r(4):1»—>7rz(:1)) > ;‘)

Mnozico vseh permutacij na mnozici N,, oznacimo z .5,,.

Zgled 36. Poiscimo elemente mnoZice S3.

g — 1 23 1 23 1 2 3

3= 1 23)°\132)/)'\321)
1 2 3 1 2 3 1 23
21 3)°\V231)'\312 '

Na permutacijah je naravno definirana racunska operacija komponiranja. Na
primeru si poglejmo kompozitum permutacij.

Zgled 37. Poiscimo kompozitum permutaciy m in o 12 Ss.

(123 45\ . /12345
Mm={39415) ™™=\ 13542)"
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m(m(l)) = m(l) =3,
m(m(2)) = m(3) =4,
m(m(3)) = m(5) =5,
m(m(4)) = m4) =1,

7T1(7T2(5)) — 7T1(2):2
12345
mem=1\3 4512/

Za operacijo komponiranja je mnozica S, grupa, ki jo imenujemo simetricna
)
grupa. Operacija je ocitno binarna in ze vemo, da je asociativnha. Nadalje je

enota identiteta
j 1 23 -+ n
M=\ 1 23 ... n)"

Ker so permutacije po svoji definiciji bijektivne preslikave, zanje obstajajo obratne
preslikave.

Zgled 38. Pois¢imo pare obratnih permutacij v S3.

V simetriéni grupi Ss iz Zgleda 36 so prve Stiri permutacije same sebi obratne,
medtem ko zadnji dve tvorita par obratnih permutacij.

Trditev 1.13. Moc¢ simetricne grupe S,, |Sy|, je enaka
nn—1)(mn-2)---3-2-1.

Dokaz. Gledamo bijektivne preslikave iz N,, — N,,. Za prvi element imamo na
razpolago poljubnega izmed n elementov mnozice N,,. Za drugi element imamo
eno moznost manj, ker je vsaka permutacija injektivna preslikava, torej n — 1.
Za tretji element imamo Se eno moznost manj, torej n — 2 in tako naprej. Torej
imamo skupno

nn—1)Mm-2)---3-2-1.

razlicnih bijekcij na mnozici N,,. [
Produkt prvih n naravnih stevil oznac¢imo n! in beremo n-fakulteta ali n-faktorsko

nl=nn-1)Mn-2)---3-2-1.

Iz trditve in zgornje definicije neposredno sledi posledica.
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Posledica 1.14.
|Sn| = n!.

Zgled 39. Na koliko nacinov lahko petim otrokom razdelimo malico, ¢e imamo
na razpolago po eno jabolko, hrusko, breskev, marelico in kivi ter mora dobiti vsak
otrok natanko en sadez?

Sadje lahko razdelimo na
5 =5-4-3-2-1=120

nacinov.

OBSEG IN KOLOBAR

Obseg je algebrska struktura z dvema binarnima operacijama, in sicer sta to
operaciji seStevanja @ in mnozenja ©.

Definicija 1.15. (A, ®,®) je obseg, ce velja:

(i) (A, ®) je Abelova grupa z enoto 0,

(i) (A—{0},®) je Abelova grupa za enoto 1,
(1)) a® (b c)=a@bda®c... distributivnost.

Ce omilimo pogoj (i7) in za mnozenje zahtevamo samo asociativnost, govorimo
o kolobarju. Ce imamo obenem enoto za mnozenje, je to kolobar z enoto in ce je
mnozenje tudi komutativno, govorimo o komutativnem kolobarju.

Zgled 40. Ali sta naslednji mnoZici obsega ali morda samo kolobarja:
(Z) (Z7 -+, ');
(6) (Zns +modn “modn) ?
(i) (Z,+,-) ni obseg, ker (Z — {0},-) ni grupa. Je pa mnozenje celih Stevil

asocativna in komutativna operacija ter ima enoto 1, zato je to komutativen
kolobar z enoto.

(ii1) (Zn, T1n0d 00 ‘mod ») J€ obseg, saj smo prvi dve tocki definicije preverili ze
v Zgledu 33, tretja tocka, tj. distributivnost, je prav tako izpolnjena.

Dva najpomembnejsa obsega, to sta obseg realnih in kompleksnih stevil, bomo
natancneje spoznali v naslednjih dveh razdelkih.
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1.4 Realna stevila

Nekatere stevilske mnozice so nam ze dobro znane in jih bomo samo na kratko
omenili, o dolo¢enih pa bomo povedali nekaj ve¢. Nastejmo jih:

(i)

V mnozici naravnih stevil N so stevila {1,2,3,...}. Ce naravnim stevilom
dodamo stevilo 0, dobimo mnozico NU {0} = Ny. SeStevanje in mnozenje
naravnih Stevil sta binarni operaciji.

Mnozico celih Stevil 7 sestavljajo naravna Stevila, Stevilo 0 in nasprotne
vrednosti naravnih stevil —1, —2, —3,... Kot ze vemo, je (Z,+) grupa.

Racionalna stevila so stevila, ki jih lahko zapisemo v obliki ulomka ¢, kjer

sta a in b iz Z, ter b # 0:
14 35

278, @,...

Ulomka ¢ in £ sta enaka, ko je ad = bc. Mnozico racionalnih stevil oznacimo

Q. (Q,+,-) je obseg.

V mnozici racionalnih Stevil nima vsaka omejena mnozica natancne spodnje
in natan¢ne zgornje meje (o omejenosti in natanénih mejah bomo govorili
v razdelku o realnih stevilih). Ce dodamo vsa manjkajoca stevila, dobimo
mnozico realnih stevil R. Iracionalna stevila so realna stevila, ki se ne dajo
zapisati v obliki ulomka:

™ V2,V3, ...

Realna Stevila so tako pomembna, da jim bomo namenili cel naslednji
razdelek.

Med nastetimi mnozicami velja zveza:

NCczZcQcCR.

MATEMATICNA INDUKCIJA

Matematicna indukcija je na¢in dokazovanja, ko zelimo neko lastnost P dokazati
za vsa naravna Stevila n, in sicer to naredimo v dveh korakih:

- dokazemo, da P velja za zacetni n, ki je obicajno n =1,

- predpostavimo, da lastnost P velja za 1,2,...,n, in od tod izpeljemo, da

lastnost P velja tudi za n + 1.
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Zgled 41. 1. DokaZimo, da za vsako naravno stevilo n velja 1424 ...+n =
n(n+1)

2
Pokazati moramo

nn+1 n+1)(n+2
1+2+...+n:¥:1+2+...+n—|—(n—|—1):( )2( )

Za n = 1 dobimo

. 1(1+1)
2
Pokazimo indukcijski korak:
+1
A+2+...+n)+(n+1) = %4—@4—1)

Vo
n(n+1)
2

(n+1)(n+2)
5 .

2. Pokazimo, da za vsako naravno Stevilo n velja n < 2".
Za n =1 o¢itno velja 1 < 2. Nadalje moramo pokazati
n<2"=n+1<2",

< n n_ 9, 9n _ n+1‘
n+1<n+n < 2"42 2.2 2
ind.predp.

7 nekaj premisleka ugotovimo, da je Stevilo diagonal D, v konveksnem
n-kotniku D,, = @ Z indukcijo dokazimo formulo. Bazo indukcije
dobimo za n = 3. V tem primeru ni diagonal in tudi D3 = 3(3; D = 0.
Za indukcijski korak premislimo, da je vsaka diagonala v n-kotniku tudi
diagonala v (n + 1)-kotniku. Nadalje dobimo novih n — 2 diagonal iz na
novo dodanega oglisca. Poleg tega ena stranica n-kotnika postane diagonala

v n + 1 kotniku. Zato velja

(n+1)(n—2).

OBSEG REALNIH STEVIL
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Definicija 1.16. Na mnoZici R definiramo dve binarni operaciji, ki delujeta iz
R xR —R:

(i) sestevanje (a,b) — a+ b,
(ii) mnozenge (a,b) — a - b.
Izrek 1.17. MnoZica (R,+,-) je obseg.
Dokaz.
(i) (R,+) je Abelova grupa z enoto 0, nasprotni element od a je stevilo —a.

(ii)) (R—{0},-) je Abelova grupa z enoto 1, kjer je nasprotni element od a enak

% in ga imenujemo obratni element.

(iii) Prav tako velja distributivnost mnozenja glede na sestevanje realnih stevil:

a-(b+c)=a-b+a-c.

|
Odstevanje in deljenje nista novi racunski operaciji, temvec velja:
a—b = a4+ (=b) ... odstevanje,
a:b = a- % deljenje .

a

Znaka za mnozenje obi¢ajno ne pisemo, namesto a : b pa pisemo 3

Realna stevila lahko identificiramo s tockami na premici, ki ji recemo realna
0s. Na premici izberemo tocko, ki ji recemo izhodisce in je slika Stevila 0, in tocko,
ki je slika stevila 1. Potem vsakemu realnemu Stevilu ustreza natanko doloc¢ena
tocka na premici in obratno, vsaki tocki lahko priredimo natanko dolo¢eno realno
Stevilo. Zato obicajno identificiramo izraza realno stevilo in tocka na realni osi.

V2

Slika 1.5: Realna os.

Mnozica realnih stevil desno od Stevila 0 je mnozica pozitivnih stevil, levo
pa mnozica negativnih stevil. Med poljubnima dvema Steviloma na realni osi je
neskonéno mnogo tako racionalnih kot tudi iracionalnih stevil. Zato pravimo, da
sta obe mnozici gosti v R.
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Ce je a — b nenegativno Stevilo, recemo, da je Stevilo a veéje od Stevila b
ali stevilo b je manjse od stevila a, kar zapisemo ¢ > b ali b < a. Ce je a — b
pozitivno Stevilo, recemo, da je stevilo a strogo vecje od stevila b ali stevilo b je
strogo manjse od stevila a, kar zapisemo a > b ali b < a.

Za poljubna realna stevila a, b in ¢ veljajo naslednje trditve.
(i) Velja natanko ena od treh moznosti:

a<b ali a=0b ali a>0b,

(i) a<bAb<c=a<c, (enako velja za <),
(iii) a>bAb>a=a=0b.

Zaradi zgoraj nastetih lastnosti lahko realna stevila med seboj primerjamo in
uredimo po velikosti. Natanc¢neje to pomeni, da je mnozica realnih stevil linearno
urejena mnozica.

Nastejmo nekaj pomembnejsih podmnozic mnozice R:

(i) odprti interval:
(a,b) ={x € Rla <z < b}

(ii) zaprti interval:
[a,b] = {z € Rla <z < b}

(ili) polodprti interval:
(a,b) = {x € Rla <z < b}

[a,b) = {z € Rla <z < b}
(iv) neskonéni intervali:
[a,00) ={z € Rla <z} (—o00,b] ={zr e R|z<b}

(a,00) ={zx € Rla <z} (—o0,b)={z € R|z<b}

(—o0,00) =R

OMEJENOST MNOZIC

Pomemben pojem v zvezi z realnimi podmnozicami je njihova omejenost o
kateri lahko govorimo, ker je mnozica realnih stevil linearno urejena mnozica.
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Definicija 1.18. Naj bo A poljubna podmnoZica v R. MnoZica A je navzgor
omejena, ce obstaja tako realno stevilo M, da je

r< M,VreA.

Stevilo M je zgornja meja mnozice A. Mnozica A je navzdol omejena, ce obstaja
tako realno stevilo m, da je
m<uz, VreA.

Stevilo m je spodnja meja mnoZice A. MnoZica je omejena, ko je navzdol in
navzgor omejenda.

Mnozica lahko ima ve¢ spodnjih in/ali zgornjih me;j.
Zgled 42. Naj bo A = {1, %, %, i, ...}. Preucimo omejenost mnozice A.
Potem je zgornja meja M vsako Stevilo vecje od 1
1< M,
spodnja meja m pa vsako Stevilo manjse od 0
m<0.

Zanimata nas natancni meji.

Definicija 1.19. Najmanjso zgornjo mejo M’ (navzgor) omejene mnozice A je
natanc¢na zgornja meja in jo imenujemo supremum mmnozice A:

M =supA.
To pomeni, da za M’ velja:
(i) M’ je zgornja meja mnozice A (x < M’ Vz € A),
(ii) ¢e je M* poljubna zgornja meja mnozice A, tedaj je M’ < M*.

Definicija 1.20. Najvecdjo spodnjo mejo m’ (navzdol) omejene mnoZice A je
natancna spodnja meja in jo imenujemo infimum mmnoZice A:

m’ =inf A.
To pomeni, da za m’ velja:
(i) m’ je spodnja meja mnozice A (m' < x,Va € A),
(ii) ¢e je m* poljubna zgornja meja mnozice A, tedaj je m* < m/.
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Opomba: O eksistenci supremuma in infimuma govori Dedekindov aksiom. Le-
ta pravi, da ima vsaka neprazna navzdol omejena podmnozica realnih Stevil
natancéno spodnjo mejo (ekvivalentno lahko trdimo, da ima vsaka neprazna navz-
gor omejena podmnozica realnih stevil natancno zgornjo mejo). Ta aksiom razloci
med realnimi in racionalnimi stevili, kar je prikazano v Zgledu 43.

Zgled 43. Dana je mnozica A = {x|z®> > 2 ANz > 0}. Ali obstaja infimum
mnozice A?

V mnozici racionalnih stevil nima natan¢ne spodnje meje, v mnozici realnih stevil

pa je natan¢na spodnja meja (iracionalno) stevilo V2.

Zgled 44. Dana je mnozica A = {1, %, %, %, ...}. Pois¢imo njen supremum in
mfimum.

Supremum je M’ =1 in infimum je m’ = 0.

Definicija 1.21. Ce supremum M' mnoZice A obenem pripada mnoZici A, ga
imenujemo maksimum mnoZice A

M’ = max A.

Ce infimum m' mnoZice A obenem pripada mnoZici A, ga imenujemo minimum
mnozice A

m' =minA.
Zgled 45. Ali ima mnoZica A ={1,3,%,1,...} maksimum in minimum?
Supremum M’ = 1 je tudi maksimum, ker 1 € A, infimum m’ = 0 pa ni minimum,

ker 0 ¢ A.

ABSOLUTNA VREDNOST IN NAPAKE

V nadaljevanju si poglejmo absolutno vrednost realnega stevila in uporabo
pri racunanju z napakami.

Definicija 1.22. Absolutna vrednost realnega stevila x, |x|, je definirana kot
z ; >0,

|z =
—r ; x<0.

Zgled 46. 1. Pois¢imo elemente mnozice A = {x € R||z — 2| < 3}.

A={zeR|-1<z<5}=(-15).
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2. Zapisimo predpis funkcije f brez znakov absolutne vrednosti, ce je
fz) = |4z —2].

. 1
4o — 2 3 33'25,

flz) =
—4r+2 ; <

N |

3. Zapisimo predpis funkcije g brez znakov absolutne vrednosti, ce je
g(x) = |2* — 2a].

r? —2r ; z € (—o00,0lU[2,00),

g(x) =
—2?+2z ; 0<zx<2.
Nastejmo nekaj lastnosti absolutne vrednosti:
(i) |ab| = [al[b],
(ii) |a + b] < |a| + |b] (trikotniska neenakost),
(iii) la| — [b]] <fa —b],
)

(vi) razdalja med tockama a in b je nenegativno stevilo |a — b| = |b — a.

V zvezi z uporabo absolutne vrednosti si poglejmo obravnavo napak, ki nas-
tanejo pri merjenjih. Naj bo a € R prava vrednost. Zaradi napake instrumenta
a nadomestimo z izmerjeno vrednostjo a € R, ki je dejansko obi¢ajno iz mnozice
Q. Pri tem naredimo napako A:

A=a—a
oziroma absolutno napako |Al:
Al = |a—al.
Zelimo, da je |A| manjsa od nekega majhnega pozitivnega stevila o:
Al <0

in zato _
la—al < o

-5 < a—a < 0

a—0 < a < a+9.

Pravimo, da smo a aproksimirali z a z natan¢nostjo 9, in piSemo

a=atd.
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Slika 1.6: Absolutna napaka.

Trditev 1.23. Naj bosta a in b merjent kolicini s katerima katerih racunamo c,
in naj bodo 64, Oy, O, ustrezne napake (a =a =+ 64, b =b+ 0, c =+ 0.). Tedaj
velja:

(i) c=a+b=0.= 04+ 0,
(i) c=a—b= 6. =04 + O,
(iii) ¢ = ab => 0. = [a|8 + |b|0q + dads,

[aldy + (b8,

(iv) c =% =6, — —.
' 8] — &[]

Dokaz.

(1) Izpeljava tocke (i) je analogna izpeljavi za (ii), zato bomo izpeljali samo
slednjo.

(ii)

Ac| =le—cl=l(a—b)—(a—b)=[(a—a)+ (b—0b)
<la—a|l+[b—bl = | A + |Ay| < 60+ 6

(iii)
IA] =|c—¢] = |ab—ab| = |ab— ab+ ab — ab)

= [b(a —a) +a(b = b)| < |b(a —a)| + [a(b - b)|

< |b|5a + |Zi|5b .

Ocenimo napako za |b|:
b = |b—b+b| < |b—bl+ [b] < &+ |b].

Torej je B
|Ac] < [b]6a + [a@l6y < (0 + [b])da + |6

= (a8, + [b]6 + Gads -
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(vi) N
A = fe—al=[¢~ % = lab! ()|

= Jab~' —a(b)"t +abt —ab

= [pHa—a)+a™" - (b))

< |2Z@ a 1 1
- b b b
I
1o |b]]0]
0o alé
< o, [0
LI
AV RN
|b][0]
Premislimo, da velja ocena
[b] = [16] — 64,
iz katere sledi
1 1
Bl ||| — &)
Tako je B B
) < SalbL Bl _ 8l +
[blfo] {6l = du[[b]
[
Zgled 47. Poisci c = “’j;y, ce je
r = —1,454+0,02

y = 2,25+0,07

2 1,1940,14.

Racunaj na 4 decimalna mesta natancno.

Izracunajmo najprej

vty  —1,45+2,25

- g = 0,5650.
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Po korakih izracunamo napako:
Opty = 0,0240,07=0,09
5.2 = 2|1,19]%0,14 + 0,142 = 0, 3528

§esy = 0,2721.

Tako je ¢ = 0,5650 4+ 0,2721.

POTENCIRANJE IN KORENJENJE

Ker potenciranje in korenjenje realnih stevil vcasih povzroca tezave, ponovimo
osnovne pojme v zvezi s tema racunskima operacijama.

Produkt realnega stevila a s samim seboj (n-krat) zapisemo s potenco

a-a---qa=a",neN,

n

Stevilo a imenujemo osnova, n eksponent, a”™ pa je potenca.
Za racunanje s potencami veljajo naslednja pravila:

a b= (a-b)",

tw=(3)" b#0,

Dokazemo jih z matemati¢no indukcijo (razen (4), za n < m). Pokazimo na
primeru (2):

()" () =55 = 55 = o
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Ce postavimo

velja (4) za poljubna n in m.

Ce recemo, da je potenca vsak izraz, ki zadoséa zvezam od (1) do (5), potem-
takem je lahko v potenci eksponent katerokoli celo stevilo. Dejansko veljajo vsa
pravila tudi v primeru, ko je eksponent realno stevilo, a tega ne bomo dokazo-
vali. V potenci naj bosta torej osnova poljubno pozitivno, eksponent pa poljubno
realno stevilo.

Definicija 1.24. Naj bo a > 0. Koren
Va
je tisto stevilo b, za katerega velja
Ja=bs b =a.

Stevilo a se imenuje radikand in n je korenski eksponent.

Uporabljamo naslednji zapis:

Tedaj je

Pravila za korenjenje izpeljemo iz pravil za racunanje s potencami in so nasled-
nja:
(1) a- Vb= a-b
%. %:a%-b% :(a-b)% g \n/a.b
@) %=1
Pokazemo podobno kot (1').

(3) - fa="Varin

<

(4) 4 = "V

Pokazemo podobno kot (3').
(57) m na = nq\n/a
WV = (Vak = (@h)h = abh = ais = v

3
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1.5 Kompleksna Stevila

OBSEG KOMPLEKSNIH STEVIL

Ker nekatere enacbe nimajo resitve v mnozici realnih stevil, kot na primer
2 +4=0,
se pojavi potreba po vpeljavi nove Stevilske mnozice.

Definicija 1.25. Na mnozici R X R definiramo dve binarni operaciji, ki delujeta
iz(RxR)x (RxR)—RxR:

(1) sestevange ((a,b), (c,d)) — (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
(ii) mnozenge ((a,b), (c,d)) — (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Izrek 1.26. Mnozica (R x R, +,-) je obseg.
Dokaz.

(i) (R x R, +) je Abelova grupa z enoto (0,0), nasprotni element od (a,b) je
—b), kar ni tezko preveriti.

(—a
(ii)) (R xR —{(0,0)},-) je Abelova grupa. Pokazimo, da je enota za mnozenje
(1,0):
<a7b) ’ (Iay) = (avb)

(ax —by,ay +by) = (a,b).

Resitev dobljenega sistema enach je x = 1 in y = 0. PoiS¢imo Se obratni

element:
(a,b) - (z,y) = (1,0)

(ax — by,ay +by) = (1,0).
a . b

Resitev tega sistema je x = ———— iny = ————.
& J PR S

(iii) Preverimo distributivnost:

(a,b) - ((e,d) + (e, f)) = (a, D) - (¢,d) + (a,b) - (e, f).
Leva stran enakosti:

(a,b) - (c+e,d+ f)=
(a(c+e)=b(d+ f),a(d+ f) +blc+e)) =
(ac+ ae —bd — bf,ad + af + bc + be) .
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Desna stran enakosti:
(a,0) - (¢,d) + (a,b) - (e, f) =
(ac — bd, ad + bc) + (ae — bf,af + be) =

(ac —bd + ae —bf,a d+ bc+ af + be) .

Mnozica R x R je Stevilski obseg, ki ga imenujemo obseg kompleksnih stevil, in
ga oznacujemo s C:
RxR=C.

Odstevanje in deljenje v mnozici kompleksnih Stevil nista novi racunski ope-
raciji, temvec¢ velja podobno kot v R:

(a,b) — (¢,d) := (a,b) + (—c,—d) ... odstevanje,

—~

a,b) c d
L — (4. b) - _
¢,d) (a,5) (c2+d2’ c? + d?

) ... deljenje.

—~

Kompleksno stevilo z = (a,b) € C ima realni del a in imaginarni del b, kar
zapisemo

Re(z) =a, Im(z) =b.

Poglejmo sestevanje in mnozenje kompleksnih Stevil z imaginarnim delom O:
(@,0) 4+ (0,0) = (a+b,0+0)=(a+0,0),
(a,0)-(b,0) = (ab—0-0,a0+b0)=(ab,0).

Opazimo, da sta v obeh primerih rezultata kompleksni Stevili z imaginarnim
delom enakim 0, realna dela pa se obnasata kot realni stevili, zato lahko privza-
memo:

(a,0) :=a,

oziroma vsa realna Stevila so tudi kompleksna stevila.

Naj bo i := (0,1) kompleksno stevilo, ki ga imenujemo imaginarna enota.
Tedaj je
> =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.
Izracunajmo Se

bi=(b,0)-(0,1) = (0,b).
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Zato lahko (a, b) zapisemo kot
(a,b) = (a,0) + (0,0) = a+bi.

Namesto urejenega para (a,b) je bolj obicajen zapis kompleksnega Stevila kot
vsota realnega dela in produkta imaginarnega dela z imaginarno enoto:

(a,b) =a+1b,
ki ga bomo uporabljali v nadaljevanju.

Kompleksno stevilo z = a + ib = (a,b) lahko predstavimo v kompleksni
ravnini, kjer realni del nanasamo na horizontalno os (absciso), imaginarni pa
na vertikalno os (ordinato), kot to vidimo na Sliki 1.7.

Slika 1.7: Kompleksna ravnina.

Konjugirano Stevilo Stevila z je kompleksno stevilo
zZ=a—1b.
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Izracunajmo njun produkt:
Z=a®+ 1.
Absolutna vrednost stevila z = a + ib, |z|, je nenegativno realno stevilo
|z2| = Va2 + b2 = Vzz =Va>+b%.
Izracunajmo Se
z+zZ=2a in z—7Z=2b,
kar pomeni, da je

Re(z) = ire in Im(z) = 22_2
i

Konjugirano kompleksno stevilo nam pomaga pri deljenju kompleksnih stevil. V
ta namen najprej poglejmo, kako hitro izracunamo obratno vrednost komplek-
snega Stevila z:

z . Z
22 |22 a2

|

Kvocient dveh kompleksnih stevil w in z je tako:

w 1 Wz
z

Zgled 48. Poiscimo kvocient kompleksnih Stevil w =2 — 31 in z = 1 + 44.
w  2-3 (2-3i))(1—-4) —10-11: 10 11,

T 144 (Qr4)1-—4)  1-(ap 17 17

POLARNI ZAPIS

Poglejmo si Se polarni zapis kompleksnega Stevila. V tem primeru kompleksno
Stevilo z = a+1 b opiSemo s kotom ¢ in polmerom r. Kot ¢ je kot med pozitivnim
delom abscise in poltrakom, na katerem lezi tocka (a,b), polmer r je oddaljenost
tocke (a,b) od koordinatnega izhodiscéa. Kot ¢ imenujemo argument stevila z in
piSemo

p = Arg(z).
Vsi koti ¢ + 2km, k € Z — {0}, so prav tako argumenti Stevila z in pisemo

o+ 2km =arg(z), k€ Z—{0}.

Opazimo, da velja

) b
r=|z| in tanp=-.
a
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Polmer in argument natanko dolocata kompleksno Stevilo:
z=a+1b=rcosp+irsinp =r(cosp+isiny).

Polarni zapis za konjugirano stevilo od z pa je oblike
Z=a—1ib=rcosp —irsing =r(cosp —isinyp).

V razdelku o realnih funkcijah bomo spoznali pojem sode in lihe funkcije. Videli
bomo, da velja cos(—p) = cos(p) in sin(—¢) = —sin(yp). Tako je

Z=r(cosp —isinp) = r(cos(—p) + isin(—y)) .

Zato velja, ¢e je Arg(z) = ¢, tedaj je Arg(Z) = —¢p.

Racunanje v mnozici kompleksnih Stevilih s pomoc¢jo polarnega zapisa je
ugodno za mnozenje in deljenje kompleksnih stevil.

(i) MnozZenje

Trditev 1.27. Naj bo z; = ri(cos @1 +ising) in 2o = r3(CoS P + i 8in p9).

Tedaj je
2129 = 111r2(cos(p1 + ¢2) + isin(p; + @2)) .
Dokaz.
2129 = 11(C0S 1 + isin@)ry(cos o + 7 sin ¢y)

= 7172(CO8 1 COS g — Sin Yy sin Yg + i (Sin Y1 COS P + €OS Y1 sin Y9

= riro(cos(pr + ©2) +i(sin(pr + v2))

Opomba. Pri dokazu smo uporabili adicijska izreka, ki jih lahko najdemo v
2], ve¢ o njih pa bomo izvedeli v razdelku o trigonometri¢nih funkcijah.

Trditev lahko posplosimo na produkt ve¢ kompleksnih stevil.

Izrek 1.28. (Moivreova formula)

Naj bo z, = rp(cosr +isingy), k=1,2,...,n. Tedaj je
2129 .. 2y =TT ... Tp(cos(pr + o+ ...+ @n) +isin(p; + o + ...+ ©n)) -
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Dokaz. Uporabimo indukcijo po n. Za n = 2 smo pokazali v Trditvi 1.27,
indukcijski korak je sledec:

(21 Zp-1)2n =

=71y rp_1(cos (w1 + ...+ @np1) Fisin (@1 + ... + ©n_1))rn(cos @, + isinp,)

(N / (. /

M a
=rire- - rp(cosa + isina)(cos @, + ising,)

= ryry - .rn(cosacos Yn — sinasin @, + i(sinozcos Y + cos asin SDn))
=111y - rp(cos(a + @) +isin(a + ¢y))

=rirg - -rp(cos(pr + wo + ...+ @n) +isin(er + @2+ .. 4 @n)).

(ii) Potenciranje

Potenciranje sledi neposredno iz Moivreove formule, v kateri upostevamo,
da so vsi faktorji med seboj enaki.

Posledica 1.29. Naj bo z = r(cos p + isin ). Tedaj je
2" =1r" (cos (ny) +isin(ny)), n € N.
Zgled 49. Naj bo z = 1 +i. Izracunajmo z°.

[zracunati moramo polmer r in argument ¢:
r=V2 tanp=1= ¢ = % (I. kvadrant) .
20 = (v/2)(cos(50%) + isin(50%))
= 2%(cos(§ + 127) + isin(§ + 12m))
= 220 +1)
= 2%,
(iii) Deljenge

Trditev 1.30. Obratna vrednost kompleksnega Stevila z = r(cos @ +isin @)

je enaka
41 .
27" = —(cosp —ising).
r
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Dokaz. Naj bo z = r(cos ¢ + isiny). Tedaj je obratna vrednost komplek-
snega Stevila z:

-1

1 z coS (p — i sin @
ya = - = —
z

ES r
i

Trditev 1.31. Naj bosta z; = r1(cosp; + ising) in zo = ro(cosps +
isiny) kompleksni Stevili. Tedaj je njun kvocient enak

z r o
= = —(cos(ip1 — p2) +ilsin(p1 — 2)) .
22 )
Dokaz.
2 21 25+ = r1(cos 1 + isin ;) —(cos py — i sin )
29 T2
= r—l(cos 1 COS (g + SN 7 Sin g + (SN Y1 €OS Po — COS Y1 Sin Py))
()

= :—:(cos(gol — ) +i(sin(pr — p2)).

(iv) Korenjenje

Zanima nas {/z,n € N, z € C. Spomnimo se, da je to ekvivalentno

reSevanju enache

u"t = z.

Naj bo podano kompleksno stevilo z v polarnem zapisu:
z =ro(cos g +isingg), r € Ry, o € [0,27).

Nadalje, naj bo

o wo  2km .. (w0 @ 2km
u—\/r_o(cos(n—f— n)+zs1n<n+ -

in izracunajmo

= (g Po 2T\ s (Po L TV
u” = (\/r_o(cos(n—i— n)+251n(n+ -

= 19 (cos (o + 2k7) + isin (o + 2k7))

= 1o (cos g+ isingy)
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Resitve enacbe {/z = u, kjer je z = ro(cos ¢g + i sin ), so torej oblike

2k 2k
U = %(COS (ﬂ+—7T) +iSin<ﬂ+—W>),k€Z-
n n n

n

V bistvu je dovolj, da k pretece vrednosti od 0 do n—1 (ali 1 do n), kar sledi
iz lastnosti funkcij sinus in kosinus, ki ju bomo obravnavali v naslednjem
poglavju.

Zgled 50. Poiscimo resitve enacbe u® = 1.

Stevilo 1 zapiSemo v polarnem zapisu 1 = 1(cos(2kn) 4 isin(2kn)) in ga ustrezno
korenimo

wWw=1 o u = V1

= {/(cos(2km) + isin(2km)

= V1((cos(%X) +isin(%r)), k=0,1,2.

Resitve so

up =1, u=—5— —tu3g=—5+

2 2 2

&
| S

Opomba. Opazimo, da so resitve enacbe 2" = a oglisca pravilnega n-kotnika.
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1.6 Naloge z reSitvami

1.6.1 Logika in mnozice

1. Koliko elementov imajo naslednje mnozice:
(a) 0
(b) {a76797k}
(c) {a e, 4k, 0},
(d) {{1,2},{a,b},{1,a}},
(e) {1,4,7,...,5998}.

Regitev.

(a) 0,
(b) 4,
(c) 5,
(d) 3,
(e) 2000.

2. Za naslednje izjave preveri resni¢nost:

v € {{z},0},

{z} e {{=}, {{=}}},
v e {{z}, {a}}},
0= {0},

{z} < {{z}, =},
{{z}.0} 2 {{=}}.

Resitev.

~—~

a
b
c
d
e
f

~~ —~
~— ~— ~— ~— ~— —

—_—

(a) Izjava ni resnicéna, saj x ne nastopa kot element mnoZice.

(b) Izjava je resniéna, saj {x} nastopa kot element mnoZice.

(c) Izjava ni resnicéna, saj v mnozici nastopata elementa {x} in {{x}}, ki pa

nista enaka elementu x.

(d) Izjava ni resnicna, saj ) nima elementov, mnoZica {0} pa ima element ().

(e) Izjava je resnicéna, saj je edini element leve mnoZice x, ta pa je vsebovan

tudi v desni mnozici.

(f) Izjava je resnicna, saj je edini element desne mnozice {x}, ta pa je vsebovan

tudi v levi mnoZici.
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3. Dane so mnozice

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8},

B =1{1,3,5,7,9,11,13,15},

C ={1,4,7,10,13,16, 19, 22}.
Pois¢ci AUB,CNB,A—B,B—(AnC).
Resitev. AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,15}, CN B = {1,7,13}, A— B =
{2,4,6,8}, B— (ANC) ={3,5,9,11,13, 15}.

4. Dani sta mnozici
A={zeN| -5 <z <5}
in
B={zeR| -1<z A x<3}.

Z naStevanjem elementov ali z intervali zapisi mnozice A, B, AUB, ANB
in Ax B.

Resitev. A ={1,2,3,4,5}, B=[-1,3), AUB = [-1,3]U{4,5}, AnNB = {1,2},
AxB= {(a7b) ‘ ac {172737475}7 be [_173)}

5. Dani sta mnozici
A={3n|neN A n<6}
in
B={2n+3|neN A n <8}

Z nastevanjem elementov ali z intervali zapisi mnozice AUB, ANB, A—B.

Resitev. A = {3,6,9,12,15,18}, B = {5,7,9,11,13,15,17}, AU B = {3,5,6,7,
9,11,12,13,15,17,18}, AN B = {9,15}, A — B = {3,6,12, 18}.

6. Dane so mnozice

A={r e N| =3 <z <4}
B={zeR|x—1<4},
C={zreR|2*+4x+4 <0},
D={x eR|z*+4x+4=0}.

Z nastevanjem elementov ali z intervali zapisi mnozice AUB, ANB, AU
(BNC),B—A, C— B, Ax D ter preveri D C B.

Resitev. A ={1,2,3,4}, B=(—00,5),C =0, D ={-2}, AUB=B, AnNB = A,
AU(BNC) = A, B-A = (—00, 1)U(1,2)U(2,3)U(3,4)U(4,5), C—=B =0, AxD =
{(1,-2),(2,-2),(3,-2), (4, —2)}. Stevilo —2 je element intervala (0o, 5).
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7. Doloci karteziéni produkt mnozic A in B, kjer sta
(a) A={a,b}in B={1,2,3},
(b)y A=11,2) in B =[-1,3),
(c) A=NinB={reR| -2<xz<3}
Pomagaj si s sliko.
Regitev. UpoStevamo definicijo kartezicnega produkta in dobimo
(a) Ax B={(a,1), (a,2), (a,3), (b,1), (b,2), (b:3)},

(b) Ax B={(a,b)|a,beR, 1 <a<2 —1<0b<3} (slika),
(c) Ax B={(a,b)|laeN,beR, -2 <b< 3} (slika).

8. Dani sta mnozici
A=(-3,2] in B={reR|2zx—-3<5}.

Z nastevanjem elementov ali z intervali zapisi mnozice AUB, ANB, A— B,
B—-—A AxB.
Resitev. B = (—00,4), AUB=B, ANB=A, A—B=(, B— A= (—00,-3|U
(2,4), AxB={(a,b)|a,beR, -3 <a<2,b<4}.
9. Dani sta mnozici
A={reR| —22>+32z+5>0}
in
B={rcR|2*-1=0}.
Ali je B C A?
Resitev. Pri obeh mnoZicah je potrebno resiti kvadratno enacbo. Nicle kvadra-
tne enacbe ax® + bx + ¢ = 0, kjer sta a,b € R, dobimo dobimo po formuli T12 =
—btvbi—dac W. V nasem primeru dobimo x1 = % i x9 = —1. Tako se za mnozico A
omejimo, da is¢emo tiste x € R, za katera velja —2 (x + 1) (a: — %) > 0. Slednje

velja za x € [—1, %] Za mnoZico B, resujemo enacho x? = 1. Resitvi te enacbe
sta x1 =1 in x9 = —1. Na podlagi teh dveh rezultatov je B C A.

10. Poisci potencéno mnozico naslednjih mnozic

(a) A={0,1},
(b) B=1{1,2,a},
(c) C={1,2,{a,b}}.
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Resitev. Potencéna mnoZica poljubne mnoZice X je mnoZica vseh podmnoZzic mnoZice
X. Obicajno jo oznacujemo s P(X).

(a) 'P(A) = {(ba {0}? {1}7A}:
(b) P(B) ={0,{1},{2},{a},{1,2},{1,a},{2,a}, B},
(c) P(C) ={0,{1},{2},{{a,b}},{1,2},{1,{a,b}},{2,{a, b} }, C}.

11. Dani sta mnozici A = {1,2,3} in B = {2,3,4}. Poisci A%, (AU B)“
(AN B)Y, ¢e je univerzalna mnoZzica
(a) U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
(b) V=N,
(c) W=R.

Resitev. Upostevamo definicijo komplementa glede na razliéne univerzalne mnoZice.

(a) A® ={4,5,6,7,8,9,10}, (AU B)® = {5,6,7,8,9,10}, (AN B)® = {1,4,5,
6,7,8,9,10}.

(b) A ={n e€N|n>4}, (AUB)Y = {n € N|n > 5}, (AnB)® = {1}U
{n € N|n >4}.

(c) AC = (—00,1)U(1,2)U(2,3)U(3,00) , (AUB)® = (—00,1)U(1,2)U(2,3)U
(3,4) U (4,00), (AN B)® = (—00,2) U (2,3) U (3,00).

1.6.2 Preslikave

1. Kateri od naslednjih predpisov je preslikava:

(a) f:{1,2,3,4} — {1,2,3,4}, f ={(1,4),(2,4),(3,1),(4,2)},
(b) g:{1,2,3,4} — {1,2,3,4}, g = {(1,4),(2,1

(¢) h:{1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4}, h = {(1,2),(2,3), (3,4), (4,3), (5,2),
(6, 1)},
(d) k:{1,2,3,4} > N, k= {(1,5),(2,6),(3,1), (3,4), (4,4), (4,6)}.

~—
—~
N
w
~—
—~
w
N}
~—
—~
~—
—~

Resitev.

(a) f je preslikava.

(b) g ni preslikava, saj Stevilu 2 priredi dva elementa (1 in 3).

(c) h je preslikava.

(d) k ni preslikava, saj Stevilu 3 priredi dva elementa (1 in 4) in Stevilu 4 priredi
dva elementa (4 in 6).

2. Kateri od naslednjih predpisov je injektivna oziroma surjektivna preslikava:
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:{1,2,3,4} —» {—2,-1,1,2}, f ={(1,1),(2,-1),(3,2),(4,-2)},

/
(b g: {1,2,3,4} — {—2, -1, 1,2}, g = {(1, —1), (2, —2), (3, —1), (4, 2)},
(¢) h:Z — Ny, h(z) = |z,
(d k:N—H@,k(n):%,

0:Q =R, o(x) = Va2,

p: RT — Ny, p(z) = [z] (p predstavlja celi del od x; npr. [r] = 3 in
[—e] = =3),

(g) 7: R =R, r(z) = Va?,

(h) s:RT — R, s(z) = e’ 1.

Resitev.

(a) f je injektivna in surjektivna (preveri vse elemente).

(b) g niinjektivna (v -1 se slikata 1 in 3) in ni surjektivna (v 1 se nic ne slika).

(¢) h ni injektivna (v 1 se slikata 1 in -1), je pa surjektivna (vzamemo kar
pozitiven x: x = |x|).

(d) k je injektivna (+ # L, ée m # n) in ni surjektivna (npr. v 0 se nié ne

m’
slika,).
(e) o ni injektivna (npr. o(1) =1 = o(—1)) in ni surjektivna (npr. v -1 se nic
ne slika).

(f) p ni injektivna (npr. [3] = [1] = 1), je pa surjektivna (zan € N je [n] = n,
za 0 pa []=0).

(9) r je injektivna (/3 # /3, ée x1 # x2) in je surjektivna (Ce je r(z) =y,
r = /y3).

(h) s je injektivna ((€®i~ # €271, Ge xy # m3)) in ni surjektivna (npr. ve~
se ni¢ ne slika).

2

3. Kateri od naslednjih predpisov je bijektivna preslikava:

(a) f:{1,2,3,4,5} —{1,2,3,4,5}, f ={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)},
(b) g:N—=N, g(n) = 3n?,

(c) h:R* — (1,00), h(z) = Vo +1,

(d) k: R — R, k(x) = 42,
Resitev.

(a) Je bijektivna (preveri, da je injektivna in surjektivna).

(b) Ni bijektivna, ker ni surjektivna (npr. 1 nima originala).

(c) Je bijektivna (injektivnost: /x1 +1 # Jxa + 1, e je x1 # x2; surjektiv-
nost: ée je h(z) =y, x = y* — 1).
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(d) Ni bijektivna, ker ni injektivna (npr. k(—1) =4 = k(1)).

4. Preslikava f : N — N je podana s predpisom:

2 i n jesod
f(n) =42 L
3n+1 ; n jelih.

Ali je preslikava f injektivna oziroma surjektivna?

Resitev.  Preslikava f ni injektivna (glej kam se slikata Stevili 1 in 8), je pa
surjektivna, saj Ze za vsako Stevilo m obstaja 2m, ki se preslika v m s prvim
predpisom.

5. Naj Z; predstavlja mnozico ostankov pri deljenju s stevilom 7 in A =
{a,b,c,d,e, f,g,h}. Ce je mogoce, konstruiraj preslikavo iz Z; — A, ki
jer

(a) injektivna,

(b) surjektivna,

(c) bijektivna.
Resitev.

(a) Da, npr. f ={(0,a),(1,0),(2,¢),(3,d),(4,¢), (5, f),(6,9)}
(b) Ne, ker je |A| =8 in |Z7| =T7.

(c) Ne, glej (b).

6. Izracunaj obratne preslikave, ¢e obstajajo

(a) f:{2,3,4,6} — {1,2,3,4}, f ={(2,1),(3,1),(4,2), (6,3)},
(b) g:{2,3,4,6} = {1,2,3,4}, g = {(2,1),(3,4),(4,2), (6,3)},
() h:{2.3.4,6} — {1,2.3.4,5}, h = {(2,1), (3,4), (4,2), (6,5)}.
(d) k:R—=R, k(z) =5 —1,

(e) 0: R =R, o(x) =2* — 6z +8,

(f) p:(—00,3] = [-1,00), p(z) = 2* — 62 + 8,

(g) r:[3,00) = [~1,0), r(z) = 2* — 6z + 8,

(h) s:R— {1} = R — {1}, s(x) = ii
Resitev.

(a) f~1 ne obstaja, ker ni injektivna.

(b) 971 = {(172)’ (274)7 (376)7 (4a 3)}
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(c) h=' ne obstaja, ker ni surjektivna.
(d) k=1(z) =22+ 2.
(e) o=! ne obstaja, ker ni niti injektivna niti surjetkivna.

1

(f) Izpeljimo p~" na naslednji nacin

Yy —6y+8==z
(y—32%2-9=z-8
(y—3)P2=x+1

y—3=xvx+1
y=3+vzr+1.

Upostevamo, da p : (—00,3] — [—1,00) in dobimo p~'(z) =3 — Vx + 1.
(g9) =1 izpeljemo podobno kot p~t. Upostevati je le potrebno, da r : [3,00) —
[—1,00) in zato dobimo r~'(z) =3+ Vo + 1.

1

(h) Izpeljimo s~ na naslednji nacin

y+i_,

y—1

y+1l=z(y—1)
y—zy=-c—1

_—x—1

v= l1-2z

_z+1

Cr—1
. o z+1
Dobimo, da je s (x>:x—1'

7. Dana je funkcija f : X =Y, f(x) = % Doloé¢i taksni mnozici X,Y C R,

r—

da bo f bijekcija in nato izracunaj f1.
Resitev. Izracunajmo najprej f=1
y—1
g _
y—2
y—1=ua(y—-2)
y—xy=1-—2x

_2r-—1
(A
. ) o1 2z —1
S pomocjo tega dobimo X = R\{2}, Y =R\{1} in f~ (x) = T
a:‘ J—

8. Dani sta mnozici X = [1,00) in Y = (0, 2]. Ali obstaja bijektivna preslikava
f, ki slika X v Y?
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Resitev. Da, obstaja. Preveri, da je to f(x) = %

9. Izracunaj kompozituma f o gin go f, ce je

(a) f:{1,2,3,4,5} — {a,b,c,d,e}, f ={(1,0),(2,d),(3,a),(4,¢e),(5,b)},
g:{a,bc,d e} ={1,2,3,4,5} g = {(a,1),(b,3),(c,2),(d,5), (e,4)},

(b) f:{1,2,3,4} = {a,b,c,d,e}, f={(1,d),(2,a),(3,¢),(4,0)},
g9:{a,bc,d e} —{1,2,3,4} g ={(a,1),(0,2), (c,3), (d, 4)},

() f:R=R, flz)=2+1,¢9:R—>R, g(z) =27,

(d) f:R=R, f(z)=2r—-1,9g:R—[1,00), g(x) =2*+1

Ali obstajajo inverzi kompozitumov?

Redgitev.
(a) fog:{a,b,c,d,e} = {a,b,c,d,e}, fog={(a,c),(b,a), (c,d),(d,b), (e e)},
gof:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}, gof = {(1,2),(2,5), (3,1),(4,4),(5,3)},

{(1,3),(2,1),(3,5),(4,4), (5,2)}.

{1,2,3,4} — {1,2,3,4}, go f = {(1 4),(2, 1) (3, ),(4, )}, (fog) L ne
obstaja, (go f)~' pa obstaja, (go f)~! = {(4 1),(1,2),(3,3), (2,4)}.
(c) fog:RoR, (fog)(a)=a’+1,gof:RoR, (g0 f)(z)=(x+1)°

(fog)™ (@)= Va—1, (g0 ) H(a) = ¥z — 1.

(d) fog:R—=R, (fog)(z)=2(a*+1)~1,g0f:R—[lLoo), (go f)(z) =
(22 — 1)% + 1, inverza kompozitumov ne obstajata.

10. Ali sta si preslikavi f, f : [0,00) — [~1,00), f(x) = 2> — 1, in g, ¢ :

[—1,00) — [0,00), g(z) = Vx + 1, inverzni?

Resitev. Da, saj
fog: [_1700) - [_1700)7 (fog)(x) = (Vx+1)2 —1l=u,
m
gof:[0,00) = [0,00), (g0 f)(z) = (2= 1) +1=[z] ==
1.6.3 Nekatere algebrske strukture

1. Naj bo
2
G:{ |n€N}.
1+n

Ali je mnozenje notranja operacija na mnozici G?7
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Resitev. Naj bosta Hin, Him € G poljubna. Potem je

2 2 4
14n 1+4m 14+m+n+mn

in ker v Stevcu nastopa 4 in ne 2, mnoZenje ni notranja operacija na G.

2. Ali je mnozica naravnih stevil grupa za obicajno sestevanje stevil? Kaj pa
za mnozenje?

Regitev. MnoZica naravnih Stevil nima enote za sestevanje (0 ¢ N), pri mnoZenju
pa nimamo inverznih elementov (za vsakn € N, = ¢ N).

G:{%MGZ}

Abelova grupa za obi¢ajno operacijo mnozenja? Utemelji!

3. Ali je

Regitev. Preverimo naslednjih pet lastnosti iz definicije:

(a) Mnozenje je komutativna operacija v G.
Velja, ker je sestevanje komutativna operacija na Z.

(b) MnoZenje je notranja operacija v G.
Naj bosta 2%, 2% € G poljubna. Potem je

1 1 1

oam - 9n = 2m+n

€ G,

saj jem+n € Z.

(¢) MnoZenje je asociativna operacija v G.
Naj bodo 2%, 2%, 2% € G poljubni. Potem

1 1\ 1 1 1
om gn ) or T omtn or

1
9(m+n)+r”

Ker je sestevanje asociativna operacija v mnozici celih stevil, zato velja

1 1
9(m+n)+r - om+(n+r)
1 1
~om o)

1 1 1
Dokazali smo, da je mnoZenje asociativna operacija v G.
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(d)

(¢)

Obstoj enote v G.

Naj bo 2% € G poljuben. Pois¢imo tak e € G za katerega velja

11
TR TE
Opomnimo, da je mnozZenje v G komutativna operacija in zadostuje iskanje
samo desne enote. Ker je e € G, lahko zapisemo e = =, kjer je €' odvisen

2¢77
od e. Tako resujemo enacbo

11 1
on ¢ T on
Posledicno resujemo
n+e=n

nad mnoZico celih §tevil. Tako dobimo, da je ¢ =0 in zato je e = 2% =1.

Obstoj inverznega elementa v G.
Naj bo 2% € G poljuben. Pois¢imo tak x € G, da je 2% -x =1 (na podlagi

(d)). Podobno kot v (d) lahko pretvorimo na resevanje

1 1

91 3 T o
kjer je ' odvisen od x. Tako resujemo m + ' = 0 in iz tega sledi, da je
' = —n. Zato je inverz od 2% enak 2,%

S tem smo dokazali, da je (G,-) Abelova grupa.

4. Ali je G ={1,3,5,7} grupa za mnozenje po modulu 87

Resitev. Preden preverimo vse lastnosti definicije grupe, povejmo, da je mnozenje
po modulu 8 komutativna operacija na G (mnoZenje realnih Stevil).

(a) Mnozenje po modulu 8 je notranja operacija v G.

Preverimo to v Tabeli 1.1.

~ Ot W

~ Ot W |
Ot 0 — WlWw
W — = Oy Ot
= W Ot |3

Tabela 1.1: - je notranja operacija v G

(b) MnoZenje je asociativna operacija v G.

Ta lastnost velja, ker je mnoZenje po modulu 8 notranja operacija (razmisli
in preveri na posameznih elementih; glej Tabelo 1.1).
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(c) Obstoj enote v G.
Naj bo g € G poljuben. Preverimo ali obstaja e € G, da velja g-e = g. Ker
je komutativna operacija, zadostuje, da preverimo samo g-e = g. Iz tabele
je razvidno, da je e = 1 (glej prvo vrstico in prvi stolpec v Tabeli 1.1).

(d) Obstoj inverznega elementa v G.
Obstoj inverznega elementa preberemo v Tabeli 1.1. Vidimo, da je inverz
za operacijo mnozenja v G enak samemu sebi.

Torej je (G,-) celo Abelova grupa.

5. Naj bo

142m
= |m,neZy;.
14+ 2n

Ali je (G, ) grupa, kjer - predstavlja obi¢ajno mnozenje stevil?
Resitev. Vsak lahko sam preveri, da je v nasem primeru mnoZenje komutativna

operacija (mnoZenje racionalnih Stevil).

(a) MnozZenje je notranja operacija v G.
Nai bost 1+2m 1+ 2r

aj bosta
J 1+2n'1+2s

€ G poljubna. Potem je

L+2m 1+2r 1+42m+2r+4mr  142(m+r+2mr)
1+2n 1+2s 14+2n+2s+4ns  1+2(n+ s+ 2ns)

€ d,

saj je m+r+2mr,n+ s+ 2ns € Z.

(b) MnoZenje je asociativna operacija v G.
, 142m 142r 142t o ~ - N
Naj bodo 57, 1555 1130 € G poljubni. Preverimo, da je mnoZenje v G

res asociativno.

1+2m 1+ 2r 1+2t_
142n 1+4+2s) 14+2u
14+2m+ 2r +4mr 1—|—2t_

1+ 2n+ 2s +4ns '1—|—2u_
1+2m+2r+4mr+2t+4mt+4rt+8mrt_

14 2n+ 25+ 4ns + 2u + 4nu + 4su + 8nsu
1+2m 14 2r+2t+ 4rt _

1+2n 1+ 2s+2u+4su
1+42m 1+2r 142t
1+2n 14+2s 142u/’

(c) Obstoj enote v G.
Pri racionalnih stevilih je enota za mnoZenje 1 in zato preverimo, da je
tudi v tem primeru. Naj bo 2™ ¢ G poljuben. Poiscimo tak element

Lio 1+2n
+2e1 ;
iroes € G, da bo veljalo

I+2m 1+2e 1+2m
142n 14295 142n°
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Opomnimo, da je zaradi komutativnosti je dovolj ta razmislek. Ce nadalju-
jemo z racunanjem, dobimo enacbo

1+2m+2e; +4mer 1+ 2m

14+2n+2e9+4nes  1+2n

oziroma resujemo sistem

14+ 2m + 2e1 +4me; =1+ 2m
14 2n 4 2e9 + 4nes = 1+ 2n.

Ce poenostavimo slednji enacbi, je potrebno resiti

261(1 + 2m) =0
2e2(1+2n) =0.

Dobili smo produkt, kjer sta m in n poljubni celi Stevili, zato je nujno ey =0
1420

in eg = 0. Tako je enota enaka 1 = 15575

(d) Obstoj inverznega elementa v G.

fi\fajé bo 111227; € G poljuben. Preverimo ali obstaja tak element 11127’:;11 € G,
a bo

1+2m 1+2m;
1+2n 142n;

14+2mq
1+2nq ’

Ko izrazimo vidimo, da je m1 =n inny =m.

Torej je (G, -) Abelova grupa z operacijo mnoZenja.

6. Naj bo
G ={(a,b)]a, b €Q, a0}

Na G vpeljemo operacijo *, ki ima predpis
(a, b)o(c, d) = (ac, ad +b).
Ali je (G, %) grupa? Ali je Abelova grupa?

Resitev. Najprej preverimo, da * ni komutativna operacija. Naj bosta (a,b),
(¢,d) € G. Ce bi bila * komutativna operacija, potem bi veljalo

(a,b) % (¢c,d) = (ac,ad + b) = (ca,cb+ d) = (¢,d) * (a,b),

ampak to v splosnem ne velja, saj je lahko ad + b # cb + d (glej na primeru
(aab) = (17 _1) in (C7 d) = (27 _2))

(a) * je notranja operacija v G.
Naj bosta (a,b), (¢,d) € G poljubna. Potem je (a,b) x (¢,d) = (ac,ad + b)
ter (ac,ad+b) € G, saja,c € Q, a # 0,c # 0 in je zato tudi ac # 0. Seveda
jead+beQ (saj soa,b,d e Q).
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(b)

(d)

x je asociativna operacija v G.
Naj bodo (a,b), (c,d), (e, f) € G poljubni. Dokazimo

((a7 b) * (C, d)) * (e, f) = (a7 b) * ((Cv d) * (ea f)) :
Torej

((a,b) % (c,d)) * (e, f) = (ac, ad +b) * (e, f)

= ((ac)e, (ac)f + ad +b)
= (a(ce), a(cf +d) +b)
= (a, b) * (ce, cf +d)

= (

, b
a, b) = ((¢, d) * (e, f)).

Obstoj enote v G.
Naj bo (a,b) € G poljuben. Zelimo preveriti ali obstaja tak (e1,e2) € G, da
bo

(a, b) % (e1, e2) = (a, b).

Upostevamo * in prevedemo na sistem
ae; =a
aes +b=0.
Vidimo, da je e; = 1 in ea = 0 ter tako dobimo, da je enota v G enaka
(1,0).

Preverimo, da enota tudi komutira.
(a, )+ (1, 0) = (a, b) = (1, 0) * (a, b).

Obstoj inverznega elementa v G.
Naj bo (a,b) € G poljuben. Zelimo preveriti ali obstaja tak (o', V') € G, da
bo

(a, b) * (', V') = (1,0).

Upostevajmo * in dobimo

aa' =1
ab +b=0.
: - : 1 b e (1 b
Ker je a # 0 dobimo, da je a’ = 5 in b = —2 in posledicno je (5,—5)
inverz od (a,b). Seveda je element G, saj veljajo vsi pogoji %, —2 € Qin

12£0.

Ni tezko preveriti, da velja

(a, b) + <i Z) _ (i 2) — (0, b) = (1, 0).

(G, %) je grupa, ni pa Abelova grupa.
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Permutacije

7. Koliko elementov vsebujeta simetri¢ni grupi Sy in S77

Resitev. Sy vsebuje 24 elementov, S7 pa 5040. Za vajo zapisi vse elemente Sy.

8. Zapisi naslednje permutacije kot produkte disjunktnih ciklov in jim poisci

mverze:

1 2 3
(5‘)7“(213)’

1 2 3
(b>”2_(312)’
© 1 2 3 4
M=\ 439 1)
() m = 123456789

t7 4328760591

Regitev. Ciklicni zapis temelji na dejstvu, da se permutacije izvajajo v dolo¢enem
zaporedju. 'V tem nacinu zapisa se pokaZe kateri elementi so menjali poloZaje,
Ce se permutacije izvajajo po vrsti. To imenujemo tudi razbijanje permutacije v
zmnozek disjunktnih ciklov permutacij.

Wm=a2@=02m=(, 1 5)

_ 1 2 3
(b)ﬂ2:(132)77r21:<2 3 1>'
_ 1 2 3 4
(c) m3=(14) (2 3) 7r31:<4 3 o 1).
(d) Ta=(1489)(23) (57) (6)=(1489) (23) (57),
. (123456789
™ =\9321760548)
9. Izracunaj oba kompozituma:
() m = 1 2 3 (123
VM=o 1 3) ™73 1 2)
(b)_12345 1 23 45
Mm={39451)>™ \21543)
Resitev.

(@) mom— (123 (12
@mem=\g 9 1) rTMT 1 3
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3
1

ot =
— N
o
W
N Ot
S~—

45 o
54 77T2 ﬂ-l_

w N

(b) 71 0ms = <;

10. Resi enacbi:

(a) mom = my, Ce je
(123456 /1
Mm=\l3926154) ™ {5
(b) 7rlo7ro7r2:7r3,éeje
(123456 (123456
Mm=\s513624) ™ {1352 ’

/123456
™=\6 543 21)

Resitev. Enacbe bomo resili s pomocjo inverzov.

W N
—
DN >~
S Ot
= O
~—~

=~
D

(a) Sledi, da je 7 = w0, Zato je

= (;
:<;

(b) Sledi, da je m =  om3om, . Zato je

W N W N
Tt W =W
=R N
S Ot O Lt
=~ o
"
[¢)
N
B~
NN
_ W
[ IS
(&1 B
w
~__

(123456 (123456
T™\2 53614 6 543 2 1
(123456

1425236
(123456

“\4 315 6 2

1.6.4 Realna Stevila
Matematic¢na indukcija

1. S pomocjo matemati¢ne indukcije dokazi, da za vsak n € N velja
3] (5™ +2").
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Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena, saj je 3|(5+4). S pomocjo induk-
cijske predpostavke 3| (5" +2"+1), kjer n € N, dokazimo, da 3| (57! 4-2(n+D+1),
Zapisimo 5" 4+ 20t pekoliko drugace:
5n+1 + 2(n+1)+1 =5. 5n + 9. 2n+1

=5-5"4(5—3) 2"+

=5-5"+5.2"1 3. o0t

=5. (5" 42" — 3. 2n L,
Opomnimo, da je produkt dveh Stevil deljiv s 3, ée je vsaj eno od Stevil deljivo s 3.
Po indukcijski predpostavki je Stevilo 5- (5" 2”“) je deljivo s 3 (3| (5" +2"*1)).

Za lazje razumevangje simbolicno zapisimo 3 - K = 5" 4+ 2"tL kjer je K wustezno
celo stevilo. Tako dobimo

5-("+2nth)y —3.9nfl—3.5. K —3.2"" =3.(5. K —2"})
in to $tevilo deljivo s 3 (imamo prudukt dveh $tevil in eno od teh je deljivo s 3).

2. S pomocjo matemati¢ne indukcije dokazi, da za vsak n € N velja

1 . 1 . L 1 _n
1-3 3.5 (2n—1)-(2n+1) 2n+1
Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena, saj 1—13 = 5947 1 . Sedaj s pomocjo
indukcijske predpostavke 1—13 + 3—15 + oo+ (2n71)¥(2n+1) = 2n+1, kjer n € N,
dokazimo, da velja
1 1 1 1 n+1
+—++ + = .
T3 35" (2n—1)-2n+1)  (2n+1)-(2n+3) 2n+3
DokazZimo na naslednji nacin:
1-3 3.5 2n—1)-2n+1)  (2n+1)-(2n+3)
o 2n+1 (2n+1)-(2n+3)
n-(2n+3)+1

n+1)-2n+3)
@2n+1)-(n+1)
n+1)-2n+3)
n+1

2n+3

i s tem smo dokazali trditev.

3. S pomocjo matemati¢ne indukcije dokazi, da za vsak n € N velja

S > \/n.

AtET

\/_
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Resitev. Baza indukcije je izpolnjena, saj % > /1. Sedaj s pomocjo indukcijske
predpostavke % + % 4+ -+ ﬁ > \/n, kjer je n € N, dokazimo, da je

% + -+ ﬁ + \/T% > +v/n+ 1. Dokazimo na naslednji nacin:

1
v

1

7t

1 1 1

RV Y/ AN
_Vnevnt+1+41
- Vil
V24l
Vil
_ V2t
T Vn+l
=Vn+1.

Sl

4. S pomocjo matematicne indukcije dokazi, da za vsak n € N velja
n < 2"
Resitev. Baza indukcije je izpolnjena, saj je 1 < 2. Sedaj s pomocjo indukcijske
predpostavke n < 2", kjer je n € N, dokazimo, da velja n +1 < 2"+, Po
indukcijski predpostavki dokazujemo, da je
n+1<2"+1.
Ker je 1 < 2™ za vsak n € N, dobimo
2"+ 1< 2" 42" =2.2" =21

in trditev je s tem dokazana.

5. Z matematicno indukcijo dokazi, da je vsota kubov treh zaporednih nara-
vnih stevil deljiva z 9.

Resitev. Nagprej preverimo bazo indukcije. Vidimo, da je 13 + 23 + 32 deljiva z
9. Predpostavimo, da je stevilo n® + (n+1)3 + (n +2)3, kjer je n € N, deljivo z
9 in oznacimo n + (n+ 1>+ (n+2)3 =9 K, kjer je K € N. Dokazimo, da je
tudi vsota (n +1)3 + (n +2)% + (n + 3)3 deljiva z 9.
(n+13+n+23+n+3)°=n+1)>+(n+2)>+n>+ 90 +27n +27

=P+ m+1)°+nm+2)% +9 (3+3n+n?

=9-K+9-(3+3n+n?

=9 (K +3+3n+n?)

in ta produkt je deljiv z 9.
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6. S pomoc¢jo matematicne indukcije dokazi, da je vsota prvih n lihih naravnih
stevil enaka n?.

Resitev. Baza indukcije je izpolnjena, saj je vsota prvega lihega Stevila 1. Pred-

postavimo, da je 1 +3 4 ...+ (2n — 1) = n?, kjer je n € N, in dokazimo, da je

vsota prvih n + 1 likih Stevil enaka (n + 1)2. Dobimo
1+34+...+@2n—-1)4+2n+1)=n>+2n+1=(n+1)>

in trditev je s tem dokazana.

7. Najboz € RAx > —1. Z matemati¢no indukcijo dokazi, da velja Bernoul-
lijeva neenakost
1+nz < (1+2)",
kjer je n € N.
Resitev. Baza indukcije trivialno velja. Predpostavimo, da je 1 4+ nz < (1 + x)",
kjer je n € N, in dokazimo, da velja 1+ (n+ 1)z < (1 +x)"+L,
Ce upostevamo indukcijsko predpostavko, dobimo
(1+z)" =0 +2)(1+2)"
> (14 2)(1 4 nz).
Predpostavili smo tudi, da je x > —1 in zato je x +1 > 0. Tako dobimo
(1+2)(1 4 nz) =1+ nx + z + na?
=1+ (n+ 1)z + na?
>14+ (n+1)x.

S tem je trditev dokazana.

8. Naj bo G komutativna grupa z operacijo o. S pomoc¢jo matematicne in-
dukcije dokazi, da za poljubno naravno stevilno n in za poljubna z,y € G
velja

(woy)" = ooy
Vsak korak utemelji!
Resitev. Baza indukcije je trivialno izpolnjena. Predpostavimo, da je (z oy)™ =
"oy, kjer jen € N, in dokazimo, da je (zoy)" ! = " oyt Po indukcijski
predpostavki velja

(zoy)" = (zoy)"o(zoy) = (a"oy")o(zoy).

Ker je G komutativna grupa, zato velja naslednje
(z"oy")o(zoy)=a"o(y"ox)oy
— "o (zoy™) oy
= (2" ox)o(y"oy)
— ol g yn—i—l

in trditev je s tem dokazana.
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10.

11.

12.

Stevilski obsegi

Pois¢i minimum, infimum, maksimum in supremum v R, ¢e obstajajo, za
naslednje mnozice:

(a) A
(b) B = Nﬂ( 5,5],

(c) C={14+1:neN},
(d) D={1+E2 : neN}.
Resitev.

(a) minA =1, inf A =1, max A ne obstaja, sup A ne obstaja.
(b)) minB =1, inf B=1, maxB =05, sup B =5.

(¢) minC' ne obstaja, inf C =1, maxC = 2, supC =2.

(d) minD =0, inf D =0, maxD = 3, supD =

Pois¢i minimum, infimum, maksimum in supremum v univerzalni mnozici
U =(0,1)U(2,3], ce obstajajo za naslednji mnozici:

(a) A=(0,1),
(b) B =(2,3).
Resitev.

(a) min A ne obstaja, inf A ne obstaja, max A ne obstaja, sup A ne obstaja.

(b) min B ne obstaja, inf B ne obstaja , max B ne obstaja, sup B = 3.

Realna Stevila in absolutna vrednost

Resi naslednjo neenacho

T
20 —1 < = +5.
2
Resitev. Neenacbo preoblikujemo v obliko
x
2 — — 1
T 5 <5+
x <4

in zato je resitev x € (—00,4).
Resi naslednjo neenacbo

22 +5r+3>—1.
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Resitev. Neenacbo preoblikujemo v obliko
2?4+ 5z 44 > 0.

S pomocjo formule x1o = —EVI=dac ”222_4‘“ dobimo 2% +5x +4 = (x + 1)(x + 4) in
zato je resitev x € (—oo, —4) U (—1, 00).

13. Resi naslednji neenacbi

z—1
1
(@) S5 =1,
2 -1
b 0.
(b) ——3
Resitev.

(a) Na neenacbo bomo gledali posebej za x € (—o0,—2) oziroma x € (—2,00),
ker se v odvisnosti od teh intervalov spreminja neenacaj (spomni se pravil
za obravnavo neenacb).

o Za x € (—o0,—2) poenostavimo enacbo in dobimo
r—1>xz+2
0>3.

Torej ne obstaja tak x € (—oo, —2), za katerega velja neenakost.

e Za x € (—2,00) poenostavimo enacbo in dobimo
r—1<z+4+2
0<3.
Torej, za vsak x € (—2,00) velja neenakost.
Regitev neenacbe je x € (—2,00).
(b) Podobno kot v (a) gledamo za x € (—o0,3) oziroma x € (3,00).

e Za x € (—00,3) poenostavimo enacbo in dobimo
z? —1<0.

Iz te neenacbe dobimo x € (—1,1). Ko gledamo presek (—o0,3) N
(—1,1), dobimo = € (—1,1).
e Za x € (3,00) poenostavimo enacbo in dobimo

2 —1>0.

Iz te neenacbe dobimo x € (—oo,—1) U (1,00). Ko gledamo presek
((—o0,—1) U (1,00)) N (3,00), dobimo z € (3,00).

Regitev neenacbe je x € (—1,1)U(3,00). Nalogo lahko resimo tudi graficno,
saj lahko iz natancénega grafa funkcije preberemo resitev.
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14. Izrazi predpise funkcij brez znakov absolutne vrednosti in skiciraj njihove

grafe:
(a) filz) =15 +1],
(b) fa(w) = [ =35 +1],
(c) h(z) = fiz) + fo(x),
(d) g(z) = fi(z) — folx)
Resitev.
(a) Vidimo, da je § 412> 0, ko je x > —2. Tako dobimo
i1 ; > —
f1($)_{i§_l 7 B

;[

Slika 1.8: Graf fi(x) = |5 +1].

b) Vidimo, da je —%2 +1>0, ko je x < 2. Tako dobimo
2

_z . <
o) = s+1 ; =<2
5—1 ;x> 2

Slika 1.9: Graf fo(z) =] — 5+ 1|.

(c) Obravnavo razdelimo na naslednje tri moznosti
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ozax<—2jeg(x):_%_1_%+1:_x’
oza—2§x<2jeg:v):%+1f%+1:2’
oza2§xjeg(g;):%+1+%_1:$.
Tako dobimo
—xr ; <=2
glz) =2 ; —-2<x<?2
T ; 2<zx

Slika 1.10: Graf h(z) = fi(z) + fao(x)

(d) Resujemo podobno kot v primeru (¢) in dobimo
-2 ; <=2

h(z) = ;o —2<2<?
2< .

Ny

)

w”

-
T

|
L
T

Slika 1.11: Graf g(z) = fi(x) — fa(x)

15. Resi naslednji enacbi graficno in racunsko

(a) 2z + |z — 1] =5,
(b) |z| =]z —1] + 1.
Resitev. Ce Zelimo poiskati resitve enakosti, bo potrebno najprej zapisati enacbo

brez absolutnih vrednosti in jo Sele nato resiti.
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(a) Ce upostevamo absolutno vrednost |x — 1|, razdelimo celotno realno os na
intervala © € (—o0,1) in x € [1,00).

e Zax € (—o0,1) dobimo
2 —x+1=5

in iz tega sledi, da je © = 4, ampak ker 4 ¢ (—o0,1), zato nimamo
reditev na intevalu (—oo,1).

o Zax € [l,00) dobimo
2+ —-1=5

i iz tega sledi, da je x = 2, ki je resitev enacbe, saj je na intervalu
1, 00).

Resitev enacbe je x = 2.

Slika 1.12: Grafi¢na resitev 2z + |x — 1| = 5.

(b) Razdelimo celotno realno os na ustrezne podintervale. Za laZje razumevangje
zapisimo naslednjo tabelo
<0 |0<z<1l |12
|| —z x x
e —1] | —z+1| —xz+1 |z—1

e Zax <0 dobimo
—r=—-x+1+1,

kar je protislovje in zato na intervalu (—oo,0) nimamo resitev.
e 7Za0<z<1 dobimo
r=—-r+1+1
kar je tudi protislovje (1 ¢ [0,1)) in zato tudi na intervalu [0,1) ni-
mamo resitev.
o Zal <z dobimo
r=z—1+1
in ta enakost velja ne glede na izbran x. ReSitev je tako celoten interval
[1,00).
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Slika 1.13: Graficna resitev |z| = |z — 1| + 1.

Iz tega sledi, da je resitev interval [1,00).

16. Resi neenacbe

(a) |2z + 4] <6,
(b) |+ 1+ [z = 1] < 2|,
(c) |2® 4+ 3z +2] <z +5,
(d) |22 =1 +1< |z +2|
Resitev.

(a) Ce upostevamo absolutno vrednost za |2z + 4| razdelimo celotno realno os
x € (—00,-2) inx € [—2,00).

o Za x € (—o00,—2) dobimo

—2x—-4<6
x> =5,

Iz tega sledi, da je na intervalu (—oo, —2) resitev podinterval (—5,—2).
e Zax € [—2,00) dobimo

20 +4<6
T < 1.

Iz tega sledi, da je na intervalu [—2,00) resitev podinterval [—2,1).

Neenakost velja za x € (—5,1).

(b) Upostevajmo absolutne vrednosti in zapisimo naslednjo tabelo

r<—-1|-1<z<0|0<x<l|1<z

e+ 1] | —z—1 x+1 x+1 x+1
|| -z —x x x

e —1|| —z+1 —x+1 —zx+1 |xz—1

Obravnavali bomo Stiri mozZnosti.
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e Zax < —1 dobimo

—rx—1—-z+1< —x
0<x

in iz tega sledi, da za x < —1 nimamo resitve.
o Za —1<x <0 dobimo

r+1l—ao+1< —x
2>z

in iz tega sledi, da za —1 < x < 0 nimamo resitve.
e 7a0<z<1 dobimo

r+l—aoc+1<zx
2<zx

in iz tega sledi, da za 0 < x < 1 nimamo resitve.
o Zal <z dobimo

z+1+rx—-1<zx
<0

i 1z tega sledi, da za 1 < x nimamo resitve.
Neenakost nima resitve.

(c) Zapisimo |x® + 3x + 2| brez absolutne vrednosti

2 + 3z + 2 ; <=2V —-1<zx

2% + 32 + 2| = )
—(x*+3zx+2) ; —-2<z<-1.

o Zax < -2V —1<ux dobimo

P 4+3z+2<z+5
(x+3)(x—1) <0

in to velja za © € (—=3,1). Torej neenakost velja za x € (—3,—-2] U
[—1,1).
o Za -2 < x < —1 dobimo
—2? —3r—-2<z+5
0<a?+4z+7.
Desna stran neenacbe je ves cas pozitivna in zato neenakost velja za
x € (—-2,-1).
Neenakost velja za x € (=3,1).
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(d) Zapisimo naslednjo tabelo

r< 2| 2<rx<—-1]|-1<z<l|1<z
e +2| | —z—2 x+2 x4+ 2 x4+ 2
|22 — 1| | 22 -1 22 -1 —z2+1 [22-1

Obravnavali bomo tri moznosti.

o Zax < —2 dobimo
22-14+1<—z-2
x2+x+2§0.

Leva stran neenacbe je ves ¢as pozitivna in zato neenacba nima resitev.
o Za—2<z< -1V 1<xdobimo

2 -14+1<z+2
(x+1)(z—2)<0

in to velja za x € [—1,2]. Ker gledamo —2 <z < —1 V 1 <z, dobimo
x € [1,2].
e Za —1<zx <1 dobimo

22 1+1<z+2
0<z(zx+1)

in to velja za x© € (—oo, —1]U[0,00). Ker gledamo —1 < x < 1, dobimo
z € [0,1)U{-1}.

Neenakost velja za x € {1} U0, 2].

17. Dana je funkcija
fla) = ‘—g + 4‘ .
(a) Nacrtaj graf funkcije f in izrazi njen predpis brez absolutne vrednosti.
(b) Poisci resitve enacbe f(z) = 3.
(c) Poiséi resitve enacbe f(x) =2z + 5.
(d) Poiséi resitve neenacbe f(x) < 3.

Resitev.

(a) Vidimo, da je —5 +4 >0, ko je x < 8. Tako dobimo

-5 +4 ; <8
=141

; x> 8.
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Slika 1.14: Graf f(z) = |—% +4|.

(b) Iz (a) sledi, da obravnavamo naslednji dve moznosti:
o —5+4=23, ko jex=2.
o 3 —4=3, ko jex=14.
Torej f(x) = 3 velja za © =2 in x = 14.
(¢) Podobno kot v (b):
o —5+4=2x+5, kojexr=—
o 3 —4=2x+5, ko je x = —6.
Torej f(x) = 2z + 5 velja za x = —% in x = —6.
(d) Pomagajmo si z (a) in dobimo 2 < x < 14.

(S]]

18. Dana je funkcija
f(@) =|a* — 4a|.

(a) Nacrtaj graf funkcije f in zapisi f brez absolutne vrednosti.

(b) Resi enacbo f(z) = 5.
(¢) Resi neenacbo f(z) > 5.

Resitev.  (a) Vidimo, da je x? —4x >0, ko je x <0 in 4 < 2. Tako dobimo
2’ -4z ; x<0V 4<z
-]

—22+4r ; O0<z<d4

(b) Iz (a) sledi, da obravnavamo naslednji dve moznosti:
o Zax <0V 4<zxdobimoz®—4x=5 in 1z tega sledi x = —1 in x = 5.
o Za 0 <z <4 dobimo —x? + 4x =5 in v tem primeru nimamo realnih
resitev.
Torej f(x) =5 velja za © = —1 in x = 5.

(c) Resujemo podobno kot v (b) in dobimo x < —1 ali 5 < x.

19. Dana je funkcija
f(z) =|2* — 52 + 4.
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Slika 1.15: Graf f(x) = |2% — 4x|

(a) Nacrtaj graf funkcije f in zapisi f brez absolutne vrednosti.
(b) Resi enacbo f(x) = 1.

(c¢) Resi neenacbo f(x) > 1.
Resitev.
(a)

@) 2 —5x+4 ; <1V 4<x
€Tr) =
—(22=bx+4) ; l<wz<d4

X
6

L L
2 3

Slika 1.16: Graf funkcije f(z) = |2® — 5z + 4]

(b) Glede na zgornji predpis dobimo
e iz enache x> — 5z +4 =1, dobimo T12 = 5i5/ﬁ
5+
2
(¢) Glede na tocki (a) in (b) dobimo resitev x € <—oo, 5—;/ﬁ>u<5—2‘/5, 5+2‘/5)U

e iz enacbe —x? 4+ 5x — 4 =1, dobimo w34 =

(7).
20. Dana je funkcija _
x
flo) =22
(a) Resi enacbo |f(z)| = 4.
7 Petra Zigert Pletersek
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(b) Resi neenacbo |f(z)| > 4.

Resitev.

(a) Zapisimo |f(zx)| brez absolutne vrednosti

3z+2 . 2
rf<x>|={“ PEs e v ST
3z+2 . 2
—<5 5 —5<z<l
Obravnavali bomo dve mozZnosti.

° Za:vg—g v 1<z

3x + 2
rz—1 =
3x+2=4x —4
z = 6.
° Za—%<x<1
3r+ 2
-1 =4
—3r—2=4x—14
2
x—?

|f(z)| =4 velja za v = 2 inx = 6.

(b) Postopek je podoben kot v tocki (a) in dobimo 2 <z <1 V1 <z <6.

Lahko si tudi graficno pomagamo tako, da nariSemo graf funkcije |f(x)]

m
z mjega s pomocjo tocke (a) preberemo resitev.

21. Resi neenacbe

(a) |i1\

(b) | ==

(c) % T > 2,
(d> | x+2| > T
Regitev.

(a) Vsak lahko razmisli, da imamo nasledngji predpis brez absolutne vrednosti

r+2| i—ﬁ ;o r< =2V 1<z
z—1| | -2£2 ; —2<a<l.

Obravnavali bomo tri moznosti.
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e Zax < —2 dobimo
T+ 2
rz—1
r+2<2x-1)
1<z

> 2

Iz x < =2 in 4 < x sledi, da ni resitve na tem intervalu.
o Za —2<zx <1 dobimo
x+2
-1
r+2>-2x—-1)
3z > 0.

> 2

I» =2 < x < 1in 3z > 0 sledi, da je x € (0,1).
o Zal <z dobimo
T+2
rz—1
r+2>2x-1)
4>z

> 2

Iz 1 <z in x < 4 sledi, da je x € (1,4).
Neenakost velja za x € (0,1) U (1,4).

(b) “;2:71 < 2 Podobno kot v primeru (a) lahko vsak preveri
;ﬁ—l«_ 2ol . 1<e<1lVT<uz
=17 —’f:; cx< -1 Vili<z<T.

Obravnavali bomo tri mozZnosti.
o Zox<—1V 1<x<T7 dobimo
z2—1
x—17
2 —1<-2x—7)
(x+5)(z—3)<0

<2

i to velja za —5 < x < 3. Izx < =1 in =5 < x < 3 sledi, da je
S<zrz<-1ml<zx<3.
o Za —1<ux<1 dobimo
2 -1
x—17
2 —1>2(x—7)
2?2 =20 +13>0

<2

i ta neenakost vedno velja. Iz tega sledi, da je —1 < x <1 .
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o Za 7 < x dobimo
2?2 —1
r—7
22 —1<2x—7)
2? -2+ 13 <0

<2

in ta neenakost nikoli ne velja, zato za 7 < x nimamo resitev.
Neenakost velja za © € (=5, 3).
(¢) Obravnavali bomo dve mozZnosti.

o Zax <0 dobimo
1
— —x>2
T
—1-2? <2z
0<a®+2x+1.

Ko upostevamo 0 < 22 +2x + 1 in < 0, dobimo, da velja za x €
R~ —{-1}.
e Za x >0 dobimo

1
——x>2
x
1—22> 22

0>a22+2¢—1.

Ko upostevamo x> +2x —1 < 0 in x > 0, dobimo, da velja za 0 < x <
—1+ V2.
Neenakost velja za x € R™ — {=1} U (0, —1 +v/2).
(d) Vsak lahko sam razmisli, da je potrebno obravnavati spodnje Stiri moznosti.
o Zax < —4 dobimo
x+4 1

3r+ 2 <:c
(x+4)xr >3z +2

224+2-2>0.

Ko upostevamo 2> +x —2 > 0 in v < —4, dobimo, da velja za x < —4.
o Ja—4<x< —% dobimo

T+ 4 <1
3r+2 «x
—(z+4)x >3x+2

2+ 7r+2<0.

Ko upostevamo z° + Tx +2 <0 in -4 < x < f%, dobimo, da velja za
-4 <z< —%.
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o Ja —% <z <0 dobimo

r+4 < 1
3r+ 2 x

(x+4)r <3z +2
2+ —2<0.

Ko upostevamo x> +x —2 < 0 in —% < z < 0, dobimo, da velja za
—2 <z <0.

e Za 0 < x dobimo

x+4 1

<
3xr+2 «w
(x+4)xr >3z +2

22 +r—-2>0.

Ko upostevamo x> +x —2 >0 in 0 < x dobimo, da velja za 1 < z.
Neenakost velja za x € (—o0,—2) U (—2,0) U (1, 00).
22. Resi neenacbi
(a) [1—]z—1]] <1,
(b)

Resitev. Podobno kot v prejsnjih primerih bomo realna stevila razdelili na podin-
tervale.

_1
2|

> 1.

(a) o Zal—|x—1|>0 dobimo

1-|z—1<1
|z —1] >0

in to velja za vse realne x # 1. Ker pa imamo Se pogoj 1 — |x — 1| >0
(to velja za 0 < x < 2), dobimo, da velja za 0 <z <1 alil <z <2.

o Zal—|x—1] <0 dobimo

Atlr-1<1
|z — 1| <2

in to velja za —1 < x < 3. Ker pa imamo Se pogoj 1 — |[x — 1| < 0
(to velja za © < 0 ali 2 < x), dobimo, da velja za —1 < x < 0 ali
2<x<3.

Neenakost velja za —1 <z <1lalil <z <3.
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(b) o Za2—|z| >0 dobimo
1
>1
2|z
1>2—|z
x| > 1

i to velja za vse realne © < —1 ali 1 < x. Ker pa imamo Se pogoj
2—|z| >0 (to velja za —2 < x < 2), dobimo, da velja za —2 < x < —1
ali 1 <z < 2.
e Za2—|z| <0 dobimo
L >1
2— o] —
—1<2— |z
2| <3

in to velja za —3 < x < 3. Ker pa imamo Se pogoj 2 — |z| < 0 (to velja
zax < =2 ali 2 < x), dobimo, da velja za —3 <z < -2 ali 2 <z < 3.
Neenakost velja za x € [—-3,—2) U (—2,—1] U [1,2) U (2, 3].

Racunanje napak

23. Zax=1,25+0,05,y=2,0240,02, z =3,73+0,03 in w = —3,9 £ 0, 10

izracunaj
(a) a=z+y+2,
(b) b=2z+y—ux,
(¢) c =y + 2z,
(d)d:$2—y7
4
(&) e = ——,
y+z
w? —x
f) f= ——.
(f) f 2

Resitev. Natancneje bomo obravnavali napake. Vmesne rezultate bomo zaokroZali
na $tiri decimalna mesta natancéno.

(a) @=1,254+2,0243,73 = 7,00, 6, = dz+05y+6z = 0,05+0,02+0,03 = 0, 10,
a=a=+d,="7,00%£0,10.

(b) b=3,73+2,02-1,25 = 4,50, §, = d2-+8y-+dz = 0,05+0,0240,03 = 0, 10,
b=>b+6,=4,50=%0,10.
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(¢) E=1,25-(2,20)+2-3,73 = 9,885, 0y = |Z| - 0y + |G| - 0 + 0, - 5, = 1,25 -
0,0242,02-0,0540,05-0,02 = 0,127, §2, = 8, +6, = 0,03+0,03 = 0, 06,
O¢ = Opy + 09, = 0,127 40,06 = 0,187, ¢ = ¢+ 5. = 9,885 £ 0, 19,

(d) d=1,25-1,25—2,02 = —0,4575, 8,2 = |Z|-0p+ || 05+ -0 = 1,25-0,05+
1,25-0,05+0,05-0,05 = 0,1275, 64 = 6,2 + 6, = 0,1275+ 0,02 = 0, 1475,
d=d=+8;=—0,46 + 0, 15,

(¢) & = g 29 = 27130, 84y = 40w = 4w = 40,10 = 0,40, §yp =

_ _ _ |49|0y4-+|y+2|0aw _ 15,6:0,05+5,75-0,40 _
Sy + 0z = 0,02 40,03 = 0,05, §, = iweatlislon, _ 18500040

0,0940, ¢ = & + 5, = —2,71 4 0,00,

(1) F =t 13081, 6,0 = ] -6+ [i0] -6+ 8, 01y = 3,90-0, 10+
3,90 0,10+ 0,10 0,10 = 0,77, 8,2, = ow? + dz = 0,77 + 0,05 = 0,82,
Sxy = |E| -8y +§] -0+ 026, = 1,25-0,02+2,02-0,05+0,05-0,02 = 0,127,
822 = 262 = 2.0,03 = 0,06, 6z + 22 = day+62z = 0,127 40,06 = 0, 187,

w2+ 2|80y 22 +Hay+2206,2, 13,96-0,187+9,985-0,82 y
6f T ||ey+2z|-dxy+2z||zy+22] ~ 19,985-0,187[9,985 0,1124, f o fj:(sf o
1,40 £0,11.

1.6.5 Kompleksna sStevila

1. Za podana kompleksna stevila poisci Re(z), Zm(z), Z, |z|.

(a) z =3+ 2i,
(b) z = —3i,
1o
(c) z= +Z+3—I—z,
5+ 10¢ 10z
d) z= :
@ ==T " 1os
Resitev.

(a) Re(3+2i) =3, Tm(3+2i) =2, 3+ 2i = 3—2i, |3+2i] = /(3 + 20)(3 — 2i)
=+v94+4=+v13.
(b) Re(—3i) =0, Tm(—3i) = —3, —3i = 3i, | — 3i| = /(—37) - 31 = /9 = 3.
(¢) Najprej poenostavimo izraz
1+i+3+. 147 142
= 1 = .
1—1 1—7 142
Re(3+2i) =3, Im(3+2i) =2, 342 =3 —2i, |3+ 2i] =/I3.
(d) Najprej poenostavimo izraz
_5+10i+ 100 5+ 10: 1+2i+ 102 1—3¢
S 1-2  1+3i 1-2 142 1+3 1—3i
=-—-3+4i+17+ 3 =bi.

Re(5i) =0, Im(5i) =5, 5i = —5i, |5i| = \/5i- (—5i) = /25 = 5.

z

N
+3+i:§+3+i=3+2i.
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2. Poenostavi izraza

1 54 5
a) 2= — — +Z 1"’@,
() 2= = = 5o + (1 +1)
2 + 3i)? ito
(b)w:( ) : :
141 1104+ 2
Resitew.
(a)
1 5 4. 1 i 5 240
2= PP =g - g gy T i)
= i+ 1-2—i+1=2—4.
(b)
(24 30)2 P | -5+120 1—1 —i
L 0ol T T 1+d 1=l |12
~54+12 1—3i 7+ 170 7\ 2 17\ 2
‘14—@' 1= " ’ 5 | T \/<2>+<2>+
V338 +2  13v2+2
o 2 a 2

3. Poisci vsa kompleksna Stevila, ki zadoscajo

Re(z) +Im(z) =0,
R _1,

(a) Naj bo z = a+ bi. Potem dobimo
Re(a + bi) + Im(a +bi) =a—b=0.
Iz tega sledi, da je b = a. Resitev je tako naslednja mnoZica
A={a+ai|acR}
(b) Naj bo z = a+ bi. Potem dobimo
Re(a+bi) +Im(a+bi)=a+b=1.
Iz tega sledi, da je b =1 — a. Resitev je tako naslednja mnoZica

B={a+(1—-a)i|aecR}
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(¢) Naj bo z = a+ bi. Potem dobimo

z‘(a+bz‘)+(a+bi)(‘a+sz’):m—b+a2+b2:g_i,

1z tega dobimo sistem enacb
A+ —b=
a=—1.

Potrebno je izracunati b. Tako itmamo

1 1\2

1z tega sledi, da imamo eno resitev z = —1 + %z

(d) Naj bo z = a + bi. Potem dobimo

(a4 bi) — B3+4i)|=|(a—3)+ (b—4)i| = V(a—3)2+ (b—4)2=2.
Tako dobimo
D={a+bi|ab e R, (a—3)*+((b-4)>2=4}

Geometrijsko ta mnoZica predstavlja kroznico s srediscem (3,4) in polmerom
2.

4. Poisci vsa kompleksna stevila, ki zadoscajo
) 22 +4=0,
) 28 =1—1iV3,
(c) 2t =4 +i%,
) 27 =234 42.
Resitev. 'V wveéini primerov bomo uporabili polarni zapis kompleksnega stevila.
(a) V tem primeru lahko izrac¢unamo direktno
22 = —4 =42

Iz tega sledi, da tmamo resitivi z; = 29 in 20 = —2i.

(b) Izracunajmo tako, da izracunamo r in .

=1 = V3 = /(1 - iV3)(1 +iV3) =2

¢ -3 57
any = —— = —
2 1 2 3
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Velja

za k=0,1,2. Tako dobimo

1 11
zZ1 = V2 ( cos (97T> + 7sin (;))

29 = V2 <cos <1;ﬁ> + isin (T)) :

Vsak lahko sam izracuna konkretne vrednosti na stiri decimalna mesta na-
tancno.

(¢) Izracunajmo r in ¢:

1 V3 1 V3\[(1 V3
r= 2“2«2“2)(2@2)1
V3

Velja
T4+ 2k T+ 2k
2, = V1 <cos (W) + 2 sin <?’+37T>>

= | COs 12 B 7 S1n 12 9

za k = 0,1,2,3. Vsak lahko sam izracuna konkretne vrednosti za k =
0,1,2,3 (glej primer (b)).

(d) Izrac¢unajmo r in :

r:‘2x/§+i2):\/<2\/§+i2) (2\/§—i2):\/m:4
1

; 2 7T
any = —— = , = —
PTo V3 7T 6

Velja
2k T+ 2k
:74<cos( + 7T)—H’sin<6+w>)
7
+ ¢sin W—&—%—W
B WO

Petra Zigert Pletersek
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za k = 0,1,2,3,4,5,6. Vsak lahko sam izracuna konkretne vrednosti za
k=0,1,2,3,4,5,6 (glej primer (b)).

5. Izracunaj

—45 + i45)%,
2010
V2 | V2
Regitev. Uporabili bomo Moivreovo formulo.

(a) Najprej izracunajmo r in @.

r_‘1+i\/§’—\/<1+i\/§> (1—2‘\/3):2
N
1

tan(p: ) 9025

Sedaj to upostevajmo pri racunanju.

8t o (o () i)

~ 64 (cos (6 T) +isin (6. 7))

=64

(b) Najprej izracunajmo r in .

r=[2vB iz = /(28 - i2) (2v8 +i2) =4

-2 1
tanp = —— -

2/3 V3 T

Sedaj to upostevajmo pri racunanju.

V3= = (4 cos (=) +isin (=)

= 262144 (cos (—9 . %) + 7 sin (_9 . %))

SR

= 1262144.

(¢) Najprej izracunajmo r in .

= |—45 4 45| = \/(—45 + i45) (—45 — i45) = 45V/2
45 3

tang = —— = —1
anp = — s v =

Matevz Crepnjak 87 Petra Zigert Pletersek



1.6. NALOGE Z RESITVAMI

Sedaj to upostevajmo pri racunanju.

(—45 + i45)% = <45\f2 (Cos <?’I> +isin (?ZT)>>45
_ (45\/5)45 (cos <45 . 3”) + i sin (45 : 3;))

= (45v2)® (f— {)

(d) Najprej izracunajmo r in p.

r = £+ZQ J(f—i— f) <f_l\/§)_1
2 2 2 2 2 2
ﬁ T

Sedaj to upostevajmo pri racunanju.

(F2) = (e (3 s (3
= (cos (2010- %) +isin (2010 %))

7

6. Izracunaj
(a) 2% = (3 —iV3)?
(b) 26 = (2 — i2)*.
Resitev. Uporabili bomo polarni zapis kompleksnega stevila in Moivreovo formulo.

(a) Najprej izracunajmo r in @.

r:‘B—i\/g‘:\/@—i\/g) <3+i\/§) — 23
_\/g T

t = — = ——
any 3 P 6

Sedaj to upostevajmo pri racunanju.
3
(3—1iv3)3 = (2\/§ (cos (—% + Qkﬂ') + isin (—% + 2k7r))>
=243 (cos (—g + 6k7r> + ¢sin (—g + 6kﬂ))
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Direktno uporabimo formulo za iskanje korenov

—Z +6k —Z + 6k
2 = 24/3 <cos <2+7T> + ¢ sin <M>>

2 2
=1/24V3 (cos (—% + Skﬂr) + ¢sin (—% + 3k:7r>>
za k = 0,1. Konkretne resitve za k = 0,1 lahko vsak sam enostavno

1zracuna.
(b) Najprej izracunajmo r in .
r=12—i2=/(2—-i2) (2+1i2) =2v2

t :7:—1, = —
any 9 ¥

Sedaj to upostevajmo pri racunanju.

(2 —i2) = (2\/5 (cos (—% + 21{:77) + isin (—% + ka)))
= 64 (cos (—m + 8km) + isin (27 + 8km))

il
4

4

Direktno uporabimo formulo za iskanje korenov

2E = \6/671 <cos <_7T _g Skw) + ¢sin <_7T _g 8k7r>>
=2 cos —z—i-llkl + isin _f+41ﬂ
- 6 3 I T T3

za k=0,1,2,3,4,5. Konkretne resitve za k = 0,1,2,3,4,5 lahko vsak sam
enostavno izracuna.

7. 'V kompleksni ravnini skiciraj mnozico
(a) A={z€C : Re(iz) + Im(z) = -2},
(b) B:{zE(C 1<z <2, —%gArg(z)gw},
(c) C={z€C : Re(z*) + 2z = 18},
(d) D={z€C : |2z —i(z+1)| < V20}.
Resitev. V vseh primerih naj bo z = a + bi.
(a)
Re(iz) +Im(z) = —2
Re(i(a+ bi)) +Zm(a — bi) = —2

—b—b=—2
b=1.
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Slika 1.18: Slika mnozice B.

(b) Sliko narisemo direktno, ker imamo vse podatke (sicer si pomagaj s polarnim
zapisom kompleksnega Stevila).

(c)
Re(2%) + |2z = 18
Re((a + bi)*) + (a + bi)(a — bi) = 18
a® — b +a®+b* =18
a>=9
i to velja za a = —3 ali a = 3.
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Slika 1.19: Slika mnozice C' (a = —3 ali a = 3, b poljuben.)

(d)
2(a + bi) —i(a + bi +1)] < V20
(20 + b) 4 (2b — a — 1)i| < V20
V(2a+b)2+ (20 —a—1)2 <20
(20 +b)* +(2b—a—1)2<5
4a® 4 4ab + b* 4+ 4b* + a® + 1 — 4ab — 4b + 2a < 20
5a% + 2a + 5b% — 4b+ 1 < 20

4 .
” 2 )

Slika 1.20: Slika mnozice D.
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8. Nad mnozico kompleksnih stevil resi enacbo

(a |z|—|—z—2+z
(b
(c
(d

iz (— — i)z =4i — 2,
(1+4)2>+1—i=0,
e) 2* +62°+9224+100 =0, ¢e je z; = 1 + 24,

)
) Z
) iz
)
)
f)

(f) 2% +2i2° — 2 =0.
Resitev. Uporabili bomo razlicne nacine za reSevange.

(a) Uporabimo z = a + ib in dobimo

vVaz+b2+a+ib=2+1.

1z tega dobimo sistem enacb

Vaz+b2+a=2

b=1.

Iz enacbe Va2 + 1+ a = 2 je potrebno izracunati a. Dobimo

2 2
(\/a2+1> =(2-a)
a’>+1=4—4a+a®
4a = 3.

Iz tega sledi, da je a = % i zato imamo enoliéno resitev enacbe z = % + 1.

(b) Podobno kot v (a) uporabimo z = a + ib:
a—bi = a® — b* + 2iab.
Iz tega dobimo sistem enacb

a=a%— b
—b = 2ab.

Glede na realno vrednost b obravnavajmo sistem.

e Cejeb=0, dobimo
a=a

in to velja, ko je a = 0 ali a = 1. Posledi¢no smo dobili z1 = 0 in
Z9 = 1.
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o Cejeb # 0, iz druge enacbe dobimo, da je a = —%. Iz prve enacbe
izracunajmo Se b.
1 1
S
2 4
i 1z tega sledi, da je b = :I:?. Posledi¢no dobimo z3 = —% + 2@ mn
z3 = —% — Z§
Dobili smo Stiri resitve enacbe: z1 = 0, z9 = 1, z3 = —% + z@ m zg =
_1_ Z‘@
2 2

(¢) Enacbo preoblikujemo na nasledngji nacin:

i2? (4 —i)z=4i —2
—4—i  2—4i

22+ —2z + =0
1

2
224 (=1 +4i)z+ (=4 —2i) =0

Sedaj uporabimo formulo za iskanje nicel kvadratne enacbe

1—dit/(—1+4i)2+4(4+2)) 1-4i+1
2 B 2

i 1z tega sledi z1y = 1 — 21 in 20 = —2i.

212 =

(d) Enacbo preoblikujemo na naslednji nacin:

1+)23+1—i=0
~1+4i

3:
T4

z° =1

Sedaj uporabimo polarni zapis kompleksnega stevila zar =1 in ¢ = §

T+ 2k T +2k
2 = V1 (cos (2+37T) + ¢ sin <2+37T>)

= COS 6 3 7 S1n 6 3

(e) Pri reSevanju te enacbe se bomo sklicali na trditev, da kompleksni koreni
polinomske enacbe nastopajo v konjugiranih parih

(veé si lahko preberes v razdelku 2.1), zato je v naSem primeru drugi koren
29 = 1 —2i. Izracunajmo (z — (1 +2i))(z — (1 — 24)) = 22 — 22 + 5 in sedaj
delimo polinoma

(2% + 623+ 9224 100) : (22 —22+5) = 2%+ 82+ 20.
Poiskati je potrebno le Se resitve kvadratne enacbe 2> + 8z + 20. Velja

_ 84 /64 —
234 = —8=voe- 80 26 50 =—4+2%

m zato z3 = —4 421 in z4 = —4 — 24.
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(f) Enacbo preoblikujemo na naslednji nacin
29 42025 — 2 = 2(28 + 202t — 1) = 2(2* + )2

Iz tega zapisal sledi, da je potrebno resiti z = 0 in z* +i = 0. Seveda je
21 = 0. 24 414 = 0 bomo resili s pomocjo polarnega zapisa kompleksnega
Stevila.

3
r=|—il=v—_ii=1, @:7”.

3 3
X 4+ 2k 2T 4+ 2k
Zr = V1 (cos (T) + 7sin (T))
= COS 3 B 7 S1n 3 9

zak =0,1,2,3 (vsak lahko sam vstavi podatke). Skupaj smo tako dobili pet
enolicnih resitev.

Sledi

9. Resi sistem enach

(a) [z+1+i =2 Re(z+1+41i)=0,
() [(1+14)7] =2, Re((1+1i)z) = 0.

Resitev.

(a) Naj bo z = a+ ib. Potem dobimo sistem enacb

la+ib+1+i=+(a+1)2+0D+1)2=2
Re(a+ib+1+1i) =a+1=0.

Iz druge enacbe sledi, da je a = —1. Ker je a = —1, iz prve enacbe sledi
V(b+1)2=2
i zato je by = —3 in by = 1. Tako dobimo resitvi z1 = —1+1i in 29 = —1—34.

(b) Naj bo z = a — ib. Potem dobimo sistem enacb

|(1+i)(a—ib)| =|a+b+i(a—b)|=+(a+b)2+(a—0b)2=
Re((1+i)(a—1ib)) =Re(a+b+i(a—b)) =a+b=0.

Iz druge enacbe sledi, da je a = —b. Upostevamo to pri prvi enacbi in
dobimo

V(b +0)?=/(20)2 =2
i zato je by = —1 in bs = 1. Tako dobimo resitvi z1 =1 —1 in 20 = —1+1.

10. Resi enacbo z; 4 22 = 1 — 4, Ce je Arg(z1) = § in Arg(z) = —3.
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Regitev. Naj bo z1 = r1(cos p1+icos p1) in 22 = 1r2(cos pa+i cos p2). Upostevamo
Arg(z1) = § in Arg(z2) = —% in dobimo

V3 1
Z1 =717 (2—1—12

Vstavimo v z1 +20 =1 —1

V3 1 1 V3 _
T1<2+12 =+ 79 5—17 =1—7q.

Iz tega dobimo sistem enacb

\/§ 1
— =1
2 +7“22
1 V3 )
N S
My T
Iz tega dobimo 1 = _1;“‘/5 in ry = # Tako je z1 = M in

_ 1+v3—i(V3+43)
1 )

11. Resi enacbo Zm(z; + 22 + 23) = 0, ¢e je |z1| = 1, |z3| = %5, Arg(z1) =
Arg(zs) = § in Arg(z) = —3.

Resitev. Resujemo podobno kot v prejsnji nalogi.
Naj bo z1 = ri(cosp1 + isinpy), zo = ra(cos pg + isinsy) in z3 = r3(cosps +

isings). Ko upostevamo Arg(z1) = Arg(z3) = § in Arg(z) = —5%, dobimo
1
zZ1 = 5
1 V3
z9 = - —i—
2 2
V3 1
BT (2 1
V3 .
Sedaj upostevajmo e |z1| = 1 in |z3| = *5* in zato je
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Iz tega sledi, da jer; = 1 inrs = @ Tako dobimo kompleksni stevili z; = é—&—z%
mn zg = % + i%. Upostevajmo Se Im(z1 + z2 + 23) =0
1 V3 V3
T =—+— —r9— =0.
m(z1 + 22 + 23) st ey =0
Sledi, da je r9 = % + § Tako je z9 = % — @z
12. Izracunaj

1+ 2>+ 1 — 2]

pri pogoju, da je z kompleksno stevilo in velja |z| = 1.

Regitev. Vemo |z| = Va? + b> = 1. Zato

M4z +1—zP=0+a)?+b*+1—a)*+b
=1+2a+a®+b*+1-2a+a*+ b
=24 2(a® 4+ V?)
2

=2+2 (\/a2+62>

=4

13. Dokazi, da za poljubno kompleksno stevilo oblike z = a +ib, a,b € R, velja
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lal + 0]
V2

< |z|.
Resitev. Preoblikujemo

|a|+|b|
P« /a2 + b2
\6 ¢

la| + B < V2V/a? + 2
(lal + [b])* < 2(a® + %)
la|* 4 2|a||b] + |b|* < 2]al?® + 2/b]?
0 < lal* = 2/al[b] + (b
0 < (la| — |b])>

in to velja za vsak a,b € R.
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Realne funkcije

V tem poglavju se bomo osredotocili na realne funkcije. Kot posebni primer
realnih funkcij bomo obravnavali zaporedja ter v povezavi z njimi Se Stevilske
in funkcijske vrste. Poleg tega bomo spoznali limito funkcije in nekaj lastnosti
zveznih funcij.

2.1 Pregled elementarnih funkcij

V prvem poglavju so nas med drugim zanimale preslikave oziroma funkcije v
splosnem, sedaj se bomo osredotocili samo na realne funkcije realne spremenljivke.
Spoznali bomo njihove osnovne lastnosti in naredili pregled elementarnih funkcij.

OSNOVNE LASTNOSTI

Zanimajo nas preslikave f : D C R — R, za katere bomo uporabljali izraz
funkcija
flz)=y.

Ker je domena podmnozica R, je f funkcija realne spremenljivke. Ker je tudi
kodomena podmnozica R, je f realna funkcija. Domena D obi¢ajno ni vnaprej po-
dana, temvec je to mnozica vseh tistih realnih stevil, za katere je predpis funkcije f
izracunljiv. Zato ne govorimo o domeni, temvec o definicijskem obmocju oz. nar-
avnem definicijskem obmocju funkcije f, ki ga oznac¢imo D;. Nadalje pravimo,
da je x neodvisna spremenljivka ali argument, f(x) =y pa odvisna spremenljivka,
saj je y odvisen od izbire z-a.

Funkcije lahko podamo na ve¢ nacinov:
a) Tabelaricno podana funkcija

Tabelari¢ni nacin podajanja je primeren za funkcije s konénim definicijskim

obmodcjem {xy1, 9, ..., 2, }:
nedvisne spremenljivke ‘ T T9 . Tp
funkcijske vrednosti flz) =y flxe) =1y ... flx,) =1un
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Za izracun funkcijskih vrednosti v vmesnih tockah lahko uporabimo linearno
interpolacijo, kar pomeni, da med tockama T; 1 (x;_1,y;—1) in T;(z;, y;), @ =
2,3,...,n, interpoliramo linearno funkcijo oziroma premico. Izra¢unajmo
enacho premice skozi T;_ in T;:

y = kr+n
L — Yi — Yi—1
Ty — Ti-1
_ Yi — Yi—1
n=y; — i
X Ti—1
Yi — Yi—1
y = yit (z — )
L Ti—1
Ay

.| 1.2248 | 1.5166 | ...

V2 = f(2) = 1.2248 4 13186=12288(9 _ 1 5) = 1.4072... .

Eksaktna vrednost je enaka /2 = 1.41421356 ... = 1.4142.

b) FEksplicitno podana funkcija

V tem primeru je podan predpis za izra¢un funkcijske vrednosti f(x). Na
primer,
[RY >R, f(z) =lnx

ali

1 ; >0,
sgn: R — R, sgn(z) = 0 ; =0,
-1 ; <0
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c)

Implicitno podana funkcija
Funkcija je podana implicitno z enacbo
g9(x,y) =0.

Funkeijska vrednost y = f(x) v tocki z¢ je dolo¢ena z enacbo g(xzo, f(xg)) =
0, pri cemer mora biti funkcija f enolicno doloc¢ena, kar pa ni vedno res.
Obicajno je mogoce v okolici doloc¢ene tocke govoriti o enolicnem predpisu.

Zgled 52. Ali je s predpisom g(z,y) = > +y* — 2 = 0 dolocena funkcija?

Ne, na primer za x = 1 je y dolo¢en z y? = 1, kar pomeni, da ni enolicen.

S primernim zozanjem domene in kodomene lahko g(z, y) = 0 doloca funkcijo.

Parametricno podana funkcija

Na ta na¢in podamo funkcijo f, f(z) = y, s pomocjo dveh eksplicitno
podanih funkcij g in h:
z=g(t),

y = h(t),
pri cemer parameter ¢ pretece vrednosti neke podmnozice D C R.

V uporabi je zapis:
x = xz(t),
y=y(t).

Tudi v tem primeru velja podobno kot pri implicitno podani funkciji, da
f(z) = y ni nujno enolicno dolocen in v tem primeru nimamo opravka s
funkcijo.

Zgled 53. Ali je s predpisom

T = cost,

y =sint, t € [0, 7]
podana funkcija f(x) =y?
Med spremenljivkama x in y opazimo zvezo:
2? +1y® =sin’t +cos’t =1,

kar je implicitno podana funkcija. Ker parameter ¢ pretece vrednosti iz
intervala [0, 7], je y > 0 in

y=flz)=v1—22.
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Poglejmo si nekaj osnovnih lastnosti realnih funkcij.
Definicija 2.1. Funkcija f, definirana na simetricnem intervalu D = (—a,a) ali
D = [—a,a], je soda, ée velja
f(x) = f(—x), Ve e D

in liha, ce velja

f(z)=—f(-x), Yz e D.

Zgled 54. Preverimo sodost oziroma lihost funkcije.
1. f(x) = 322
Ker je f(—z) = 3(—x)? = 322, je to soda funkcija.
2. f(x) =223
Ker je f(—x) =2 (—xz)® = =223, je to liha funkcija.
3. f(x) =z + 222
To ni niti soda, niti liha funkcija.
Graf sode funkcije je simetricen glede na y os, graf lihe funkcije pa je simetricen

glede na koordinatno izhodisce (glej Sliko 2.21). Vecina realnih funkcij ni niti
sodih niti lihih.

Slika 2.21: Graf sode in lihe funkcije iz Primera 54.

Matevz Crepnjak 100 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 2. REALNE FUNKCIJE

Definicija 2.2. Naj bo f definirana na D in x1,29 € D. Tedaj je f narascajoca,
ko velja
Ty < xo = fx1) < f(22)

in [ je padajoca, ko velja
1 < Ty = f(JIl) > f(l'Q) .

Ce na desni strani veljata strogi neenakosti (f(xy) < f(z3)) oziroma (f(x1) >

f(z2)), govorimo o strogo naras¢ajoci oziroma strogo padajoc¢i funkciji. Ce je f
(strogo) naraséajoca ali (strogo) padajoca funkcija, je f monotona funkcija. Ce je
funkcija monotona samo na neki podmnozici I definicijskega obmodja, pravimo,
da je monotona na I.

Zgled 55. Preverimo monotonost funkcije.

1. f(z) =2*.

Funkcija f ni monotona funkcija, ker je za = < 0 strogo padajoca, za = > 0
pa strogo narascajoca.

2. f(z) =125

f je monotona, ker je narascajoca funkcija.

Definicija 2.3. Naj bo f : D C R — R. Ce obstaja tako stevilo P € R, da je
flx+P)= f(x), Vr € D,

potem je f periodicna funkcija s periodo P. Najmanjsa pozitivna perioda je
osnovna perioda.

Zgled 56. Preverimo periodicnost funkcije.
1. f(x) =sinz.

Ker je f(z) = f(z 4+ 27) = f(z +4m) = f(z — 2m)..., je f periodiéna
funkcija z osnovno periodo 27.

2. f(x) =tanz.

Kerje f(z) = f(z+7) = f(x+27) = f(xr —7) ..., je f periodi¢na funkcija
z osnovno periodo 7.
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Definicija 2.4. Naj bosta f : Dy — R in g : Dy — R. Tedaj je naravno
definicijgsko obmocje kompozituma f o g definirano takole

Diog = {x € Dylg(x) € Dy} .

Zgled 57. Naj bosta dani realni funkciji f(z) =2 — 2% in g(x) = \/x. Pois¢imo
definicijgsko obmocje obeh kompozitumou.

Definicijsko obmocje funkcije f je Dy = R in funkcije g je D, = RT U {0}.
Definicijski obmocji kompozitumov sta

Dyoy = {z>0|y/z€R} =Dy,

Dy = {z€R[2—2%>0}=[-v2,V2].

ELEMENTARNE FUNKCIJE

Preglejmo po vrsti elementarne funkcije, s katerimi se bomo srecevali v nada-
ljevanju.

a) Polinomi in racionalne funkcije

Definicija 2.5. Polinomi so funkcije oblike
p(z) = apz™ + ap 12"t -+ ayx + ag,

kjer je a; € R, Vi = 1,2,...,n. Ce je a, # 0, pravimo, da je polinom p
stopnje n.

Kadar Zelimo poudariti stopnjo polinoma, pisemo p,, namesto p. Stevilu a,,
pravimo vodilni koeficient polinoma, Stevilu ag pa splosni clen.

Resitvam polinomske enache
p(r) =0

pravimo koreni. Obic¢ajno namesto o korenih govorimo kar o nicélah poli-
noma. Polinom stopnje n ima natanko n ne nujno razlicnih nicel. Koreni
polinomske enacbe pripadaj mnozici R ali C. Ker kompleksni koreni poli-
nomske enacbe zmeraj nastopajo v konjugiranih parih, ima polinom lihe
stopnje vsaj eno realno nic¢lo. Naj bodo xq,xs,...,x, koreni polinomske
enacbe

p(z) = ap2™ + ap 12"+ ar+ag=0.
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Tedaj lahko polinom p faktoriziramo, kar pomeni, da ga zapisemo kot pro-
dukt faktorjev

p() = ap(z —x1)(x —20) -+ - (T — T,) .

Ce se faktor (x — ) pojavi m-kat v razcepu, pravimo, da je x; m-kratna
nicla polinoma f.

Nicli polinoma druge stopnje
p(z) =ar*+bx+c
sta korena pripadajoce enache
p(z) =0
in ju izracunamo po znanih formulah

—b+ b? — 4ac —b—Vb? — 4dac
= , T )

2a - 2a

X1 2 =

Izraz pod korenom imenujemo diskriminanta in jo oznacujemo z D = b? —
4ac. Glede na vrednost diskriminante lo¢imo tri moznosti:

D>0 = $17é.fL'QER,
D=0 = ZE1:ZEQER,
D<0 = z=72,¢€C.

Nicle polinomov visje stopnje
p(x> = anxn‘i_anflmnil 4+ F+axt+ay,n>3

lahko is¢emo s pomoc¢jo Hornerjevega algoritma.

Uporabimo ga lahko, ¢e poznamo vsaj en koren enacbe p(x) = 0. Dokazati
je mogoce, da ¢e so koeficienti a; celostevilski in je koren racionalno stevilo

m
—, tedaj m deli ag, n pa a,. Uporaba Hornerjevega algoritma je prikazana
n

na Zgledu 58.

Zgled 58. Poiscimo vse korene polinomske enacbe

p(z) = 52" +482° — 152 + 487 — 20 = 0.

Ce je koren racionalno stevilo T, tedaj m € {1,2,4,5,10,20} in n €
n

{1,5}. Skupno imamo 12 kandidatov za resitev enacbe, poleg teh Se njihove
nasprotne vrednosti. Preverimo po Hornerjevem algoritmu, da je % koren
enacbe.
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5 48 —15 48 —20

2 20 2 20

2
=15 20 5 50 0
5
Torej je
2
p(z) = (x— 5)(51:3 + 502° + 5z + 50)
23 2
= 5(z— g)(x + 102* 4+ x + 10)
202
= 5z — 5)(x (x4 10) + (x + 10))
2 2
= 5(x — 5)(x +10)(2" + 1)
2 . .
= bz — g)($ +10)(x +i)(x —1).
Resitve so z1 = %, xg = —10, x5 =1, T4 = —1.

Definicija 2.6. Racionalna funkcija f je kvocient dveh polinomouv p in q:

Nicle ima v tockah, kjer je p(x) = 0. Definirana je povsod, kjer je ¢(z) # 0.
V tockah, kjer je q(z) = 0, funkcija f ni definirana. Pravimo, da ima v
taki tocki funkcija pol ali vertikalno asimptoto. Vec o tem bomo izvedeli v
naslednjem razdelku, ko bomo risali graf racionalne funkcije.

Zgled 59. Poiscimo nicle, definicijsko obmodje in pole funkcije

B Sxt + 48x3 — 1522 + 48z — 20
N x2—4 )

/()

Nicle funkcije f so koreni polinoma iz Zgleda 58. Pola ima v 2, -2 in
definicijsko obmocje je zato R\ {—2,2}.
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b) Trigonometricne funkcije

Definirali bomo trigonometriéne funkcije sinus, kosinus, tangens in kotan-
gens, za katere uporabljamo tudi termin kotne funkcije. Trigonometriéne
funkcije bomo najprej definirali za kote z intervala [0, 27]. Kot je poleg v ra-
dianih lahko merjen tudi v stopinjah. Kote iz stopinj v radiane pretvarjamo
po naslednji zvezi:

7T o
x(rd) = 180096( )
oziroma
180°
%) = d).
#() = ——a(rd)

Kot x, merjen v radianih, predstavlja dolzino loka na enotski kroznici med
tockama F in T' s Slike 2.22.

Na enotski kroznici izberemo poljubno tocko T'(a,b) in oznacimo ostale
tocke, kot je razvidno s Slike 2.22. Kot med pozitivnim delom osi z in
poltrakom OT' oznac¢imo z z. Tedaj je

|OA| =a=cosxz ... kosinus kota x,
|OB| =b=sinz ... sinus kotaz,
|[ET"| = tanx ... tangens kota x,
|E'T'| = cot x ... kotangens kota x .

Iz podobnosti trikotnikov OAT in OET” je razvidno razmerje

sin & tan x

= =tanx.
cosx  |OFE'|
Podobno velja
CcosS cotx ;
= = cotx
sinz  |OE"| ’
kar pomeni, da je
1
tanx = .
cotx
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T//
E T
B r
b
(( x .
\ o “a JE

Slika 2.22: Definicija trigonometri¢nih funkcij.

Poglejmo predznak trigonometriénih funkcij po posameznih kvadrantih:

0<z<I|ZI<z<n|r<es<¥|&<<z<or
COS & + — — +
sin x + + - -
tan + — + -
cotx + - + -

Iz Slike 2.22 je razvidno, da sta funkciji sinus in kosinus periodi¢ni z osnovno
periodo 27, tangens in kotangens pa s periodo w. Torej velja

cosx = cos(z + 2km),
sinx = sin(z + 2km),
tanx = tan(x + k),
cotx = cot (v +km), k€ Z.
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Nadalje je s Slike 2.22 razvidno, da je kosinus soda funkcija (cosz =
cos(—x)) in sinus liha funkcija (sinz = —sin(—x)), kar pomeni, da sta pre-
ostali dve prav tako lihi funkeciji (tanx = — tan(—x), cot x = — cot(—x)).

Poglejmo se nekaj najpogostejsih zvez med trigonometri¢nimi funkcijami.
Po Pitagorovem izreku velja

cos?x +sin?z=1.

[zracunajmo
.2

sin” x

l+tan’z = 1+

cos? x

cos® & + xsin® x

cos? x

1

cos?2x

Podobno zveza velja za kotangens

1

sin?

14+cot?x =

Brez dokaza zapisimo adicijska izreka:
sin(z +y) = sinxcosy+ coszsiny,

cos(x +y) = coswcosy—sinxsiny.

Od tod lahko izpeljemo
sin(zx —y) = sin(z + (—y))
= sinx cos(—y) + cos z sin(—y)
= sinxcosy —cosxsiny,
cos(r —y) = cos(z+ (—y))
= cosxcos(—y) — sinz sin(—y)
= cosxcosy +sinxsiny.

Matevz Crepnjak 107 Petra Zigert Pletersek



2.1. PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

Iz adicijskih izrekov lahko izpeljemo tudi formuli za sinus in kosinus dvojnih

kotov:

sin(2x) = sin(x + z)

= sinxcosx + cosxsinx

= 2sinxzcosy,

cos(2x) = cos(z + x)

= CcoSxCcosx —sinxsinx

2

= cos?r —sin’z.

Prav tako nam adicijski izreki dajo zvezo med kotoma, katerih vsota je 7:

. - o m
sin(j —x) = sinfcosx —cos §sinx
= cosz,
- _ x o
cos(5 —x) = cosfcosz +sinfsine
= sinz.

Podobno velja za preostali dve funkciji:

tan(j —x) =

cot(Z —zx) =

)
)

sin(Z —x
x

NEANIE

cos(

COs T

sinx
cotx,

1

tan(§ — x)

tan x .

Omenimo Se, da sta stari oznaki za funkciji tangens in kotangens tg oz. ctg.

Poglejmo se grafe trigonometri¢nih funkcij, ki so razvidni s Slik 2.23, 2.24,
2.25, 2.26. Funkciji kosinus in sinus sta definirani na celem R, medtem ko
funkcija tangens ni definiran v niclah kosinusa (z = (2k 4+ 1)%, k € Z),
kotangens pa ni definiran v niclah sinusa (z = k7, k € Z).
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Slika 2.25: Graf funkcije tangens.

c) Ciklometricne funkcije

Ciklometricne funkcije so obratne oziroma inverzne funkcije od trigonometricnih.
Zanje uporabljamo tudi izraz krozne funkcije. Ciklometri¢ne funkcije so
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Slika 2.26: Graf funkcije kotangens.

arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens in arkus kotangens.
Funkcija arkus sinus

Ce hocemo, da bo obstajal inverz funkcije sinus, mora le-ta biti bijektivna.
V ta namen moramo skréiti definicijsko obmocje. Naj bo f(x) = sinz in
f:[=%.5] = [-1,1]. Tedaj ostaja f~':[-1,1] — [-3, 5] taka, da je

(fof @) =f(f(2)) =, Vo € [-1,1]
in

(f o) = (@) =z Ve |57

Imenujemo jo arkus sinus in piSemo
f(z) = asinz.
Ponekod zasledimo Se staro oznako, ki je arcsin. Velja tore;

sin(asinz) =z, Vo € [—1,1],

T m
asin (sinx) =z, Vo € [ 5,5} :
Definicijsko obmocje funkcije f(x) = sin z bi lahko skrcili tudi kako drugace.
Za vsako skrcitev definicijskega obmocja, ki ima za rezultat bijektivno
funkcijo sinus, lahko definiramo obratno funkcijo arkus sinus. Za poljubno
kodomeno funkcije arkus sinus piSemo funkcijo z veliko zacetnico, torej
Asinz. Kadar skré¢imo obmocje na [—7, Z], torej tako, kot smo to najprej
naredili, govorimo o glavni veji funkcije arkus sinus in jo piSemo z malo

zacetnico asin x.
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\J

Slika 2.27: Graf glavne veje funkcije arkus sinus.

Vemo ze, da graf obratne funkcije dobimo z zrcaljenem preko premice y = x,
kot je prikazano na Sliki 2.27.

Funkcija arkus kosinus

Naj bo f(x) = cosz. Definicijsko obmocje skréimo na [0, 7], s ¢imer bomo
podobno kot pri funkciji arkus sinus, dobili glavno vejo funkcije arkus kos-
inus, ki jo zapisujemo z malo zac¢etnico. Tedaj obstaja

f'(z) = acosx : [-1,1] = [0, 7],
za katero velja
cos(acosx) =z, Vo € [—1,1],
acos (cosz) =z, Vo € [0,7].
Tudi v tem primeru lahko naletimo na staro oznako arccos.

Na Sliki 2.28 vidimo graf glavne veje funkcije arkus kosinus.

Izpeljimo Se zvezo med obema znanima obratnima funkcijama. Naj bo
m™ T

v € [-1,1]. Tedaj je y = asinz € [-7F, 7] in = siny. Nadalje je

7T .
coS <§—y> =siny ==,

kar pomeni, da je

T
— —y =acoszw
9 Y

oziroma -
asinz 4 acosx = 5 Vo e [-1,1].
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Slika 2.28: Graf glavne veje funkcije arkus kosinus.

Funkcija arkus tangens

Naj bo f(x) = tanx. Definicijsko obmo¢je skr¢imo na (—73,7), s c¢imer

bomo dobili glavno vejo funkcije arkus tangens Tedaj obstaja

f'(z) = atanz : R — <—g, g) :

za katero velja
tan(atanz) = x, Vo € R,

T
tan (tanz) = z, ¥ e(——,—).
atan (tanx) = z, Va 55

Na Sliki 2.29 vidimo graf glavne veje funkcije arkus tangens.

Slika 2.29: Graf glavne veje funkcije arkus tangens.

Funkcija arkus kotangens
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Naj bo f(z) = cotz. Definicijsko obmoéje skréimo na (0,7), kar nam
ponovno da glavno vejo funkcije arkus kotangens. Tedaj obstaja

fH(z) = arccotz : R — (0,7),

za katero velja
cot(arccotx) = x, Vo € R,

acot (cotx) =z, Vo € (0,7).

Na Sliki 2.30 vidimo graf veje funkcije arkus kotangens.

Slika 2.30: Graf glavne veje funkcije arkus kotangens.

Izpeljimo Se zvezo med obema obratnima funkcijama. Naj bo z € R in
y = atanz. Tedaj je

s
w:tany:cot(a—y).

Torej je
T

— —y = acotx
B Yy

oziroma
s
atan x + acotx = 5 Vr € R.

Tudi pri funkcijah arkus tangens in arkus kotangens sta ponekod v uporabi
stari oznaki, ki sta arctg oz. arcctg.
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d) Eksponentna funkcija

Eksponentna funkcija je oblike
f(z)=a" a>0.

V eksponentni funkciji nastopa neodvisna spremenljivka x v eksponentu.
Ker je 1 = 1 za vsak z, naj bo osnova a # 1. Eksponentna funkcija je
povsod definirana, torej je Dy = R, in je povsod pozitivna. To tudi pomeni,
da je Z; = RT, in zato nima nicel.

Torej N
a*: R—R™.

Za f(x) = a” velja
flx+y) = f(x) fy),
saj je
flety) = o™

= f@) fy).
Za a > 1je f(x) = a” strogo narascajoca funkcija, saj za vsak 1, xs velja:
T < Ty = a*' <a™?

T2

S 1< —
a*1

& 1 <a™™™,
Ker je 9 —x1 > 0in a > 1 je to res za vsak x; < x».

Na Sliki 2.31 vidimo graf funkcije f(z) = a”, za a > 1.

Za a < 1je f(x) = a” strogo padajoca funkcija, saj za vsak xq, s velja:
T <Xy = a*' > a"?,
kar pokazemo na analogen nacin kot za a > 1.

Ker je eksponentna funkcija strogo monotona, je zato injektivna.

Zaradi nekaterih zakonov naravne rasti je zelo pomembna osnova Stevilo e
oziroma eksponentni funkciji e* in e™*. Stevilo e bomo spoznali pri razdelku
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Slika 2.32: Graf eksponentne funkcije f(z) = a” za a < 1.

o zaporedjih, zaenkrat povejmo le to, da je to iracionalno Stevilo, katerega
priblizek je 2,71828. ..

Na Sliki 2.32 vidimo graf funkcije f(x) = a®, ko je a < 1:

Zgled 60. Skiciragmo grafa funkcij €® in e™*.
Grafa obeh funkcij vidimo na Slikah 2.31 in 2.32.

e) Logaritemska funkcija

Naj bo f eksponentna funkcija, torej
[R=RY f(z)=d" a>0,a#1.

To je bijektivna funkcija, zato obstaja njej obratna funkcija f=* : R — R.
Imenujemo jo logaritemska funkcija in piSemo

fH @) = log, .
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(Beremo: logaritem z osnovo a od x.)

Ker sta eksponentna in logaritemska funkcija obratni, velja
(@) = d® =z, Yo € R

n

f(f(z)) =log,a” =z, Vr €R.

Imamo torej zvezo
y=log, v < ad’ =ux.

Logaritemska funkcija ima niclo v tocki 1, saj velja

O=log,zead=1=ux.

Graf logaritemske funkcije dobimo iz grafa eksponentne funkcije z zrcaljen-
jem preko premice y = x, kar vidimo na Slikah 2.33 in 2.34.

.\_\
[
N
w
EN

Slika 2.33: Graf logaritemske funkcije z osnovo a > 1.

Ob upostevanju injektivnosti eksponentne funkcije izpeljimo tri pomembne
lastnosti logaritma:

(1) log,(zy) = log, = +log, y, x,y >0
Izpeljava:
aloga(my) = gy

= 98T glog.y

—_ aloga z+log, v )
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Slika 2.34: Graf logaritemske funkcije z osnovo a < 1.

(2) log, ¥ =log,z —log,y, z,y >0
Izpeljava:
log, § _

a/ —
)

aloga T

alog. y
_ CLloga z—log, y )
(3) log, 2¥ =ylog,z, x>0, y € R

Izpeljava:

aloga xY

xY
— (alOga z ) Yy

— a(lOga z)y

— ayloga:p )

Kadar je osnova enaka stevilu e, govorimo o naravnem logaritmu in piSemo
log,.z=Inz.
Na Sliki 2.33 vidimo graf te funkcije.

f) Hiperbolicne funkcije

Definirajmo hiperboli¢ni funkciji kosinus hiperbolikus in sinus hiperbolikus
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chz = % ... kosinus hiperbolikus,
et —e" : : :
shx = —5 sinus hiperbolikus .

Opazimo, da je prva funkcija soda, druga pa liha. Med njima veljajo nasled-
nje zveze:

(1) sh(x +y) =shazchy+shycha

1
shzchy+shychzx = 1(26”3/ —2e7"7Y)
= sh(z+y).
(2) ch(z+y) =chachy —shxshy

Pokazemo podobno kot (1).

(3) ch®*z —sh*z =1

ch?r —sh?2z = ete’y _(e-e”
2 2

1
_ 1(6290—}—2—{-6_%—6%—{-2—6_%)

Na Sliki 2.35 vidimo graf funkcije kosinus hiperbolikus in na 2.36 vidimo
graf funkcije kosinus hiperbolikus.

2.2 Zaporedja

Definirali bomo zaporedje, njegovo konvergenco in se osredotocili na nekatere
lastnosti, kot sta monotonost in omejenost.

Matevz Crepnjak 118 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 2. REALNE FUNKCIJE

Slika 2.35: Graf hiperboli¢ne funkcije kosinus hiperbolikus.

PN W N
T

Slika 2.36: Graf hiperboli¢ne funkcije sinus hiperbolikus.

Zaporedje v mnozici M je preslikava
a: N— M.

Mnozica M bo za nas mnozica realnih ali kompleksnih stevil in tako govorimo o
realnem ali kompleksnem zaporedju.

Po dogovoru pisemo funkcijsko vrednost a(n) = a, in jo imenujemo n-ti ali
splosni ¢len zaporedja, n pa imenujemo indeks ¢lena zaporedja. Namesto zapisa
a: N — M uporabljamo za zaporedje zapis (a,) = (a1, as, . ..).

Zgled 61. Poglejmo nekaj primerov na razlicne nacine podanih zaporedij.

1
Loan=—5, (H) =048 15 )

2. ap = ay_1 +d, kjer sta a1,d € R... aritmeticno zaporedje

3. Gy, = an_1q, kjer sta ay,q € R... geometrigsko zaporedje
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4. F,=F, 1+ F,_o, Fy = F, =1...Fibonaccijevo zaporedje

s,

S
n

) (an> = <_17 %7 _%7 %7 . )

Definicija 2.7. Naj bo ¢ > 0 poljubno Stevilo. Odprti interval (a — €,a + €)
imenujemo e-okolica tocke a.

_1)
Zgled 62. Od katerega n naprej so vsi ¢leni zaporedja a, = (=1) znotraj €-
n
okolice tocke 0, ce je € = %o 0z. € = 1(1)—0?

Resujemo neenakost
la, —0] < ¢

—1)"
‘() _ .
n
1
- < ¢
n
1
n > -—-.
€

Za € = % lezijo znotraj e-okolice vsi ¢leni od 11-ega naprej, za € = ﬁ pa od
101-ega napre;.

Definicija 2.8. Naj bo (a,) zaporedje v M. Stevilo a € M je limita zaporedja
(an), a = lim a,, natanko tedaj, ko za vsako e-okolico tocke a obstaja tako
n—oo

naravno Stevilo ng, da za vsako naravno Stevilo n > ng velja, da a, leZi znotraj
g-okolice tocke a:

a= lim a, < Ve >0,3ng € N,Vn > ng = |a, —a| <e.

n—oo

Pisemo tudi a, — a. Ce obstaja limita zaporedja, pravimo, da je zaporedje

konvergentno, sicer je zaporedje divergentno.

Zgled 63. Dokazimo, da velja
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1
Ve > 0,dng € N,Vn > ng = ‘——0 < &
n

1
- < €
n
1
- < €
n
1
n > -.
€
Tedaj je ng prvo naravno stevilo vecje od % Na primer, za ¢ = %, bi bil n >

no = 50, kar pomeni, da vsi ¢leni od 50-ega naprej lezijo znotraj e-okolice limite

0.

Zgled 64. Pokazimo, da je zaporedje a, = L. konvergentno.

Cleni zaporedja konvergirajo k limiti 1, kar pokazemo tako, da preverimo pogoj

n
Ve > 0,dng € N,Vn > ng = -1 < e&
n+1
-1 -
€
n+1
L <
€
n+1
1
n+1 > -
€
1—-¢
n >
€
Tedaj je ng prvo naravno Stevilo veéje od % Na primer, za ¢ = =, bi bil

207
n > ng = 19, kar pomeni, da vsi ¢leni od 19-ega naprej lezijo znotraj e-okolice
limite 1.

Opazimo, ce je a limita zaporedja a,, tedaj v poljubno majhni okolici tocke a
lezijo vsi ¢leni zaporedja (a,) od nekega ¢lena a,,, naprej.

Zgled 65. Ali je a, = L~ konvergenino zaporedje?

Ne, ker se sodi cleni blizajo k 1, lihi pa k —1.
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Definicija 2.9. Naj bo (a,) zaporedje. Stevilo s je stekalisce zaporedja (ay), ce
vsebuje vsaka poljubno majhna okolica Stevila s neskoncno ¢élenov zaporedja (ay,).

Ce je s stekalisée zaporedja (a,), tedaj je neenakost |a, — s| < € izpolnjena za
neskon¢no mnogo indeksov n.

Opazimo, da velja
"limita = stekalisce” ,

medtem ko implikacija v obratno smer ne drzi.

Zgled 66. Poiscimo stekaliséa zaporedja (a,) = (1, %, 1,
Stekalisci sta 1 in 0.

Izrek 2.10. Ce ima zaporedje vec kot eno stekalisce, je divergentno.

Dokaz. Naj bosta sy in sy razliéni stekalisci zaporedja (a,,). Pokazimo, da nobeno
ni limita zaporedja (a,). S tem namenom izberimo tak e, da velja

1
0<€<§‘81—52|.

Potem je po definiciji stekalis¢a na vsakem od intervalov (s; — ¢, s +¢) in (s9 —
g, $2 + €) neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja (a,) in noben ni na obeh intervalih
hkrati. To pomeni, da nobeno od stevil s; in sy ne zadosca temu, da bi v njegovi
e-okolici lezali vsi ¢leni a, od nekega m naprej in zato nobeno od stevil s; in s
ne more biti limita. [

Konvergenco zaporedja je vcasih tezko potrditi. Pri tem nam pomagajo
nekatere lastnosti zaporedij.

a) Monotonost zaporedja
Za motivacijo si poglejmo zaporedje
an = —.
n

Nastejmo nekaj prvih ¢lenov tega zaporedja

11

(a,) = (1,§,§,...).

Opazimo, da se cleni zaporedja manjsajo.
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Definicija 2.11. Zaporedje (a,) je narascajoce, cée velja
an < Gpy1, Vn € N
1 je strogo narascajoce, ce
ap < Qpi1, VN € N
Zaporedje (a,) je padajoce, ce velja
ap > Gpy1, VN € N
in je strogo padajoce, ce

Gp > Gpy1, VN € N
Zaporedje je monotono, ko je (strogo) narasajoce ali (strogo) padajoce.

Zgled 67. Preverimo monotonost zaporedij iz Zgleda 61.
1. Strogo padajoce.
2. Glede na d lo¢imo:

d >0 = strogo narascajocCe zaporedje,
d <0 = strogo padajoce zaporedje,
d=0 = konstanto zaporedje.

3. Glede na ¢ lo¢imo:

qg>1 = strogo naraScajoce zaporedje,
qg=1 = konstanto zaporedje,

0<g<1 = strogo padajoce zaporedje,
q<0 = ni monotono.

4. Narascajoce zaporedje.

5. Ni monotono zaporedje.

b) Omejenost zaporedja

Definicija 2.12. Zaporedje (a,) je navzgor omejeno, ce obstaja tak M iz
R, da velja
a, < M, Vn €N

in je navzdol omejeno, ce obstaja tak m 1z R, da velja
a, > m, Vn € N.

Zaporedje je omejeno, ko je navzdol in navzgor omejeno.
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Opazimo, da je zaporedje (a,) (navzgor/navzdol) omejeno, ko je mnozica
njegovih ¢lenov {a,|n € N} (navzgor/navzdol) omejena in v tem smislu ne
gre za nov pojem.

Zgled 68. Preverimo omejenost zaporedij iz Zgleda 61.

1. M>1,m<0.
2. Glede na d lo¢imo:

d>0 = m < a;, M ne obstaja,
d<0 = M > ay, mne obstaja,
d=0 = m=M=a,,.

3. Glede na ¢ lo¢imo:

q>1 = m < a;, M ne obstaja,

q=1 = m=M=a,
0<qg<l = m=0M=a;aliM=0,m=ay,
—1<q¢<0 = m<—|a|,M > |ay].

4. m < Fy, M ne obstaja.
5 m<—1,M>1.

Podobno kot pri omejenosti poljubne mnozice, sta tudi pri zaporedjih Se
posebej zanimivi natan¢ni meji.

Definicija 2.13. Supremum M’ zaporedja (a,) je supremum mnoZice nje-
gouth c¢lenov
M' = sup{a,|n € N}.

Infimum m' zaporedja (a,) je infimum mnoZice njegovih ¢lenov
m' = inf{a,|n € N}.

Pisemo
M' = sup(a,) in m =inf(a,).

Zgled 69. Poisc¢imo natancne meje (omejenih) zaporedij iz Zgleda 61.
1. M"=1,m' =0.

2. ,3. Ce obstajajo, je vsak infimum obenem tudi minimum in vsak supre-
mum je maksimum.

4. m' = Fy, M’ ne obstaja.
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5 m' =—-1,M = 4.

Izrek 2.14. Vsako monotono in omejeno zaporedje je konvergentno.

Dokaz. Naj bo (a,) narascajoce in omejeno zaporedje in naj bo M’ = sup (a,,).
Pokazali bomo, da je M’ = lim a,:
n—oo
Ve > 0,3ny € N,Vn > ng = |a, — M'| < ¢.

Izberimo poljuben ¢ > 0. Tedaj stevilo M’ — £ ni zgornja meja zaporedja, saj
sicer M’ ne bi bil natan¢éna zgornja meja. Torej obstaja ¢clen zaporedja a,_ tak,
da lezi med M’ — ¢ in M’, kar pomeni, da je a,. > M’ —e. Ce postavimo indeks
tega Clena za ng v definiciji limite, to je n. = ng, potem za ta ¢ velja

In. e N,Vn > n. = |a, — M'| <e,

saj je zaporedje (a,) po predpostavki narasc¢ajoce, kar pomeni, da je M’ res limita
zaporedja a,.
Podobno pokazemo v primeru padajocega zaporedja (a,), da je m’ = infa,, =

lim a,. [ |
n—oo

Neposredno iz dokaza sledi naslednja posledica.

Posledica 2.15. Naj bo (a,) monotono zaporedje.

(i) Ce je (an) naraicajoce in navzgor omejeno, tedaj (ay,) konvergira k supre-
mumau.

(ii) Ce je (an) padajoce in navzdol omejeno, tedaj (ay) konvergira k infimumu.

Pomemben primer monotonega in omejenega zaporedja je zaporedje
1 n
an=\(14+—-] .
n
Nastejmo priblizne vrednosti nekaj ¢lenov tega zaporedja

ay :2, CL2:2.25, (13:2.371, a4:2.440,...,a100:2.705,...,a1000:2.717,...

Po Izreku 2.14 obstaja limita tega zaporedja. Izkaze se, da je to iracionalno
Stevilo, ki je pomembna konstanta! in ga ozna¢imo z e:

1 n
lim (1 + —) = e = 2.7182818284590 . ..
n

n—o0

LGlej eksponentno in logaritemsko funkcijo.
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Poglejmo se, kako racunamo z zaporedji in njihovimi limitami. Zaporedja
seStevamo, odstevamo, mnozimo in delimo po clenih:

(anibn) = (Cl,l:tbl,azibg,...),

(anbn) = (al'bly a2'b27"')7

an ay a2

(E) = <b_1’ E,-.-),b@-;«éO,VZeN.

Naslednji izrek pove, kako racunamo s konvergentnimi zapored;ji.

Izrek 2.16. Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji z limitama lim a, = A
n—oo

mn nh_)Igo b, = B. Tedaj velja
(i) nh_}ngo(an +0b,) =A+ B,
(11) nh_}r{)lo(an -b,) = AB.
Dokaz.

(i) Ker sta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji, velja:

V£’>O,E|n1€N,VnZn1:|an—A|<5’:% in

VE”>O,EInQEN,Vn2n2:\bn—B]<5”:g.

Tako za vsak n > ng, kjer je ng = max{ny, no} velja:

|(an+bn>_(A+B)| - |<an_A>+(bn_B)|
< lan — A| + |b, — B|
<

(ii) Ker je (b,) konvergentno zaporedje, je tudi omejeno (sam premisli). Zato
obstaja Stevilo M > 0 tako, da je |b,| < M. Ker je (a,) konvergentno

€
zaporedje, za vsak &' = i > () obstaja tako naravno stevilo ny, da za vsak
E
n > ny velja |a, — A| < U Lo¢imo dva primera:
(a) A=0. Tedaj velja:

3

o = bl = ol Il <

M=c¢.
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(b) A # 0. Ker je (b,) konvergentno zaporedje za vsak &’ = |% > 0,
obstaja tako naravno stevilo ng, da za vsak n > ny velja |b,— B| < Lij
Tedaj za vsak n > ng, pri ¢emer je ng = max{ny, ny}, velja:

lan by — AB| = |an-by— Ab, + Ab, — AB|
= |b,(a, — A) + A(b, — B)|
= |bn||an - A| + |A||bn - B|
€ £
M— + |A|— = 2¢.
< 7 + | ’|A[ €
[

[z Izreka 2.16 neposredno sledi posledica.

Posledica 2.17. Naj bosta (ay,) in (b,) konvergentni zaporedji z limitama lim a,, =
n—oo

A in lim b, = B in ¢ poljubno realno stevilo. Tedaj velja
n—oo

(i) lim (ca,) =cA,

(i) lim (a, —b,) = A—B.

n—oo

Izrek 2.18. Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji z limitama lim a, = A

n—oo
in lim b, = B, pri ¢emer je vsak ¢len zaporedja (b,) razlicen od 0 in tudi B # 0.
n—oo
Tedaj velja
| a, A
im — = —.
n—oo b, B
Dokaz. Pokazimo najprej
1 1
lim — = —
nooo b, B
Preoblikujmo izraz
1 1| |B—=b,| |1]||b,—B]
b, B| |b,-B| |b, |B|

Ker je (b,) konvergentno zaporedje, za ¢ = % obstaja tako naravno stevilo n,
da za vsak n > n; velja:

|B|

bl —1BIl < b B < e=120
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Iz ’ ‘
B
b,| — |B —
Ioul = 1811 < 55
sledi B B
B B
—— < |b,| =Bl < — B
< b= 1Bl < /4B
| B 3|B]
— b, _
2 < 0n] < 2

Nadaljujmo samo s prvo neenakostjo

|B| 2

> < 1ol /-
- 2

|n| |B|

2
Za e = 5'7 > () obstaja tako naravno Stevilo ng, da za vsak n > ns velja:

B2
|bn—B]<5’:£%.

Zato za vsak n > max{n,ny} velja

1

b, —B| 2 |BP 1
b S1B° 2 B~

I =
| B Bl 2 |B]

b, B

1 1‘_

Po tocki (ii) Izreka 2.16 je dokaz s tem zakljucen.

3
Zgled 70. Poiscimo limito zaporedja a, = n
44Tn
I an I 37”
im = lim —"—
) 3
= lim —
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Zgled 71. Raziscimo zaporedje an, = 2+ 15 (monotonost, omejenost, konver-

genco, stekaliséa).

Zaporedje je naraScajoce ter omejeno z m < ap in M > 3. Potemtakem je to

konvergetno zaporedje, kjer je

n

sup(2 + ) = nli_)ngo(2+n+1

)

= lim 24 lim

= 24+1=3.

Infimum zaporedja je inf(2 + 25) = a; = g

2.3 Vrste

STEVILSKE VRSTE
Naj bo

Ay, Ao, ..., Qp,y ...

zaporedje realnih stevil. Izraz

ap+as+...+a, + ...

. pravimo c¢leni

imenujemo S$tevilska vrsta ali na kratko wvrsta, Stevilom aq, as, ..

vrste. Vrsto pisemo kot

Zan:al—i—ag—l—...—i—ak—i—...
n=1

Vrsti lahko le véasih priredimo neko realno stevilo kot njeno vsoto ali vrednost.

Pri tem nam pomagajo delne vsote Sy, So, ...:

51:a1
nga1+a2

Sp=a1+ax+ - +ay
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Zaporedju (S,,) pravimo zaporedje delnih vsot. V primeru, ko je zaporedje delnih
vsot (.5,,) konvergento, imenujemo njegovo limito S wvsota vrste in pisemo:

n—o0 n—oo

S = lim S, = lim Zak
k=1

oziroma
o0
S = E -
k=1

Ce stevilo S obstaja, pravimo, da je vrsta Y re @y konvergentna, sicer je vrsta
divergentna.

Poglejmo primera konvergentne in divergentne vrste.

Vsota clenov geometrijskega zaporedja tvori geometrijsko vrsto:
a+aq+aq®+ - .
[zracunajmo n-to delno vsoto S,:
Sp,=a;+ay+ - +a,=a+aqg+ - +ag"
Pomnozimo obe strani enakosti s ¢ in poglejmo razliko:

S, = a+aq+ - +aq"t
Spq = ag+ag®+ - +aq"

n

l—gq
1—g¢q

S, = a

Delna vsota S,, bo konvergentna, ko obstaja lim ¢", kar se zgodi, ko je |¢| < 1
n—oo

in je ta limita enaka 0. Za |q| < 1 je torej

oo

Zaqk_l __4a

k=1 1—¢

Vrsta
1-1+1-14+1—-1+1—-14+1---

je divergentna, saj je zaporedje delnih vsot
S1=0,59%=15=0959=1,...

divergentno.
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Opazimo, da je v primeru, ko obstaja vsota geometrijske vrste, limita

lim a, = lim a¢" ' =0,
n—o0 n—oo

kar velja tudi v splosnem. Pred navedbo tega izreka, ki govori o tem, si poglejmo
kaj pravi Cauchyjev pogoj, ki je bistvenega pomena za dokaz samega izreka.?

Izrek 2.19. (Cauchyjev pogoj)
Vrsta
ap+as+...+a,+ ...

je konvergentna natanko tedaj, kadar za vsako pozitivno stevilo € obstaja tako
naravno Stevilo n, da je neenakost

|[Snap — Sul <€

1zpolnjena za vsako naravno stevilo p. Krajse,

Zak konvergira < Ve > 0,3n € N : |ap41 + Gpia + -+ + apyyp| < e, Vp € N.
k=1

Izrek 2.20. Ce je vrsta
artaz+ o Hag+ o

konvergentna, tedaj je

lim a, =0.
n—oo

Dokaz. Ker je vrsta konvergentna, zanjo velja Cauchyjev pogoj. Za p = 1
dobimo, da za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako naravno stevilo n, da je
izpolnjena neenakost

|an1| <,

kar pomeni, da je lim a, = 0. [
n—o0

To pa Se ni dovolj, da bi bila vrsta konvergentna, zato je pogoj

lim a, =0
n—oo

potreben pogoj za konvergenco vrste, ne pa tudi zadosten pogoj.

2Cauchyjev pogoj sledi iz izreka o konvergenci Cauchyjevih zaporedij. Ker jih na tem mestu
ne omenjamo, lahko radovednejsi bralec dokaz najde v [3], na straneh 110 in 124.
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Zgled 72. Pokazimo, da harmoni¢na vrsta

1 1 1 1 1 |
1+ -4+ 4+ -+ 2424 = -
TeT3TITs e ;n
ni konvergenta, ceprav je
1
lim — =0
n—oo N

Z malo rac¢unanja opazimo, da za delne vsote velja

3 4 5 6 7
> = - = . — ...
32_2734>2>SS>27SI6>27532>2a )
oziroma
g >k+2
2k 2 )

kar pomeni, da zaporedje S, ni navzgor omejeno in ker je oCitno narascajoce, ne
more biti konvergentno.

KONVERGENCNI KRITERIJI

a) Konvergenca vrst s pozitivnimi ¢leni indexvrstels pozitivnimi ¢leni

Navedli bomo nekaj zadostnih pogojev za konvergenco vrst s pozitivnimi
¢leni.

1. PRIMERJALNI KRITERIJ

Definicija 2.21. Vrsta Z b,, je majoranta wvrste Z ay, ce je za vsako
n=1 n=1

naravno Stevilo n izpolnjen pogoj

an <b,.

oo o
Pravimo tudi, da je Z a, minoranta vrste Z by, .

n=1 n=1
o
Vrsta E a, s pozitivnimi ¢leni je konvergentna, ce ima kaksno kon-
n=1

o
vergentno majoranto Z by,

n=1
[eS)

Velja tudi, da je vrsta Zan s pozitivnimi c¢leni divergentna, ¢e ima

n=1
)

kaksno divergentno minoranto Z by, .

n=1
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Zgled 73. Ali je konvergenta vrsta

1 1 1 1
—+ + + + o
V2 V23 V34 V45

Velja
1 - 1 _ 1
Van+1) /(n+Dn+1) n+l’

o0

1 - 1
zato je vrsta Z minoranta vrste Z _—.
n=1n+1 n=1 Vn(n+1)
vrsta harmonicna vrsta brez prvega clena, je divergentna, saj koncéno
mnogo clenov ne vpliva na konvergenco vrste. Torej je nasa vrsta
divergentna.

Ker je prva

2. KVOCIENTNI ali D’ALEMBERTOV KRITERIJ

Naj bo Z a, vrsta s pozitivnimai ¢lent in naj bo

n=1

. Ap41
lim =q.

n—00 (U,

Tedaj velja, ce je

g <1l= Z a, konvergira,

n=1

qg>1= Z a, divergira.

n=1

Zgled 74. Preverimo konvergenco vrste
[e'e) o
S ne
n=1

Po kvocientnem kriteriju je

in zato vrsta konvergira.
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3. KORENSKI ali CAUCHYJEV KRITERIJ

Naj bo Z Gy, vrsta s pozitivnimai cleni in naj bo

n=1

lim a, =q.

n—oo

Tedaj velja, ce je

g <1l= Z a, konvergira,

n=1
o0

qg>1= Z a, divergira.
n=1

Zgled 75. Preverimo konvergenco vrste
o n2
2n n '
n=1
Po korenskem kriteriju je

i 1 (n+1\" ’ 1 N 1\" 1 o1
= lim 4/~ =lim-(n+—-] =-e

in zato vrsta divergira.

4. RAABEJEV KRITERIJ

o0
Naj bo Z a, vrsta s pozitivnimi clent in naj bo q limita pridruZenega

n=1
. ap,
g = lim <n< —1>).
n—00 Ap+1

zaporedja

Tedaj velja, ce je

qg>1= Z a, konvergira,
n=1

g<1= Z a, divergira.
n=1
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Zgled 76. Preucimo konvergenco vrste

oo

1

3"
n
n=1

Po Raabejevem kriteriju izracunajmo kvocient

n—00 n3

. 3 +3n+1
= lim ——M—
n—so0 n2

= 3>1.

Ker je ¢ > 1, je zaporedje konvergentno.

Opomba. Za kriterije 2., 3. in 4. je v primeru, ko ¢ ne obstaja, ustrezna
vrsta divergentna. Kadar je ¢ = 1, ti kriteriji ne dajo odgovora na
vpraSanje o konvergenci vrste.

b) Konvergenca alternirajocih vrst

Alternirajoca vrsta je vrsta s pozitivnimi in negativnimi ¢leni, ki si iz-
menic¢no sledijo:

ay —az+az—ag+as+--- :Z(—l)”“an, an > 0.
n=1

Izrek 2.22. (Leibnizov kriterij)
Alternirajoca vrsta

Z(_l)nHan =a; —ay+tag—as+as+---

n=1
je konvergentna, ce je

ay > as > a3 >ag>as> -+ in lima, =0.

n—oo

Dokaz. Naj bo k poljubno naravno Stevilo in Sy, delna vsota prvih 2k
¢lenov vrste. Ker je

Sok+2 — Sop = Aopy1 — Qopq2 > 0,
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je podzaporedje delnih vsot (Sgx) monotono narascéajoce. Ocena

Sgk = A1 — Q2+ a3 — QA4+ a5 — Qg + -+ + Qok—1 + Q2 =

= a1 — (ay —az) — (ag —a5) — -+ — (Qgp—2 — Agk—1) — G < a4

kaze na to, da je podzaporedje (Sa;) navzgor omejeno. Ker je podzaporedje
naraScajoce in navzgor omejeno, obstaja limita L = klim Sor. Ker za vsak
—00
k velja
Sogy1 = Sak + Gopy1

je

lim SQk—H = lim Sgk + lim a2k+1 = L +0= L.

k—o0 k—o00 k—o00
Podzaporedje sodih delnih vsot (Ssx) in podzaporedje lihih delnih vsot
(Saky1) konvergirata k Stevilu L, zato je

lim S, =L

n—o0

in je alternirajoca vrsta konvergentna. [

Zgled 77. Preverimo konvergenco vrste

o0

RIS

n=1

Vrsta je alternirajoca, absolutne vrednosti ¢lenov tvorijo padajoce zaporedje
in konvergirajo k 0, zato je po Leibnizovem kriteriju vrsta konvergentna.

c) Konvergenca vrst s poljubnimi ¢leni indexvrstels poljubnimi ¢leni

Definicija 2.23. Vrsta Zan je absolutno konvergentna, ce konvergira

n=1
)

pridruZena vrsta g \a,| absolutnih vrednosti njenih clenov.
n=1
o o
Ce za konvergentno vrsto g a, pridruZena vrsta g la,| divergira, govo-

n=1 n=1
rimo o pogojni konvergenci.

V primeru vrst s poljubnimi ¢leni nas torej zanima absolutna konvergenca
vrste. V ta namen nimamo novih kriterijev, temvec le prilagodimo kriterije
za vrste s pozitivnimi ¢leni na absolutno vrednost.
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Zgled 78. Preverimo konvergenco vrste

o0

Z(_Dnﬂé '

n=1

Uporabi Raabejev kriterij na pridruzeni vrsti s pozitivnimi ¢leni:

n—so0 n2
%4+ n
= lim ——5—
n—00 n
= 2>1.

Vrsta je zato absolutno konvergentna.

Do sedaj smo c¢lene vrste obravnavali kot realna stevila. Na podoben nacin
kot realne vrste obravnavamo tudi kompleksne vrste, le da je sedaj abso-
lutna konvergenca vezana na definicijo absolutne vrednosti kompleksnega
Stevila.

Zgled 79. Preucimo konvergenco vrste

S
x
“—~n!
Uporabimo kvocientni kriterij:
in+1 .
D! 1
g = lim (ntl)! = lim =0.

n!

Vidimo, da je vrsta absolutno konvergentna.

Kompleksne vrste poveze z realnimi naslednji izrek.

Izrek 2.24. Kompleksna vrsta Z(an +1iby,) je konvergentna z vsoto S =

n=0

A + i B natanko tedaj, ko sta konvergentni realni vrsti Zan m an,
n=1 n=0
katerih vsoti sta A oziroma B.
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Dokaz. Oznac¢imo posamezna zaporedja delnih vsot:

o0

D (an+by) — Sa,
n=0
ian — A,
n=0
ibn — B,.
n=0

Tedaj je
S, = A, +1B,, .

(=) Naj bo Z(an +ib,) konvergentna vrsta z vsoto S = a+ib, a,b € R.
n=0
Tedaj je S = lim S,, = a + ib, kar pomeni:
n—oo
Ve>0,dng €N, Vn>ng:|S,— (a+ib)| <e.

Torej velja

e>1S, —a—ib| = |A, —a+i(B, —b)| = (A, —a)2+ (B, — b)?
in sledi
VA, —a)P=1A,—a|l<¢e,
(B, —b)2=|B,—b| <e,
kar pomeni, da je lim A, =a in lim B, =b.

n—oo n—o0

(<) Naj bo lim A, =ain lim B, =b. Tedaj

n—oo n—o0

V§>O,E|n1€N,‘v’nZn1:|An—a|<§ in

vg>0,3n2€N,Vn2n2:]Bn—b]<§.

Naj bo ng = max{n;,ns}. Tedaj Vn > ny velja

e = 545> A —al+ By -t = VA =P + (B, ~ b7

< (A, —a)?2+ (B, —b)?2=|S, - (a+ib)|,

kar pomeni, da je lim S, = a + b
n—oo
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Konvergentne vrste sestevamo in mnozimo s skalarjem po ¢lenih. Naj bosta
o0 oo

Z Gy, in Z b, konvergentni vrsti in ¢ poljubno realno stevilo. Tedaj je

n=1 n=1

Zan+zbn = Z(an+bn)7
n=1 n=1 n=1

00 0o
C E Ay = E CQp ,
n=1 n=1

pri cemer sta rezultata prav tako konvergentni vrsti. Pri ra¢unanju z absolutno
konvergentnimi vrstami lahko poljubno premesamo vrstni red ¢lenov, kar pa ne
velja za pogojno konvergentne vrste.

FUNKCIJSKE VRSTE

Doslej smo obravnavali samo take vrste, pri katerih so bili posamezni ¢leni
konstante. Vzemimo sedaj vrsto

fi(@) + fol2) + fo(z) + -,
kjer so ¢leni fi(z) funkcije spremenljivke z. Tako vrsto imenujemo funkcijska

vrsta. Obstaja naj taka mnozica D C R, na kateri so vsi ¢leni f(z) definirani.
Ce damu argumentu kako vrednosti ¢ iz D, dobimo stevilsko vrsto

fi(e) + fale) + fa(e) + -+,
ki je bodisi konvergentna bodisi divergentna.

Zgled 80. Preucimo konvergenco vrste

= 1
anfl'

n=1

To je geometrijska vrsta (definirana za poljuben z € R\ {0}) s kvocientom < in
je konvergentna za vsak |z| > 1, ter divergentna za vsak |z| < 1,2 #0. Zax =1
in z = —1 dobimo prav tako divergentni Stevilski vrsti.
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Za ugotavljanje obmocja konvergentnosti funkcijske vrste uporabljamo ze poz-
nane kriterije konvergence stevilskih vrst.

Podobno kot za stevilsko vrsto naj bo S, (z) konvergentno zaporedje delnih

vsot funkcijske vrste Z fa(z) in S(x) njena vsota. Za vsak x dobimo pripadajoco

n=1
Stevilsko vrsto in ¢e so le-te konvergentne, pravimo, da funkcijska vrsta konvergira

po tockah. Poznamo Se drugo vrsto konvergence, in sicer enakomerno konvergenco
funkcijske vrste.

Definicija 2.25. Funkcijska vrsta
filz) + folz) + fs(@) + -

je na D enakomerno konvergentna, ce za vsako pozitivno stevilu € obstaja tak n,,
da je neenacba

|Sp(z) — S(z)] < e

1zpolnjena za vsak n > n, in za poljuben x € D.

To pomeni, da mora za vsak z € D obstajati skupen indeks ng, za katerega je
izpolnjena zgornja neenacba. V jeziku Cauchyjevega pogoja lahko enakomerno
konvergenco zapisemo kot:

Ve > 0,3n € N:|S,,(z) — Sp(x)| <e,Vp e N,Vx € [a,b].
Intuitivno bi lahko rekli, da je razlika med konvergenco po tockah in enakomerno
konvergenco v tem, da ima pri obic¢ajni konvergenci vsak x svoj n, za katerega je

izpolnjena zgornja neenakost, medtem ko morajo imeti pri enakomerni konver-
genci vsi z-i skupen n.

Enakomerno konvergenco funkcijskih vrst je tezko preverjati, zato nam je v
pomoc Weierstrassov kriterij.

Izrek 2.26. (Weierstrassov kriterij)
Na danem obmocju D funkcijska vrsta

fl(l’) + fz(ﬂﬁ) + f3(l’) + -
enakomerno konvergira, kadar obstaja taka konvergentna stevilska vrsta
ap+as +asg+--- s

da za vsak x € D inn € N velja neenakost
()] < an .

Vrsta Z a, je potem majoranta funkcijske vrste Z fu(x). O
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Zgled 81. Ali je vrsta

= sin (kx)
Z 9ok
k=1
enakomerno konvergentna na R?
Naredimo oceno
sin (kz)|  |sin (k)| < 1
2k | T2k T ok

Ker je to konvergentna stevilska vrsta, je funkcijska vrsta enakomerno konver-
gentna na R.

Najbolj pomembne funkcijske vrste so potencne vrste, ki so oblike

o0
-1
E a, ",
n=1

kjer je (a,) neko zaporedje. Pogosteje pisemo

o0
E ay, T .

n=0

Uporabimo npr. korenski kriterij za preucitev absolutne konvergence po

tockah:
lim {/|a, 2" = lim {/|a,|-|z?| = |z| lim {/|a,| < 1.
n—oo n—oo n—oo

Od tod sledi .

lim {/]a,|’

n—oo

=] <

o
kar pomeni, da je vrsta E a,x" absolutno konvergentna na intervalu

n=0
1

lim {/|an|

n—oo

(=R, R), kjer je R=

Pri tem postavimo
R =00, e je lim Wzo
n—oo
in ce je
lim {/|a,| = oo,

n—oo

moramo posebej raziskati.
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Podobno bi lahko uporabili kvocientni kriterij:

n+1
lim —’anﬂm | =1 ’an+1||x| = |z| lim [t 41] <1
n—00 |6Lnl‘n| n—00 | n| n— | n|
Od tod sledi
|z| < lim [an)

o0

in vrsta g a,x" je absolutno konvergentna na intervalu

n=0

|an]

(=R, R), kjer je R = lim :
Ce je
|an|

lim =0,

vrsta ni nikjer absolutno konvergentna. Lastnosti vrste na krajiscih intervala
moramo tudi v tem primeru posebej raziskati.

Zgled 82. Dolocimo obmocje konvergence vrste
>
n=1 n

Uporabimo kvocienti kriterij za absolutno konvergenco po tockah:

‘x’n—i-l
lim n+n1 = |z| lim oo lz| < 1.
n—o00 ]x\ n—>oon—|—1
n

Vrsta je torej absolutno konvergentna na (—1,1), izven tega intervala je diver-

Za x = 1 dobimo harmoniéno vrsto
oo
1
>
n
n=1

za katero ze vemo, da je divergentna.

Za x = —1 dobimo vrsto

= (-1
Z(n)’

n=1

ki je pogojno konvergentna.
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2.4 Limita in zveznost funkcije

V tem razdelku bomo definirali limito funkcije in za tem Se zveznost.

LIMITA FUNKCILJE

Definicija 2.27. Naj bo funkcija f definirana v vsaki tocki neke okolice tocke
a, razen morda v tocki a sami. Stevilo L je limita funkcije f v tocki a, ée velja
naslednji sklep:

"Za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo 0, da ¢e za vsak
x # a velja |xr — a| < 0, potem mora veljati | f(x) — L| <e.”

Pisemo
lim f(x) =L ali f(z) =5 L.
T—a
Krajse:
L=1limf(z) ©Ve>0,36>0,Ver#a: |zt —a|<d=|f(x)—L|<e.

r—ra

Slike 2.37 ponazarja definicijo limite funkcije v tocki a. Za okolico § izberemo
manjso od obeh vrednosti d; in ds.

A

L+e o
L
L —¢

Slika 2.37: Limita v tocki a.

Nekateri zanimivi primeri so:

- f ni definirana v tocki a in ima limito L,
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- f je definirana v tocki a in ima limito L, ampak f(a) # L,
- f je definirana v tocki a in ima limito L ter f(a) = L,

- f nima limite L, ima pa limito, ko se blizamo z desne oz. leve strani proti
tocki a.

Definicija 2.28. Funkcija f ima v a desno limito, L™, ée velja:
"Za wvsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo §, da za vsak
x € (a,a+90) velja |f(x) — LT| <e.”
Krajse:
LT =limf(z) ©Ve>0,30>0,Vr € (a,a+0)=|f(z) - L <e.

zla

Podobno definiramo levo limito, L™, funkcije f v tocki a:

L*:li%nf(x)<:>V€>0,E|5>0,Vxe(a—5,a):>|f(x)—[f|<€.

Iz definicije desne in leve limite sledi v tocki sledi, da obstaja limita L natanko
tedaj, ko sta leva limita L~ in desna limita L' enaki:

L=L"=L & L=Ilimf(x).
T—a

1

Zgled 83. Poiscimo levo in desno limito funkcije f(x) = N — v tocki 0.
+e=

Premislimo, kaj se dogaja s funcijo f, ko se blizamo tocki 0 enkrat iz pozitivne

strani in drugic¢ iz negativne. Ko se blizamo iz desne strani, gredo vrednosti
izraza 9—16 proti pozitivni neskoncnosti, saj gre imenovalec proti vedno manjsim

pozitivnim Stevilom:

1 . : . . .
Izraz e= zato v neskon¢nosti narasca, kar pomeni, da je

1
LT =lim - =0.
=0 1 + ez

V primeru leve limite gredo vrednosti izraza % proti negativni neskonénosti:

1
lim — = —o0,
10 X
zato gre er proti 0 in leva limita je
1
L™ =lim =1.
210 1 + e
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Pri racunanju z limitami velja podobno kot pri limiti zaporedij.

Izrek 2.29. Naj bo lim f(x) = A in lim g(x) = B. Tedaj velja:

r—a T—ra

(i) lim(f(z) +g(z)) = A+ B,

(i) lim(f(z)g(z)) = AB,

o flx) A
(111) Jlgrtllmfg,B#O.

Dokaz. Za ilustracijo pokazimo tocko (7), medtem ko je (ii) in (iii) tezje dokazati.
Izberimo 2¢e > 0. Ker je lim f(z) = A in lim g(z) = B, za vsak ¢ > 0 obstajata
Tr—a r—a

01, 09 taka, da velja:
lz—a| <01 = |f(z)— Al <e.
|z —a| < 0y = |g(x) — B| <e.

Tedaj velja:
|f(x) — Al + |g(x) — Bl <e+e=2¢

za vsak |r —a| < ¢, kjer je 0’ = min{dy, 0o }. Ker je
[f(x) = Al + |g(x) = B] > | f(x) = A+ g(z) = B| = [(f(2) + g(z)) = (A+ B)],

dobimo

|(f(2) + g(2)) — (A+ B)| < 2¢,

za vsak |x —a| < 0. [

Definicija 2.30. Funkcija f ima limito L, ko gre x proti neskonéno, ce za vsako
pozitivno Stevilo € obstaja tak M > 0, da |f(z) — L| < € velja za vsak x > M.

Kragse:

L=lm f(zr) ©Ve>0,dIM >0,V > M= |f(z) - L| <e.

T—00

Podobno definiramo limito, ko gre x proti negativni neskoncnosti:

L= lim f(zr)&Ve>0,dm<0,Ve<m=|f(z)—L|<e.

T—r—00

Na Sliki 2.38 vidimo primer taksnih limit.
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Slika 2.38: Limita funkcije, ko gre x proti neskoncnosti.

1
Zgled 84. I[zracunajmo lim —.

r—00 I

Limita je enaka 0, ker je Stevec konstanten, imenovalec pa naras¢a v neskoncnost.

Limito funkcije v tocki a lahko pisemo tudi kot:

lim f(x) = ]lziir(l)f(a+h).

r—a

ZVEZNOST FUNKCIJE

Definicija 2.31. Naj bo funkcija f definirana na neki okolici tocke a. Pravimo,
da je f zvezna v a, ce velja:

¥ Za vsako pozitivno Stevilo e obstaja tako pozitivno Stevilo 6, da ce je |v—al <
J, potem velja | f(x) — f(a)| <e.”

Krajsi zapis za zveznost funkcije f v tocki a:

Ve>0,30>0,|z—al<d=|f(z)— fla)| <e.
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
a
a) b)
Slika 2.39: a) V tocki a nezvezna funkcija in b) zvezna funkcija.
Definicija 2.32. Funkcija f : D — R je zvezna, ce je zvezna v vsaki tocki svoje
domene D.

Na Sliki 2.39 vidimo primera pod a) nezvezne in pod b) zvezne funkcije.

Potrebni pogoji za zveznost funkcije f v tocki a so:
- f je definirana v tocki a,
- f ima limito v tocki a,

- limita v tocki a je enaka funkcijski vrednosti f(a).

Spodnje situacije vodijo v nezveznost funkcije f v tocki a:
- funkcija f v tocki a ni definirana.
- f v tocki a nima limite,

- f ima limito v tocki a, a ni enaka f(a).

Izrek 2.33. Funkcija [ je zvezna v tocki a natanko tedaj, ko je

lim /(2) = f(a).

Tr—a

Dokaz.

(=) Ker je f zvezna v tocki a, za vsak £ > 0 obstaja tak § > 0, da velja:
jx —al <d=|f(z) - fla)] <&,

kar pomeni, f(a) zadoS¢a pogojem za limito funkcije f v tocki a.
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(<) Ker je
lim £(«) = £(a).
obstaja za vsak € > 0 tak § > 0, da za vsak x # a velja:
|z —al <d=|f(z)— fla)| <e.
Ce je z = a, tedaj je
[f(x) = fla)] = [f(a) = fla)] =0 <&,
s ¢imer je dokaz zakljucen.

Izrek 2.34. Ce sta funkciji f in g zvezni v tocki a in je ¢ # 0 neko stevilo, potem
so v a zvezne tudi funkcije

(1) f£g9,
(i) c- f,
(iir) f -9,
L
(iv) =, cejeg#0.
g
Dokaz. Sledi neposredno iz Izreka 2.29. |

Naslednji izrek podaja zelo pomembno lastnost limite kompozituma zveznih
funkcij, ki jo bomo v nadaljevanju potrebovali. Izreka ne bomo dokazali.

Izrek 2.35. Naj bo f zvezna v tocki b in lim g(z) = b. Potem je

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(b).

Dokaz. Naj bo € > 0. Pokazati moramo, da obstaja 6 > 0 tak, da za vsak
x|z —al <6 velja:
[f(g(x)) = f(b)] <e.

Iz zveznosti funkcije f v tocki b sledi, da za dani € obstaja d; > 0 tak, da za vsak
y velja, ce |y — b| < 01, tedaj je

[f(y) = f(b)] <e.

Ker je lim g(x) = b, mora za vsak 1 > 0, torej tudi za €, := 7, obstajati § > 0
r—a

tak, da bo za vsak z : |x — a|] < § veljalo
lg(x) = bl < 1.
Ker je g(x) = y, smo dokaz zakljucili. [

NEKATERE POMEMBNEJSE LIMITE
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sin
=1

a) lim
x—0
Izberimo x € (0, §) in naj bo A(1,0), B(cos z,sinx), C(cos x,0), D(1, tan x)
ter 0(0,0), kot je to razvidno s Slike 2.40. Nadalje naj bo S; plos¢ina
trikotnika AOB, Sy ploscina trikotnika AOD in S plos¢ina kroznega izseka
AOB. Poudarimo, da je plos¢ina kroznega izseka s polmerom r enaka 7"2%.
Tedaj velja:

Sy < S < S
1 x 1
—sinz < — < —tancx -2/ :sinx
2 - 2 - 2 /-2/
T 1
1 < - <
sin x Ccos X
sin x
1 > > cosT
T
r—0
sinx .
1 > lim > lim coszx
x—0 x—0
%
sin
lim =1
x—0

1 x
b) lim <1 + —) =e
T—00 X

1
Pri zaporedjih smo omenili, da je lim (1 + —)" = e. Naj bo = poljubno
n— 00 n
pozitivno Stevilo in naj bo n celi del stevila z. Tedaj jen <z <n+1in
velja naslednje:

1<l o (QI44)r<+d)y <@+ =1+)m1+12)

>

8 |=

- = 1+ >0+ 9" >0+ =

L yn+1__ 1 _1 yn+lntl
(1 + n+1> I+ (1 + n+1) n+2
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ID(1,tan x)

B B B (CO‘: T, sin iL‘)

Slika 2.40: Izpeljava limite lin(l) iy
T—

x
Zato velja
Ot+ap)im < 0+ < 0+0+3)
In— o0 In— o0
e-1 < (1+ 1) < e-1

1
T

c) lim(l+xz)r =e

z—0

V b) vpeljemo y = % in limita je neposredna posledica.

| 1 1
- og,(1+mz)

d) 1 =
) 700 x Ina
Izracunajmo
. log,(1+2) 1 . 1 _log.e
31012% — = ili)% log,(1+z)= = log, ili)]%(l—i-x)z =log, e = g a
In(1
e) lim In(1 + ) =1
x—0 x

V d) upostevamo, da je logaritemska osnova enaka e.
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v —1
f) lim ¢
z—0 €T

=Ina

Vpeljemo u = a” — 1 in dobimo

@1 1 0\
lima zlimL:lim M =Ina.
a0 T u—0log,(u+1)  u—0 u

ZVEZNE FUNKCIJE NA ZAPRTEM INTERVALU

V zadnjem razdelku smo spoznali definicijo zveznosti funkcije, sedaj pa nas
bodo zanimale lastnosti funkcij, ki so zvezne na zaprtem intervalu. Izkaze se, da
imajo le-te veliko lepih lastnosti.

Zanimajo nas funkcije na zaprtih intervalih
fila,b] > R.

Definicija 2.36. Funkcija f : [a,b] — R je zvezna, ce je zvezna v vsaki tocki
odprtega intervala (a,b) in v tocki a obstaja desna limita, ki je enaka f(a) in v
tocki b leva limita, ki je enaka f(b):

Ve>0,36>0,0<h<d=
|f(a) = fla+h)| <e A |f(b)—f(b—h)| <ce.

S Cla, b] ozna¢ujemo mnozico zveznih funkcij na zaprtem intervalu [a, b].

V zvezi z zveznostjo funkcij na zaprtem intervalu velja nekaj pomembnih
izrekov.

Izrek 2.37. Naj bo f € Cla,b] in f(a)- f(b) < 0. Tedaj obstaja ¢ € (a,b) taksna,
da je f(c) =0.

Dokaz. Naj bo f(a) < 01in f(b) > 0 ter definirajmo mnozico
A= {z|x € [a,b] A f(z) < 0}.

Mnozica A ni prazna in je navzgor omejena, zato obstaja njena natancéna zgornja
meja M = sup A. Ker je M € [a,b], obstaja f(M), za katerega je izpolnjena
natanko ena od treh moznosti:

f(M) < 0: V tem primeru je M € [a,b). Naj bo najprej M € (a,b). Ker je f
zvezna v M, obstaja tak 6 > 0, da velja:

lt — M| <= f(z)<0.

Potemtakem za vsak x; € (M, M + §) velja, da je f(xz1) < 0, kar je v
protislovju s tem, da je M supremum. Prav tako ne more biti M = a.
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f(M) > 0: Sklepamo podobno kot v prvem primeru.
f(M) =0: To je res, ker je edina preostala moznost.

Podobno bi postopali v primeru, ko je f(a) > 0in f(b) < 0. |

Zgled 85. Naj bo f :[0,4] — R podana s predpisom f(x) = —x* + 4. Pokazimo,
da ima [ na intervalu [0,4] niclo.

Ker je f(0) =4 > 01in f(4) = —12 < 0, po Izreku 2.37 obstaja nicla funkcije f
na [0, 4] in sicer je to tocka x = 2.

Definicija 2.38. Funkcija f : [a,b] — R je na [a,b] navzgor omejena, ée obstaja
M € R tak, da je
flx) <M, Vz € la,b.

Podobno je f navzdol omejena, ¢e obstaja m € R tak, da je
flz) >m, V€ |a,b].

Stevili M in m imenujemo zgornja oz. spodnja meja funkcije f na [a,b].

Definicija 2.39. Naj bo f : [a,b] — R. Supremum M’ funkcije f je supremum
mnozice funkcijskih vrednosti

M = sup{f(2)]z € [a,b]}

Infimum M’ funkcije [ je infimum mnozice funkcijskih vrednosti
m' = inf{f(z)|x € [a,b]} .

Uporabljamo zapisa

M'= sup f(x) in m'= inf f(z).

z€a,b] z€la,b]

Naslednji izrek podaja zvezo med zveznostjo funkcij in omejenostjo. Sam
dokaz zahteva poglobljeno znanje o zaporedjih, zato je namenjen zahtevnejSim
bralcem.

Izrek 2.40. Vsaka zvezna funkcija definirana na zaprtem intervalu je omejena.
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Dokaz. * Recimo, da f € Cla,b] ni navzgor omejena. Tedaj za vsak n € N
obstaja tak z, € [a,b], da je x < f(z,). Obstaja torej zaporedje (x,), x, €
[a,b], ki je o¢itno omejeno in zato vsebuje konvergentno podzaporedje (zy, ), ki
konvergira k tocki ¢ € [a, b]. Pridruzeno zaporedje (f(z,,)) potemtakem divergira
v neskoncnost, kar je v nasprotju z zveznostjo funkcije f na [a,b].

Podobno pokazemo, da je f navzdol omejena.

Zgled 86. Preverimo Izrek 2.40 na primerih.

1. Naj bo f:[-2,3] = R podana s predpisom f(z) = 2.

Vidimo, da je f zvezna in po Izreku 2.40 omejena. Vidimo, da je M > f(3)
in m < f(0).

2. Naj bo f:1]0,1] — R podana s predpisom

fx) =

Vidimo, da f ni omejena in po Izreku 2.40 zato ni zvezna.

Naj bo f : D — R. Ce natancna zgornja meja M’ pripada zalogi vrednosti
funkcije f, tedaj je M’ maksimum funkcije f na D:

M' = max f(x).

zeD

Podobno, ¢e natanéna spodnja meja m’ pripada zalogi vrednosti funkcije f, tedaj
je m' minimum funkcije f na D:
m’ = min f(z).

zeD

Zgled 87. Ce obstajata, poiscimo minimum in maksimum funkcij.
1. Naj bo f:[1,2] = R podana s predpisom f(x) = z*.

Maksimum doseze v tocki 2 in sicer je M’ = 4, minimum pa v tocki 1 in
velja m’ = 1.

2. Naj bo f:[0,5) — R podana s predpisom f(r) = tanz.
Minimum doseze v tocki 0 in sicer je m’ = 0, maksimuma pa nima.
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3. Najbo f:R" — (0,%) podana s predpisom f(x) = atanx.

Nima maksimuma, niti minimuma.

Na Zgledu 87 smo videli, da je od treh primerov le zvezna funkcija na zaprtem
intervalu dosegla minimum in maksimum.

Izrek 2.41. Zvezna funkcija f : [a,b] — R doseze na intervalu [a,b] minimum in
maksimum.

Dokaz. Pokazimo za primer maksimuma. Po Izreku 2.40 obstaja natan¢na
zgornja meja M’ funkcije f. Pokazimo, da je M’ = maxgc(q f(2).

Ker je M’ supremum funkcije f, velja M’ — f(z) > 0 za vsak = € [a,b]. Tam,
kjer je M’ — f(x) > 0, je kvocient M,+f($) zvezna funkcija. Ce funkcija f ne bi
nikjer zavzela vrednosti M, bi bil ta kvocient povsod na [a, b] zvezen in po izreku
2.40 omejen. Tedaj bi 44 > 0 :

M_—f(I)SA,VIE[CL,b]

Od tod sledi )
< M - =
flo) < M-

in M’ ne bi bil supremum funkcije. Zato torej obstaja ¢ € [a,b] : f(c) = M.
Podobno pokazemo za minimum funkcije. [

Za konec dokazimo zadnji izrek v zvezi z zveznostjo funkcij na zaprtem inter-
valu, ki se glasi.

Izrek 2.42. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj zavzame vse vrednosti
med minimumom in maksimumom.

Dokaz. Naj bo

m' = min f(z) in M = max f(z)
x€[a,b] z€a,b]

ter f(a) =m/ in f(B) = M’. Tocki o in 8 obstajata zaradi Izreka 2.41.
Ce je o = 3, potem je f(x) =m' = M’ za vsak = € [a,b] in ni kaj dokazovati.

Predpostavimo sedaj, da je a < . Definirajmo novo funkcijo ¥ : [a, f] — R s
predpisom
U(z) = f(z) - C,

kjer je C poljubna vrednost med m’ in M’. Trdimo, da obstaja tak ¢ € [a,b], da je
f(p) = C. Ker je f zvezna, je tudi nova funkcija ¥ zvezna za vsak C € [m/, M'].
[zracunajmo

V()= fla) —-C=m'—C <0,

() = f(8)— C = M'—C > 0.
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Po Izreku 2.37 obstaja ¢ € [a, (] tak, da je U(p) =0 in zato f(¢) —C =0. 1
Iz Izreka 2.42 sledi naslednja posledica.
Posledica 2.43. Zaloga vrednosti zvezne funkcije definirane na |a,b] je interval

[m’, M'], kjer je

m' = min f(z) in M = max f(x).
z€[a,b) z€a,b]
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2.5 Naloge z resitvami

2.5.1 Pregled elementarnih funkcij

1. Kateri od naslednjih predpisov je preslikava
(a) y:R = R,y =a*—2?
(b) y: R =R,y = Vat+ 22,
() y:R—=R, =2 +z+1,
(d) y:R—=RS, > =2 +x+17
Resitev.
(a) Je.
(b) Je.
(¢) Ni (glej kodomeno).
(d) Je (glej kodomeno).

2. Preveri injektivnost in surjektivnost za naslednje preslikave

(a) fi:R—=R, fi(z) = 2%
(b) fo: Ry = R, fo(x) = 22,
(c) f3:R—=RY, f3(z) = 22,
(d) f1:R$ = R, fulx) =22
Resitev.
(a) Ni injektivna, ni surjektiona.
(b) Je injektivna, ni surjektivna.
(¢) Ni injektivna, je surjektivna.

(d) Je injektivna, je surjektivna.

3. Dolo¢i naravno definicijsko obmocje realnih funkcij realne spremenljivke:

(a) f(z) =2 -2z +1,
(b) f(x) =2t — 23 — 42? + 4z,
() flx)=Va? =22 +1,
(@) @) = 55—,
r? - 2r

() 1) = o 3 14w r o0
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(f) flz) =V—-2* -2 +2,
(g) f(z) = Vtanz,

(h) f(z) =In(In(Inx)),

(i) f(x) = log, (logs (log, x)),
6) @)= | ot

) @) =

(0) J(z) =1n (2:];_—38> - coj(jr—xz;
0= s
Resitev.

(a) Dy =R (kvadratna funkcija).

(b) Dy =R (polinom cetrte stopnje).

(¢c) Dy =R, saj Vaz -2z +1=/(z —1)2= |z —1].

(d) D =R—{-2,2}, saj je f racionalna funkcija in 22*—8 = 2(z—2)(z+2)).

e =R —{-4,-2,1,3}, saj je f racionalna funkcije in x* + 2x° — 13x* —

Dy =R 4,-2,1,3 j Jonal keije in a* + 22 — 1322
14z +24 = (z — 1)(z +2)(z — 3)(z +4). Namig: pole poiséemo s pomocjo
Hornerjevega algoritma.

(f) Dy =[-2,1], saj mora veljati —x*> —x +2 > 0. Tako je
—2? -z +2=—(x—-1)(z+2)>0
in to velja na intervalu [—2,1].

(9) Dy = U {kw,lm + g), mora veljati tanx > 0.
kEZ

(h) Dy = (e, 00), saj

In(lnz) >0
Inz >1

T >e.
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(i) Df = (4, 00), saj

logs (logy x) >0
loggz >1
x> 4.

(j) Dy =[-2,0)U[2,4), saj gledamo

2
—x“+4
—F > 0.
2?2 —4x
Stevec in imenovalec sta hkrati pozitivna na intervalu [—2,0) oziroma hkrati
negativna na [2,4).

(k) Dy =R{, saj gledamo

Imamo naslednji dve moznosti

e zax < —1 dobimo
—rx—1>2x—1>x+1
in to nikoli ne velja (—2x >0 > 2);
e za x> —1 dobimo
—r—1<z-1<z+1
in to velja za x > 0.

(1) Dy = (—o00, =3]U[2,00), saj gledamo

1< B0
Imamo dve mozZnosti:
o zax < —1alil <z dobimo
—241 < r—>5 < 22 -1
0 < 22 +r—6 < 212 — 2
0 < (x-2)(x+3) < 2x-1)(z+1)

i to velja za x < =3 ali 2 < x;
e za —1 <z <1 dobimo (podobno kot prej)
0>(x—-2)(x+3)>2(x—1)(z+1)
i to nikoli ne velja.
(m) Dy =R, saj |x| —x > 0 velja za poljuben x € R.
(n) Dy = (—1,0)U(0,1)U(1,00). Stevec je definiran za R — {—1}. Imenovalec
je definiran za x > —1 in je In(x + 1) # 0, ko je x # 0.
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(0) Df [O ) (% %) (2)2) (373)
Vidimo, da je 5 — 3 >0, ko jex < 3 ali x > 4. vVax+ 3 je definirana za

x > =3, cos(mx) —() zax=73%+k k€L Zatoje Dy =[0,1)U(3,3)U
(3.3)U(5.3).

(p) Dy =(0,4). Vidimo, da je x* —6x+5 = (x — 1)(z —5), In(z) je definirana
zax >0, Vi—x zax<4tervVi—2x=0, ko je x = 40.

4. Ali imata realni funkciji f in g enaki naravni definicijski obmocji

Resitev.
(a) Dy =R*, Dy = R—{0} (gledamo 2* > 0). Funkciji nimata enakih naravnih
defincijskih obmodij.
(b) Dy = U (2km, (2k + 1)) (gledamo sinz > 0), Dy = RY. Funkciji nimata

keZ
enakih naravnih defincijskih obmocij.

(c) Dy =le"} ¢, saj je

1—1n?2>0
121n2x

= [=Ve, Ve\{0}, sqj je

1—In2*>0
1> Inz?
e > 22
Ve>x>—/e
Funkcigi nimata enakih naravnih defincijskih obmodij.
(d) Dy =R, Dy =R, saj je 22+ 2+ 1> 0 ne glede na x € R. Funkciji imata

enaki naravni definicijski obmocji.

5. Za naslednje funkcije dolo¢i Dy, Z; in f1

(a) f(2) = V2 -4,
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(b) fla)=2"+2"",

() fla)=e>—1,

(d) f(z) =In(3z —6),

(e) flz) = =55,

x, ce <0
(1) flz) = {5172, ce x>0
Ali vedno obstaja f~1?
Resitev.
x? —
(@) Dy = (00,8, Zp =[0,00), f ) = =2

(b) Dy =R, Z; = (0,00), f(z) = 2" +27+1 = 27(1 +2) =3.2°, fHz) =
o (5)-

(c) Dy =R —{0}, Zy = (=1,0) U (0,00), f~(z) = Mil)
() Dy = (2.00), Zp =R, [ (@) = 2.
_ —x+95
(¢) Dy =R—{-1}, Zs =R—{-1}, f!(z) = 1
B B “1p) = x, ce <0
(f) Dy =R, Zy =R, f ()—{\@ e w0

6. Preveri, da je funkcija f: [-2,3) — (—2,9],

—r—2 ; —2<x<0
x:
/() {9—3:2  0<z2<3

bijekcija in izracunaj njen inverz (pomagaj si s sliko).

Resitev. Bijektivnost lahko vsak preveri.

@) —r—-2 ; -2<z<0
€Tr) =
vVI—z ; 0<zxz<9.

7. Samo s poznavanjem elementarnih funkcij najprej dolo¢i naravno definici-
jsko obmocje in zalogo vrednosti ter nato skiciraj naslednje grafe funkcij:

(a) f(z) =2"+2,
(b) f(z) = [In(z —2)|,
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(©) f(z) = logy (x),
(d) flz)=(3)"
(e) f(z)=—(3)",
(£) fz)=(3)"

Resitev.

(a) Dy =R, Zj = [2,00), Slika 2.41.

(b) Dy = (2,00), Zy = [0,00), Slika 2.42.
(¢c) Dy =R*, Z; =R, Slika 2.43.

(d) Dy =R, Z; = (0,00), Slika 2.4.

(e) Dy =R, Z; = (—00,0), Slika 2.45.
(f) Dy =R, Zy = (0,00), Slika 2.46.

Slika 2.41: Primer 7(a).

Slika 2.42: Primer 7(b).

8. Dolo¢i naravno definicijsko obmocje in kodomeno, da bo f bijektivna in
nato izracunaj inverz funkcije f:

(a) flz)=a"+1,
(b) flz) = Va? -1,
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{172

(d) flz) =

Resitev.  Izbirali bomo ,najvecjo“ naravno definicijsko obmocje in kodomeno.
Vsak lahko sam preveri, da za je izbrano naravno definicijsko in kodomeno f
bijektivna.

r—1

(a) Imamo ve¢ moznosti. Npr. Dy = RS, kodomena [1,00), f~1(z) = Vo — 1.
(b) Dy =[1,00), kodomena R, f~1(z) = Va2 + 1.

(¢c) Dy =R — {4}, kodomena R — {2}, f~1(z) = 2%.

(d) Imamo ve¢ moznosti. Npr. Dy = [2,00), kodomena [4,00), izpeljimo

fla)=\4-a+3

__Y
y—1
zy —x = y>
Y’ —ay=—=x
r\2 x?
b3 -
y== :f—x—i-Q

9. Doloci sodost oziroma lihost naslednjih funkcij:

(a) f(a) = V/(z =20+ V/(z +2)?,

tanx
(b) fl@) = =
(©) fla)= =0
3 +1
(@) f(x) = 5,
(e) f@):m(ii),
(f) f(z) =In (9:4—@)
Resitev.

(a) Funkcija je soda, saj velja
fow) = Yz 27 + Yo 22 = Y+ 2P + Y- 2P = f(o).

(b) Funkcija je soda, saj velja

tan(—x) —tanz —tanz tanx

f(-a) = - - = = f@).

—z+ (—x)> —x—2® —(z+2°) ax+a°
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(c) Funkcija je liha, saj velja

—x)% — sin(— — 23 +sin 3 —sin
f(—ac)—K x)” — sin( w)|:\ T°+s $|:_\ s x]:

—f(@).

—ZT - T

(d) Funkcija je liha, saj velja

37r 41 4E 3741
f(_x)_?)_z_l - 15390 __338_1 ——f(.’I,')

(e) Funkcija je liha, saj velja

f(—z) =1n (ii) o (5?2) :1n<1;i>_1 ——

(f) Funcija je liha, saj velja

f(—z)=1In (—x ++v1+ (—x)z)
((Hm) | (Hm))
=1In

x4+ vV1+ 22

-1
:ln<x+ 1+:1c2)

In (x—l— 1+x2>

10. Izracunaj kompozituma funkcij f in g (fog, go f)

(a) f:R-R, f(x)=5r—7,9g:R—R, g(xr) =2+ 3,
(b) f:R—=R", f(z)=2%¢g:R—>R, g(x) =2 -1,
f(x

(¢) f:R—RT, )=¢% g:R—>R", g(z)=—2*—1,
(@) f<x>={§ z;g,gm):{;j S

© f(x)={i2% ﬁig,g@:{g“ B
() f<x>:{§ Il {|1m| i

Matevz Crepnjak 164 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 2. REALNE FUNKCIJE

2 —4 Dz <2
h = —2x + 4, = ’ -,
() () = ~22+ 4, g(2) {4932_;64 s
z341 . _a:-ylc—l
. D Rl x € (—o0,—1)U(—1,0) _Jy
() 1) {6%_1 oy (@)

arctan(x + 1)

Resitev. Pri vsakem kompozitumu bomo opredelili naravno definicijsko obmodje
in kodomeno.

(a) fog:R =R, (fog)(x) = flg(z)) = f(x® +3) = 5(x® +3) = T = 52° + 8,
gof :R =R, (go f)(z) = g(f(z) = g5z —7) = 5z —7)° +3 =
12523 — 52522 + 735z — 340.

(b) fog:R—=RY (fog)(a)=flg(x)) = flz—1)=2""",
gof:R— (~1,050), (g0 f)(@) = g(f(2)) = g(2) =2 — 1.

(c) fog:R—>(07€_1]7 (fog)(x) = flg(x)) = f(—= —1)—6 w1
gof:R = (—00,~1), (g0 f)(z) = g(f(x)) = g(e”) = —e** — 1,

(d) Najprej doloc¢imo kodomeno posamezih predpisov. Za laZje razumevanje
naj bo fi(x) = z, folx) = 0, gi(x) = —1 in go(x) = 2%. Tako velja

fl : (_0070) - (_0070)7 f2 : [0,00) - {0}7 g1 : (_0070] - {_1}7
g2 : (0,00) — (0,00). Sedaj ustrezno komponirajmo upostevajoé naravno
definicijsko obmodje in kodomeno posameznih predpisov

* foyg

e gof
- (g0 fi)(@) = g(fi(z)) =
- (g0 f2)(@) = g(fa())

-1 <0
Tako smo dobili (f o g)(z) = s , (go f)(z) = —1 za vsak
0 ;o x>0

xz € R.

(e) Lahko resujemo kot v prejsnjem primeru. Strnimo postopek: f :[0,00) —
[_1700); f : (—O0,0) — (_170); g: [_1700) - [0700); g: (—OO, _1) - {O}

e fog
- (fog)(x) = fg(x)) = flz+1) = (x +1)* =1 = 2* + 2z, e je
x> -1,
- (fog)(z) = f(9(x)) = f(0) = —1, ée jex < —1.
e gof

- (go @) =g(f(x) =g(@a®> -1) =22 -1+1=122% cejex >0,
- (go f)@) =g(f(2) =g(—(z —1)7%) = — = 1)2—1—1 ée je v < 0.
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22 4+2z, ; x>-—1
(fog)(fﬂ)Z{_L N
z2, ;0 x>0
@”“@:{@ip+Ls T
(f) f ( 00, )) —>[( C;O ,0), f:[0,00) = {0}, , g: (—o0, =53] U[F,00) = {1},

fog)(@) = [flg(x)) = f(1) =0, ce je |z| > 3,
- fog)(x) = fg(x)) = f(|sinz[) =0, ce je x| < 5.

g g@) =1, dejer < 3,
go @) =g(f(x)) = g(x) = |sinz|, e je -5 <x <0,
g g9(0) =0, ¢e jex > 0.

1 N
(fog)(x) =0, za vsak x € R, (go f)(z) = {sinx ;
0 ;
(9) f:R—=R" g:(—00,0] - {1}, g: (0,00) — R.
* foy
- (feg)@) = flg(x)) = f(1) =e, cejex <0,
- (fog)(z) = fg(x)) = f(lnz) = ™" =z, ce je x> 0.
e gof
(g0 (@) = g(f(&)) = g(e") = Ine¥ =z, de je s € R

Uomuo={e; vs0

z ;3 x>0
(h) f:[1,3] = [-2,2], f: (—o00,1) —
[_272] — [_47 0]; g: (_007_2) U (2a

, (go f)(z) =, za vsak x € R.

?,oo), f:(3,00) = (—00,-2), g :

* foyg
- (fog)@) = flg(x)) = f(a® —4) = —2(a? —4) + 4 = —227 + 12,
ce je ] < 2,
- (fog)) = flg(a)) = fda® — a%) = —2(4a? — o) + 4 = 20 -
82 + 4, ce je |z| > 2.
® gof
- (gof)(z) = g(f(x)) = g(—22+4) = (—22+4)*—4 = 42? —162+12,
cejel <z <3,
- (gof)(@) = g(f(2) = g(—22 +4) = 4(-22 +4)> — (22 +4)*, ce
jex <1 alix>3.
272 + 12 ;x| <2
(feg)@) = {23: — 822 +4 ; x| >2
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422 — 162 + 12 ;1< <3
(9o f)(z) = 2 s :
A4(—2x4+4)° - (—2z+4)°* ; z<lVv3<ez

(i) f:(—00,0) = (00,—1), f:]0,00) — [0,00), g : (—o0,—1) = (—o0,—1),
g:[=1,0] = {0}, g: (0,00) = (%, 5).

* foyg
(Fog)w) = flo(e)) = f (~5) = ~ LT = e
jexr < —1,

f(0)=0, ¢ce —1<z<0,
f(arctan(z + 1)) = e2(@rctan(z+1) _ 1 g je

- (fog)(x) = f(9(2))
- (fog)(z) = f(g(2))

x>0,
e gof
z341 77;%:1 —x4r—1 5,
- (9o f)(@) =g(f(x)) =g (— z+1) =TT T e o e
z <0,
- (90./)(0) = g(f(0)) = g(0) =0, ée je x = 0.
- (gof)(z) = g(f(2)) = g(e**—1) = arctan(e*” —1+1) = arctan(e**),
ce je x > 0.
(feg)(x) =140 ; —1<x<0,
6Q(arctan(x-i-l)) -1 : >0
—eikeol e (—o0,—1) U (~1,0)
(gof)(@) =40 ;=0
arctan(e?*) ; x>0
L o o lz] ; =<1
11. Izracunaj vsoto, razliko in produkt funkcij f in g, f(z) = ¢, )
x ;T >
x? o< =2
in g(x) = ¢ e* ; —2<2<0.
simx ; x>0
Regitev. Naj * oznacuge poljubno operacijo (+, — ali -). Potem je
|z| * 22, ;o x <=2
|| * e, ;o —2<x<0
xg)(z) =
(f*9)(@) |z| xsinz, ; 0<z<l1
22 xsinz, ; x>1

12. Razstavi f na osnovne elementarne funkcije

(8) f(@) = /2 + Vo + vz,
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Regitev.
(a) fix) =, folz) ==,
f@)=(fro(fot+ fio(foa+ fi))(2).
(b) fi(x) =sinz, fo(x) = e”, fs(x) =2, fa(x) = 1,
f(x) = ((fs = fao f1) - fa)(@).

2.5.2 Zaporedja

1. V aritmeti¢nem zaporedju je vsota prvih osem ¢lenov 100, vsota drugega
in Sestega Clena pa je 22. Izracunaj prvi ¢len in splosni ¢len zaporedja.

Resitev. Vemo, da je

ag + as + a3 + a4 + ag + ar + ag = 100
ar + ag = 22.

Ker je v aritmetiénem zaporedju velja a, = aj + d(n — 1), dobimo

8a; + 28d = 100
207 + 6d = 22.

Zato je ay =2, d = 3 in posledicno ap, =2+ 3(n—1) = -1+ 3n.

2. Poiséi taksen x, da bodo §tevila 1, cos z in cos?

meticnega zaporedja.

x zaporedni trije ¢leni arit-

Resitev. Ker 1, cosx in cos® x tvorijo aritmeticno zaporedje, je d = cosx — 1 in
d = cos’x — cosx. Iz tega sledi

cosz — 1 =cos’x — cos .

Dobimo kvadratno enacbo cos’x — 2cosx + 1 = 0, ki je ekvivalentna enacbi
(cosw — 1)2 = 0. Resitev te enacbe je mnoZica {2kt |k € Z}. Posledicno vsi

elementi te mnoZice ustrezajo pogoju naloge.

3. Poisci taksen z, da bodo stevila In 3, In(2” — 2) in In(2* +4) prvi trije cleni
aritmeticnega zaporedja.

Resitev. Ker In3, In(2* — 2) in In(2* +4) tvorijo aritmeticno zaporedje, zato je
d=1In(2* —2) —In3 in d = In(2* +4) — In(2* — 2). Posledicno dobimo

27 — 2 2T 1+ 4
In =In
3 2¢ 2
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o0ziroma

3(27 4+ 4) = (2° — 2)?
(29)2 —7-2" -8=0
(2" —8)(2" +1) =0.

Ker 2% ne zavzame negativnih vrednosti, je edina resitev x = 3.

4. Tretji ¢len geometrijskega zaporedja je 12, peti pa je 3. Izracunaj splosni
¢len zaporedja.

Resitev. Vemo, da je

as = aj- q2 = 12
as = ai-¢* = 3.
i 1z tega sledi, da je q = i% in ap = 48. Glede na q imamo dva razlicna

zaporedja a, = 48 - (%)nil inal, =48 - (—%)nfl.
5. Vsota treh stevil je 40, vsota njihovih desetiskih logaritmov pa 3. Poisci ta
Stevila, ¢e tvorijo geometrijsko zaporedje.

Resitev. Poiscimo Stevila a1, as in as za katera

a; + az + as = 40
logay + logas + logas = 3.

Ce upostevamo, da ta Stevila tvorijo geometrijsko zaporedje (ax = aiq, a3 =
a1q?), dobimo
ar(l+q+¢*) = 40

log(a1q)® = 3.
Tako dobimo q = 3i2‘/5 i zato dobimo dve resitvi za Stevila a1, as in az. Torej
a; = %, as =10 in a3 = 5(3—/5) ter a; = %, as =10 in az = 5(3+/5).

6. Vsota treh stevil, ki tvorijo aritmetiéno zaporedje, je 6. Ce k tretjemu
Stevilu pristejemo prvo stevilo, prvo in drugo stevilo pa ohranimo, dobimo
geometrijsko zaporedje. Izracunaj dana tri stevila.

Resitev. Naj bodo a1, as in as iskana Stevila. Ker tvorijo geometrijsko zaporedje,
zato velja a1, as = a1 +d in a3 = a1 + 2d. Iz tega sledi

3a1 + 3d = 6.

Tako dobimo, da je ag = a1 +d = 2. Vemo tudi, da stevila ay, a2 in a; + a3

tvorijo geometrijsko zaporedje in zato je ¢ = %EtU — w = 2. Iz tega potem

a2
sledi, da je a1 =1, as =2 in ag = 3.
7. Izracunaj naslednje limite zaporedij:
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(a) lim — "t t1
n—soon3 +3n2+3n+1’
on?
b) i
()ngilogn3+n2+3n+1’
5n% + 3
(¢) lim oS
n—oo 3n? + 2n + 1

(@) tim <3n - 7)13’

(n+1)(2n* +1)(3n* 4+ 1)(4n* + 1)

(e) lim

n—oo  (n+1)(n%+2)(n+ 3)(n*+4)

1+7"
f) Iim ————
(£) W 3+ 5.7

3n+1 + 5n+1

lim “—
(g) Jim —r——

B
b T ey

(i) lim (vVn+1—+/n),

n—oo

(j) lim (n—+vn2+1),

n—oo
(k) lim vnitl4n
n Y

n—oo

(1) lim vnitn
n—oo n—|—1 ’

li VI VE VR
n00 VIn +1
(n) lim vn

e \/n+ n++n
V2 -1
V241

(p) lim (In(n+ 1) —In(n)),

n—oo

(m)

)

(©) i,

1—n2

(q) lim 2n%+2ns1,

n—oo

: 2\"
0 Jm (1-7)

' 1 3n—1
© Jm (15)
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(w) lim n(ln(n) —In(n + 1)),

n—oo

( ) 1 . 7m3—n2
BT B 1 1) )
n!
lim —
(v) fim, (n+ 1) —nl’

. (n+2)'+(n+1)
@)

Resitev.
Z42n+1 n2(1+ 2+ L
(a) lim 3n—|—2n—|— = lim ( 3 ”3"2)1 =0,
n—oon® 4+ 3nc +3n+1 n%oon31+ﬁ+ﬁ+$)
2n3 on3 )
(b) lim = = lim n _2
00 33 + n? + 3n + 1 n—)oon3(3_|_ +35+ 1) 3
5 3 n*(d+ =
(c) lim L im % = 00 ali recemo, da ta limita ne
n— 003n2+2n—|—1 n~>oon2(3+ﬁ_’_p)
obstaja,

3, — 7\ 13 3\ 13
(4) nﬁ%<2n+4> (2) ’

(n+1)(2n* +1)(3n° + 1)(4n' +1) _

1 24

() T £ 2) (P 1 3) ()
1+ o T(m 1) 041 1

() lim T gy ST UL

(g) lim FUAST gy, TEG ) 045

Y onloe T 3ngsn Tl mn(@mr1) 041
(=3)" : (=3)" 1

) lim ——2 - —1,

B T e~ o ) 0+

lim (Vn+1—yn)(Vn+1+yn)
(i) hm(\/n—i- I\f) Am NS =

= lim ———— =0,
n—=oo\/n+14/n
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n—00 ) n—00 n—l—*/nZ—i—l
= lim _ :07
n—=00 n 4+ v/n2 + 1
\/m2 1 2 1 1
(k) limu:limni++lzlim 1+ —+1=
n—00 n n—00 n n—00 n
=VIt0+1=2,
1, 1
W tm YRy Wit Y00,
nsoo n+1 _n—)oo n(l + ) 140
Yn  In
i+ n+vn \/ﬁ(1+7;‘+7:>
(m) o et A
n—o0 n n—oo 1
\/ﬁm
2
g SPVEHVE 14040 1
n—00 9_|_l VI +0 3’
n
n—oo n—o0
n++/n+/n \/n+n %—I—%
= lim vn = ! =
m\/1+ 1,8 VIts
0 =
n—)oo \f_|_1 1+1 ’
. . n+1 . 1
() nh_}r{)lo (In(n+1) —In(n)) = nh_g)loln< - ) = nh_)rgoln <1 + n) =
=Inl=0,
n?(% —1
lim _1-n lim — Gz — 1)
(¢) lim 2n2+2n+1 _ogn—soon?42n+1 9" TFN (1"‘25 +ﬁ) _
n—oo
1
= 21+2-0+0 =2 =,
2
2\" 2\ 22
(r) lim (1—) = lim (1—) =e 2
n—00 n n—00 n
3n—1 . Sn_l

. 1\ . 1\" n lim 5
(s) lim {1+ — = lim ([1+ = =en—oo N =e’,
n—oo n n—oo n

n+2 n+2
1-1
(t) lim ( n ) = lim (n—}—) _
n—oo \ n 4+ 1 n—00 n+1

—(n+1)- =5 lim ——
= lim (1— 1 ( +1) = "™ —(n + 1) — 6_1
n—00 n-+1 )

Matevz Crepnjak 172 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 2. REALNE FUNKCIJE

n—oo

2 n? n?
n”+1 . 2
(u) lim (n2—1> —nh_>ngo (1+n2—1> =
2

71271. 202

= lim <1+ ’ ) 2 ngflzenh_{gon271262
n—00 n2—1 ’

(v) lim <”3+”—2>n2: lim <<”:1)(n2+n+2)>"2:

n—00 n3—1

(i enrle1\" 1 (n4n1) s
= lm ({ ——— =lm (1+ ——— =
n—00 n24+n+1

2
. n
hm27
:en*)OOTL +n+1 :€,

() lim n(in(n) — mm+1»:hmnM(nil>:

n—00 n—00
: L A" . 1\ D=
=lmln{(l—-——] =In| lim (1- =
n—00 n+1 n—00 n-+1
lim "
—nen° —(n+1) — et = -1,
(z) lim sin M — sin [ lim M _
n—oo 2n(3n? + 1) nso02n(3n2 +1))
= sin hm(i_’{”) Sjn<ﬂ_0>zsin<ﬂ):1;
n—o0 2n3(3 + ) 2(340) 6 2
! ! 1
(y) lim Y im - lim = =0,

n—oo (n4+ 1) —n!  noconl((n+1)—1) n-ooon

m+1)!-(n+2)+5)

(n+2)!+(n+1) _
(z) lim " =

n—o0 (n+3)! n=oo (n+3)(n+2)(n+1)!
n~>oo n2(1+%+%) nﬁoon(1+%+%)

8. Za naslednja zaporedja preveri monotonost, omejenost in konvergentnost.

1
@) o =50
1000n
b) ap = ——o,
n
nzl )
(c) a +n+1
(d)a—w
n_n+17
(="
p= 1
(@ o =1+

(f) an =sin((n + 1)x), kjer je z € RT.
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Resitev.
(a) Zaporedje je padajoce, saj je
Anp+1 <ay
1 1
<
3n+1)+4 = 3n+4
4 <7,

> 0 za vsak n € N; navzgor omejeno z 1,

1
saj je padajoce in je a; = % <1 li_)m T
n o0

1

navzdol omejeno z 0, saj je 5.

(b) Zaporedje je padajoce, saj je

Ant1 < Gy
1000(n +1) _ 1000n
(n+1)24+17 n?2+1

nd+n?4+n+1<nd 420 +2n
1 <n? + n;

navzdol omejeno z 0, saj je 2%02711 > 0 za vsak n € N; navzgor omejeno s
1000n

501, saj je padajoce in je a; = 500 < 501; lim S
n—oo N 4+ 1
(c) Zaporedje je naraicajoce, saj je

an < Gngt
1
1+ <t
n—+1 n—+ 2
n2+2n<n®+2n+1

0<1;

navzdol omejeno z 1, saj je 1 + HL_H > 1 za vsak n € N; navzgor omejeno z

n
2, saj je narascajoce in limita je enaka 2; lim 1+ = 2.
n—00 n-+1

(d) Zaporedje je naraséajoce, saj je
an < an+1
n?+2<(n+1ﬁ+2
n+1 - n+1+1
n3—1—2n2+2n—|—4§n3—|—3n2—|—5n+3
1 <n?+ 3n;

. . .. n2+2 i . . .
navzdol je omejeno z 0, saj je 75 > 0 za vsak n € N; navzgor ni omejeno;

n? 42
11
n—oo N+ 1

= oo (divergira).
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(e) Zaporedje ni monotono, saj ze a1 = 0, ag = % mas = %; navzdol omejeno z

0, saj je 1+ # > 0 za vsak n € N; navzgor omejeno z 2, saj je # <1

_1)n
lim 1—0-7( ) = 1.

n—oo n

(f) Za poljuben x € RT, obstajo taki n1,n2,n3 € N, n1 < ny < n3, za katere
. 2k — ) 2kmw 2km 2k + 1)«
velja ni,ng € U ((),>, ng € U <,()> Za nq
x x x x
keN keN

i ng je funkcija sin negativna, za ng pa pozitivna, kar pomeni, da zaporedje
ni monotono. Ker je zaloga vrednosti funkcije sin interval [—1,1], zato je
zaporedje navzdol omejeno z -1, navzgor pa z 1. Zaporedje ni konvergentno,
saj vrednosti oscilirajo med -1 in 1 (glej monotonost).

9. Dano je zaporedje
_2n—1
o+ 2

Qn

(a) Preveri monotonost, omejenost in konvergentnost.

(b) Od katerega ¢lena dalje se vsi ¢leni razlikujejo od limitne vrednosti za
manj od 0.017

Resitev.
(a) Zaporedje je naraséajoce

an < Gpi
2n —1 < 2n+1
2n+2 7 2n+4
4n® +6n —4 < 4n? + 6n+ 2
—4 < 2;

. A | . .
navzdol omejeno z 0, saj je 3.=5 > 0 za vsak n € N; navzgor omejeno z 1,

saj je narascajoce in limita je enaka 1;

2n—1
im =1
n—oo 2n + 2

(b)

2n —1 1
_]_ < —
2n + 2 ’ 100
2n—1< 1
2n+2 100
300 < 2n + 2.

Torej od 150. ¢lena naprej.
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10. Dano je zaporedje
3n

ay = ————.
n?+3n+2

(a) Preveri monotonost, omejenost in konvergentnost.

(b) Od katerega ¢lena dalje se vsi ¢leni razlikujejo od limitne vrednosti za
manj od 0.017

Resitev.

(a) Zaporedje je padajoce

On+1 < Gn
3n+3 < 3n
m+1)2+4+3n+1)+2 "~ n?2+3n+2
2<n(n+1);

navzdol omejeno z 0, saj je > 0 za vsak n € N; navzgor omejeno z

3n
n24+3n+2

3
1, saj je padajoce in a3 = % <1y nILIEO WT;HQ =0
(b)
3n 1
— 0 < —
n?+3n+ 2 100

300n < n®+3n+2
0 <n?—297n + 2.

Po resevanju te kvadratne enacbe sledi, da od 297. clena naprej.
11. Dano je zaporedje
n?+n
Up = ——.
"on24n+1
(a) Preveri monotonost, omejenost in konvergentnost.

(b) Od katerega ¢lena dalje se vsi ¢leni razlikujejo od limitne vrednosti za
manj od 0.0017

Resitev.
(a) Zaporedje je naraséajoce

an < Qpt1
n?+n < (n+1)24+n+1
n+n+1-" (n+1)2+n+1+1

0<2n+2;
. . 2 .
navzdol omejeno z 0, saj je n§‘+Zil > 0 za vsak n € N; navzgor omejeno z
2
. n24n R E n°+n _
1, saj o5 <1 za vsak n € N; nh—gloinQ—i—n—i—l =
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(b)

n?+n 1
7_1 < —
n24+n+1 1000
1 n2+n 1

- <
n’+n+1 1000

0 < n?+n—999.

Po resevanju te kvadratne enacbe sledi, da od 32. ¢lena naprej.

12. Razisci zaporedje s ¢leni

S
S8

Ay = 5_n
32

243

< S | _ _ : _ 1024
Resitev. Zaporedje ni monotono, saj a; = 5,02 =55, a3 = 155 N a4y = 5= . Za
laZje dokazovanje omejenosti preverimo, od katerega ¢lena naprej je monotono.

Dokazimo, da je
Ap41

anp,
Preverimo implikacijo samo v desno stran.
(n+1)°
n+1
5n5 2 1
5n
5
(n+1) -
5n®
(n+1)°> > 5n°

n+12\5/5n
2.7>n.

>1&n<3.

Torej je an padajoce od tretjega clena naprej. Navzdol je omejeno z 0, saj je
g—; > 0 za vsak n € N; navzgor je omejeno z2 (do tretjega clena je a, narascéajoce,

5
n
od tretjega élena pa padajoce); lim — = 0.
n—oo HN
13. Razisci zaporedje s ¢leni a; = 3 in
Apt1 = éan + 2.
Resitev.
- Monotonost

Preverimo, da je zaporedje padajoce s pomocjo matematicne indukcije. Res
velja ag < ay. Zato predpostavimo, da je ant1 < an tn dokaZimo, da je

Gni2 < Gpil.

nt2 < Gpil
1 1
ganJrl +2< gan + 2

Up+1 < Qp.

Matevz Crepnjak 177

Petra Zigert Pletersek



2.5. NALOGE Z RESITVAMI

- Omejenost
Ker je zaporedje padajoce, je navzgor omejeno s prvim clenom a; = 3.
Preverimo, da je navzdol omejeno z 0. Za ay to trivialno velja. Zato pred-
postavimo, da je ay > 0, kjer je n € N, in dokaZimo, da je tudi an41 > 0.
Ker je apy1 = %an + 2 in a, > 0, imamo vsoto dveh pozitivnih clenov in
zato je apy1 > 0.

- Limita zaporedja
Zaporedje je konvergentno, ker je padajoce in navzdol omejeno. Naj bo

L = lim a,. Tako pridemo do zveze
n—o0

1
L=-L+2
6
o . - 12
i 1z tega sledi, da je lim a, = —.
n—oo

14. Razisci zaporedje s ¢leni a; = 2 in

Qpy1 = 50n + 2.
2
Resitev.

- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje naraScajoce s pomocjo matematicne indukcije.
Res velja a2 > a1, zato predpostavimo, da je any1 > an, kjer jen € N, in
dokazimo, da je tudi anyo > Gpi1-

Ap+2 > An+1
1 1
ian“ +2> a”i +2
Opt1 2 Op.

- Omejenost
Ker je zaporedje narascajoce, je navzdol omejeno z a1 = 2. Preverimo, da
je navzgor omejeno s 4. Za ay to trivialno velja. Zato predpostavimo, da
an < 4, kjer je n € N, in dokazZimo, da je tudi any1 < 4.

1

an < 4.

- Limita zaporedja
Zaporedje je konvergentno, ker je nara$céajoce in navzgor omejeno. Naj bo

L = lim a,. Tako pridemo do zveze
n—oo

1
L=—-L+2
5 +

i 12 tega sledi, da je lim a, = 4.
n—oo
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15. Razisci zaporedje s ¢leni a; = 3 in
2
(pt1 = a, — 2.
Obravnavaj Se primer, ko je a; = 2 oziroma a; = 1.
Resitev.

- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje narascajoce s pomocjo matematicne indukcije.
Res velja a2 > a1, zato predpostavimo, da je any1 > an, kjer jen € N, in
dokaZimo, da je tudi apyo > Gpi1-

nt2 2 Gpil
2 2
A1 — 2> Ay — 2

2 2
Apy1 = Q.

Ker gledamo samo pozitivne ¢lene, to res velja.

- Omejenost
Ker je zaporedje naraséajoce, je zaporedje navzdol omejeno s prvim clenom
a1 = 3. Hitro vidimo, da zaporedje ni navzgor omejeno (glej zacetne clene
zaporedja,).

- Konvergenca
Zaporedje ne konvergira, ker ni navzgor omejeno.

Vsak lahko sam preveri, da v primeru, ko je a; = 2 dobimo konstantno zaporedje
s splosnim ¢lenom a, = 2, ko pa je a = 1, pa dobimo, zaporedje a; = 1 in
an = —1 za vsakn =2,3,....

16. Dano je zaporedje a; = 1 in

an, 3
Apt1 = ? + ﬁ

Poiséi limito zaporedja in dokazi, da vsi ¢cleni zaporedja lezijo na intervalu
[1,3].

Resitev.

- Naj bo L = lim ay,. Tako pridemo do zveze
n—oQ

L3

2 2L’
Iz tega dobimo

L -3=0.

Tako je lim a, = V3, saj so vsi ¢leni zaporedja pozitivni.
n—o0
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- Preverimo, da je zaporedje navzdol omejeno z 1. Za ay = 1 je to res, zato
predpostavimo, da je 1 < ap < 3 za nek n € N in dokaZimo, da je tudi
1 S An+1 S 3.

Qp
an4+1 =

2
an
i1 =

in zato so res vsi ¢leni na intervalu [1,3].
17. Razisci zaporedje s cleni

a, =In(2+mn(2+In(2+...In2)...)).

g
n

Resitev.  Preden bomo raziskali zaporedje, zapisimo zaporedje kot a; = In2 in
an+1 =In(2+ ay).

- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje narascajoce s pomocjo matematicne indukcije.
Res velja a2 > a1, zato predpostavimo, da je any1 > an, kjer jen € N, in
dokaZimo, da je tudi apy2 > Gpt1-
(pi2 = Gpil
In(2 + ant1) > In(2 + ay,)

(pt1 = Op.

- Omejenost
Ker je zaporedje naraséajoce, je zaporedje mavzdol omejeno z a1 = In2.
Dokazimo, da je tudi navzgor omejeno. Predpostavimo, da obstaja M € R,
za katerega je an, < M za poljuben n € N in dokaZimo, da je potem apy1 <
M. Za lazje razumevanje kar predpostavimo, da je M = e.
an+1 =2+ a,) <In(2+ M) <In(M + M) =1n(2M)
=In24+InM<InM+InM=2InM =2Ine
< e.

Torej je zaporedje navzgor omejeno z e.

- Konvergenca
Zaporedje je konvergentno, ker je naraséajoce in navzgor omejeno.

18. Razisci zaporedje s cleni
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Resitev. Preden bomo raziskali zaporedje, zapisimo zaporedje na nacin a; = /3
N Gpt1 = V3an. Vsak lahko sam preveri, da je to dobro definirano.

- Monotonost
Preverimo, da je zaporedje narascajoce s pomocjo matematicne indukcije.
Res velja a2 > a1, zato predpostavimo, da je ant1 > an, kjer jen € N, in
dokazimo, da je tudi anyo > Gpi1-

42 2 Gpil

V 3an+1 B 3an

Opt1 2 On.

- Omejenost
Ker je zaporedje narascéajoce, je navzdol omejeno z a1 = /3. DokaZimo,
da je navzgor omejeno s 3. Za ay to trivialno velja. Predpostavimo, da je
an < 3, kjer je n € N, in dokazZimo, da je tudi any1 < 3.
apy1 < 3

V3a, <3
anp <3
Torej je zaporedje navzgor omejeno s 3.

- Limita zaporedja
Zaporedje je konvergentno, ker je naras¢ajoce in navzgor omejeno. Naj bo
= lim a,. Tako pridemo do zveze

n—oo
L=+v3L

in edina smiselna reditev je lim a, = 3, saj je a1 = /3 in (a,) je naraséajoce
n—oo

zaporedje.
19. Dokazi ali ovrzi:
(a) ce zaporedje (ay)nen konvergira, potem tudi zaporedje (|an|)nen kon-
vergira;
(b) ¢e zaporedje (|a,|)nen konvergira, potem tudi zaporedje (ay,,)nen kon-
vergira.
Resitev.
(a) Naj bo € > 0 poljuben. Ker zaporedje s ¢leni a, konvergira, potem obstaja
no € N, da za vsak n € N, n > ng, velja |a, — L| < &, kjer je L = li_>m an.
n oo

Ker velja
llan| = [L]| < lan — L] <,

zaporedje s cleni |ay| konvergira (razmisli, da za poljubni realni Stevili x in
y velja ocena 2] — lyl| < o — y)
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(b) Ta trditev ne velja. Protiprimer je zaporedje s splosnim ¢lenom a, = (—1)".

20. Poisci vsa stekaliséa podanih zaporedij

(a) 1,2,3,1,2,3,... |
(b) 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,... |
1
(¢) an = (=1)"""+ (=1)",
—1)
(d) a, = sin (M)
4
Resitev.
(a) 1,2,5.

(b) Vsa naravna Stevila.
(¢) Za lihe n je 1, za sode n pa -1.
(d) Za lihe n je 0, za sode n pa 1.

2.5.3 Vrste

1. Ugotovi, ali so podane vrste konvergentne. Ce so, izrac¢unaj vsoto.

(a) 1—14+2—-2+3—3+...

o0

(b) > _(=1)"n,

n=1

—

=

~—
—_

+3_5+5'7—|—...,

1
2n—k)2n+ k)’ kjer je k poljubno naravno stevilo,

3
[5+1

n=
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i S S N
Vi a7 70

2, on 4 3
m) 3=
n=0
Resitev.

(a) Delne vsote so sap—1 = n in s, = 0. Limita teh delnih vsot ne obstaja in
zato vrsta divergira.

(b) Delne vsote so s1 = —1, s9 =1, s3 = —2, .... Limita teh delnih vsot ne
obstaja in zato vrsta divergira.

(¢) Delne vsote so so = 1, s1 = 3, so = 7, .... Limita teh delnih vsot ne
obstaja in zato vrsta divergira.
1— (l)nJrl
d) Delne vsote sosg =1, 8 =32, 89 =72, ..., 8, = ——2— Limita delnih
2 4 1 1
T2

vsot obstaja in zato zracunajmo vsoto vrste

(e.)
1 1 1 1
O 144t = — 9.
> +totytgt T
n=0 2
11— (3t
(e)Delnevsotesosozé,81:%-%,32:%-%,...,sn:§- 1(3)2
3

Limita delnih vsot obstaja in zato izracunajmo vsoto vrste

(f) Vrsta konvergira, saj konvergira vrsta iz primera (d) konvergira (¢e vrsta
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absolutno konvergira potem tudi konvergira). Izracunajmo vsoto vrste
Y (R RIS S S
2) 7 2 4 8 16 32 7

n=0
= 1+1+1+ L 1+1+1+
a 4 16 2 4 16

1 1
1—

N =

wl N N
S

WD W[ = =

(9) Iz zaporedja prepoznamo, da je n-ti élen vsote

I I T
Cnn+1) n o+l

an,
Desno stran zgornje enacbe izracunamo tako, da zapisemo nastavek
1 A B

n(n+1) E—i_n—i—l’

kjer iséemo konstanti A in B. Tako dobimo sistem

A=1
A+B=0
in iz tega sledi A =1 in B = —1. Ce to upostevamo pri s, dobimo
1 1 1 1+ 1 1 1
Sp=———-+-—=+. - — =1-
"1 2 2 3 n n+1 n+1
Zato je
o
1
Y =1
—n(n+1)
jje li = lim 1 1 =1
saj el oo = lim 1= 2oy =1

(h) Iz zaporedja prepoznamo, da je n-ti élen vsote

1 1 1 1
2n—1)2n+1) 2\2n—1 2n+1

(glej naslednji sploinejsi primer). Ce to upostevamo pri s,, dobimo
1 1 n 1 1 P 1 1
Sp=1-—<= - — = e —
"\l 3 35 2n—1 2n+1
1 1
=—11- .
2 < 2n + 1)
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(1)

(3)

Zato je

o

1 1

2n—-1)@2n+1) 2

n=1

b e — ML )1
sag et s = i 5 (1= 577 ) =

Zapisimo n-ti ¢len malo drugace. Nastavimo, da je

1 A LB
2n—k)2n+k) 2n—k 2n+k’

Tako dobimo sistem enacb

2A+2B =0
kA—kB=1
in iz tega sledi A = i in B = —i. Zato je n-ti ¢len

1 11 1
(2n—k)2n+k) 2k\2n—k 2n+k)’

Preden povemo, koliko je vsota vrste, si poglejmo $p + Snir (brez konstante
1
2% /)-

1 1 1 1
Sk S S T dnak 2t 1) -k 2tk
- 1 B 1
Tt k) -k 2+ k) +k
1 1 1 1
2n—k 2n+k 2n+1)—k (2(n+1)+k)
1 1
T

on+k 2n+3k

Opazimo, da se posamezni elementi pojavijo dvakrat in se odstejejo. Ker je
n poljubno naravno stevilo, se nam bo ta situacija vedno ponovila in zato je
vsota vrste enaka vsoti koncéne vrste

E41|+k
LQZ% L
2k 2n—k

=541

Poskusimo Se na drug nacin izracunati vsoto vrste (lahko bi podobno kot

v prejdngih dveh primerih izracunali vsoto vrste). Delne vsote so s1 = %,
S9 = %, 83 = %, ooy S = 3. S pomodjo matematicne indukcije lahko
vsak dokaze, da je s, res take oblike. Limita delnih vsot obstaja in je enaka

% in zato je vsota vrste enaka %
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(k) Zapisimo n-ti ¢len malo drugace. Nastavimo, da je

2n +1 _An+B+Cn+D
n2(n+12  n2 (n+1)2

Tako dobimo sistem enacb

A+C=0
2A+B+D=0
A+2B =2
B=1

in iz tega sledi A=0, B=1,C =0 in D = —1. Zato je n-ti élen
2n+1 1 1

n2(n+12 n2  (n+1)?2

in poslediéno

1 1 1 1 1
I ITI Ty T TR T e
_ 1
C (n41)?

Zato je

C . 1
saj je nhﬁ\nolo (1 — (n+1)2> =1.
(1) Zapisimo n-ti élen malo drugace. Nastavimo, da je

n An+ B Cn+D

@n—12@n+ 12 @n-1Z  (@n+ 12
Tako dobimo sistem enacb

4A4+4C =0

4A+4B —-4C+4D =0
A+4B+C—-4D =1
B+D=0

in iz tega sledi A =0, B = %, C=0inD= —%. Zato je n-ti ¢len

2n+l1 1/ 1 !
n2n+ 12 8 <(2n—1)2 N (2n+1>2>
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in poslediéno

Zato je

n=

e L 1 1
sajl e m -— s = —.
I 50 8 @n+12) 8

12 73 IO
+ T

(m) Delne vsote so so =2, 51 = %, $2 =55, ..., Sn = — 3
Limita delnih vsot obstaja in je enaka %5 (kar je tudi vsota vrste).

Izracunajmo vsoto vrste Se nekoliko drugace

= on 430 SN2\ = /3" 1 1 25
Y52 () 1 26) s ©

n=0

1+4+...+:%
2. Pokazi, da je lim a, = =, ¢e je a, = f 21.

Resitev. Izracunajmo limito zaporedja s ¢leni ay,

~on+1 1
. 4 . 172n+1

- — = lim —— =~ lim —*5— =
n%<>01-{-§—|--*-3TI n—oo 1=y Snﬁml—w

W =
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> n -+ cosn
() Y ——

3
—n +1

(8) i(gziy

Zm

Resitev.
(@) Ocenimo len 1
a) Ocenimo clen :
10n +1
1 - 1 1 1
10n+1" 10n+10 10 n+1
1 [e.9] o
M t di t ta — ' to tudi — di-
inoranta je divergentna vrsta 102 1 n zato tudi nZ:OlOTH—l i
VETgira.
1+n
b) Oceni len ——::
(b) Ocenimo élen T2
14+n 14+n I+n 1
1+n2 " 1+42n+n2 (1+n)?2 n+1
1 N
Minoranta je divergentna vrsta Z o in zato tudi Z T2 divergira.
n=0 n=0
1
(c) Ocenimo élen .
n
Inn 1
— > — za n>3.
n n

o0

1 = Inn
Minoranta je divergentna vrsta Z — in zato tudi Z — divergira.
n n

n=1

(d) Ocenimo clen o 1

n2n

n=0

1

A

o0

o
. . I ‘ 1 .
Magjoranta je konvergentna vrsta E on zato tudi g o konvergira.

n=0
. . sin nx
(e) Ocenimo clen :
2n
sin nx
21’1,

[e.e]

1 o0
Majoranta je konvergentna vrsta Z on n zato tudi Z

n=0
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n -+ cosn

(f) Ocenimo clen Bl

n + cosn n+cosn<n+1_1 1
nd4+1 n3 nd  n2 3

n + cosn
Magjoranta je vsota konvergentnih vrst Z +Z 3 in zato tudi Z —_—

n3 +1
n= 1 n=1 +
konvergira.

2 1 2
(9) Ocenimo élen (Z3 i 1) :

() < (%

<<(n+n) )2 16nt 16

3
+
—_
N———
[\e}
7 N
3,
_|_
[\
S
+
—_
\/
I
7 N
S
S|+
=
N———

3 6 T o2
00 00 2
16 241
Magjoranta je konvergentna vrsta Z 2 in zato tudi Z (%) kon-
n=0 n=0
VETgira.
) 1
(h) Ocenimo clen ————:
n(n+1)
1 1 1
> = .
Vrn+1) /(n+1)(n+1) n+l
oo

Minoranta je divergentna vrsta Z in zato tudi

ntl Z\/ (n+1)

Vergira.

4. Upostevaj potrebni pogoj za konvergenco vrst in preuci konvergenco vrst:

a) iﬁ,
n=1
. n+1
(b) ;271—1-1’

() D Vn+1-+n,

n=1
> n
d _
@ ; n?+n+1
Resitev.
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(a)
(b)
(¢)

(d)

Vrsta divergira, saj lim n? = oo > 0.
n—oo
n+1l 1
Vrsta di li =>0.
rsta divergira, saj Am o T1-3

Velja sicer, da je h_>m Vn+1—+/n =0, vendar ne konvergira zaporedje
n o0

delnih vsot sy, saj je

sn=V2—-V1+V3-V2+.. . +Vn+l—-vVn=vVn+1-1.

Velja sicer, da je lim 2# = 0, vendar uposStevajmo primerjalni
n—oon+n+1
kriterij
n S n _ n 1 S 1
n24+n+1" n24n+n n2+2n n+2 n+n 2n

o0

o
1 n
Minoranta je divergentna vrsta —, zato tudi —— divergira.
J J nz:l 2n 221 n2+n+1 J

5. Z uporabo kvocientnega ali D’Alembertovega kriterija preuci konvergenco

vrst:

(f)

Regitev.

(a) Velja

Matevz Crepnjak

n+1
2n+1
n

2TL

lim
n—oo

i zato vrsta konvergira.
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(b) Velja
an+1
|
im [P —0<1
n—o00 n—oo N +
n!
in zato vrsta konvergira.
(c) Velja
2n+1
n+l1 2 1 2 1
i [, 2L - <1
n—oo| 2n—1 n—00 \/5(211 _ 1) 2. \/i \/i
(V2)r
i zato vrsta konvergira.
(d) Velja
3+ (n 4 1)!
n+1 3In" 1 —(n+1) =1y
i |- D 3 s (1
nn
=3¢ 1>1
i zato vrsta divergira.
(e) Velja
3"t (n 4+ 1)
n+1 1 2
lim w — lim M:§>1
n—00 3"n n—00 Qn(n + 2) 2
2n(n+1)
i zato vrsta divergira.
(f) Velja
n+1

n+2 - Vn+1l(n+1)
= hm —_—
n+1

i ta kriterij nam ni¢ ne pove o konvergenci vrste.

6. Z uporabo korenskega ali Cauchyjevega kriterija preuci konvergenco vrst:
@3> ()
= /2n+3\"
b
w X (5s)

n=0
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o0 n n
d
()%(Hl) ,
00 n+1 n(n—1)
<e>n§;(n_1) ,
o0 n n
f
0> ()
Resitev.
(a) Velja
2\ . n?
A <3n> = Jm o =0<1

i zato vrsta konvergira.

(b) Velja
2n +3\"
In+5

i zato vrsta konvergira.
(c) Velja

n

2n+3 1<1
im = —
n—oo 4n + 5 2

lim =
n—oo

2
— lim - —9>1
n—oon + 3

lim ¢
n—oo

i zato vrsta divergira.
(d) Velja

n+1

i zato vrsta konvergira.

(e) Velja
n+1 n(n—1) 9 wQ
lim ( > = lim <1+ > =e?>1
n—00 n—1 n—00 n—1
i zato vrsta divergira.
(f) Velja
n \" n
lim ¢ ( ) = lim =
n—00 n-+1 n—oon + 1

i ta kriteryy nam ni¢ ne pove o konvergenci vrste.
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7. 7 uporabo Leibnizovega kriterija preuci konvergenco vrst:

w
EPYEIE
Cpo et

(@ g—m—j

Preveri ali so vrste tudi absolutno konvergentne!

Resitev.

(a) Vrsta ni absolutno konvergentna, saj

S|

>

Bl

(minoranta je harmonicéna vrsta). Preverimo lastnosti Leibnizovega kriter-

ija:
- wrsta alternira,
. 1
- lim — =0,
n—oo n
1 1
- za vsakn € N je < —=
ARVIES BV
o0
-1 n+1
zato vrsta Z (\)F (pogojno) konvergira.
n
n=1

(b) Vrsta ni absolutno konvergentna, saj

.on+1
lim =

n—oo N

1

i ne zadoSca osnovnemu pogoju za konvergenco vrste. Prav tako ne vel-

n+1
jajo vse lastnosti Leibnizovega kriterija, saj lim i
n—oo N

=1 wn zato vrsta

divergira.
(c) Vrsta ni absolutno konvergentna, saj

1
2n +1

- 1
2 n

(minoranta je harmonic¢na vrsta). Preverimo lastnosti Leibnizovega kriter-
ya:
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- wrsta alternira,

. 1
- lim
n—oo 2n + 1

)

1 - 1
n+3 2n+1°

- za vsakn € N je

s 1
(—1)"+ . : . :
Zato vrsta ~———— (pogojno) konvergira. Kot zanimivost povejmo, da
nE_l o 1 (Pegoino) g povej
je to Leibnizova formula za Stevilo 7, in velja

on+1 4

n=0

(d) Vrsta celo absolutno konvergira, saj

(n+1)° 3
.|| (n+1) 1
Jim || = mg <!

i zato ni potrebno uporabiti Leibnizovega kriterija za konvergenco vrste.

8. 7Z uporabo Raabejevega kriterija preuci konvergenco vrst:

=1
(a> Z_Ot’ o > 17
n
n=1

— 4" ((n — 1)1)?
(d) — ((2n—1)N)?

Resitev.

(a) Velja

n® n \°
= lim — = lim = 1,
n—00 (n—|—1)0‘ n—00 <n+1>
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zato uporabimo Raabejev kriterij.

1
. 2 . (n+ 1)~
n o _ e,
o (@m 1) o ( TR
= lim —(n + )% —nf
B n— oo na_l

~ lim (n‘”<<1+;>a—1>>

n—o0 no—1
1 (0%
:hmn< 1—1—) —1>
n—o00 n
1+ 5% -1
n— 00 £
n
=a>1

(na limito lahko gledamo kot na limito funkcije) in zato vrsta konvergira.

(b) Velja
(71)n+2 2
lim CEVEN lim SR
n—00 (*1)2"+1 n—00 (TL + 1)2 ’
n
zato uporabimo Raabejev kriterij.
_1\n+1
lim n i —1] = limn n’ ot 24 1-n’ =2>1
n=o0 % T S0 n2 =
n+1

i zato vrsta konvergira.
(c) Velja

1
(In(n+1))e

1
(Inn)e

lim
n—oo

) Inn @
=lm ([— ) =1.
n—0o0 ln(n + 1)

Preden uporabimo Raabejev kriterij, naredimo naslednjo oceno

o
+ )
nlnn

(Inn)« Inn

(In(n + 1)) _ <lnn+ln<1+ i>>a = (1

Sedaj uporabimo Raabejev kriterij

. S

lim o | P 1) = g (T 1) = lim

n—00 D)® n—00 nlnn n—oo Inn
=0<1

i zato vrsta divergira.
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(d) Velja
47 (n!)? 9
lim | (@D e At 1
n—oo | 4"~ ((n=DH? | T 500 (2n—|—1)2 o

(-2
zato uporabimo Raabejev kriterij.

4L ((n—1)1)2

. (@n-DZ L
i | G 1] = i

(CZESDE

(2n + 1)% — 4n?
4n?

. (4n + 1>
= lim
n—00 4n

=1

i s tem kriterijem se me moremo opredeliti o konvergenci vrste.

o0 [e.9]

a
9. Dokazi, ce Z a, konvergira, potem tudi vrsta s ¢leni Z — konvergira.
n

n=1 n=1

Regitev.  Uporabili bomo Cauchyjev kriterij za konvergenco vrste:
oo

E an konvergira matanko tedaj, ko za vsako pozitivno realno stevilo € > 0, ob-
n:1‘ . . . 7. .
staja tako naravno Stevilo ng, da za vsaki naravni Stevili m inn, ng < n < m,

velja |an + ans1 + ...+ am| < e.

S pomocjo Cauchyjevega kriterija enostavno dokaZemo zgornjo trditev, saj

a Ap+1 a
L L T Cap gy | <e
n n+1 m

(glej predpostavke Cauchyjevega kriterija).

10. Naj bo a, > 0 za vsak n € N. Dokazi:

o [e.e]

(a) Ce vrsta Z a, konvergira, potem tudi Z .
n=1 n=1
oo o0

(b) ¢e vrsta Z a, divergira, potem tudi Z . _T_n divergira.
an

Qn

konvergira;
Qn

n=1 n=

Resitev.

(a) Uporabimo primerjalni kriterij

a
0< —+— <

a
l4+a, — "

o0

n zato vrsta E

Gn

1+a,

konvergira.
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o
a
(b) Dokazali bomo ekvivalentno trditev: ce konvergira Z 1 +n , potem kon-
— Qn
. =1
Vergira Z Qp,.
n=1
o
. (279 . . . . .
Recimo, da Z konvergira. Iz tega sledi, da velja potrebni pogoj za
= 14+ ap

an

konvergenco vrste lim
n—o00 +an

1 <1+ a, <2. Uporabimo primerjalni kriterij

= 0. Zato velja lim a, = 0 in iz tega sled:
n—oo

o< < o
- 2 " 14ag,
o0
i zato vrsta Z an konvergira.

n=1

o o0
11. Dokazi, da Z a, konvergira natanko tedaj, ko konvergira Z 2" agn.

n=1 n=1

Resitev. Naj bo s, =a1+as+...+ay int, =ar +2a2+ ...+ 2"%aon.

Recimo, da s, konvergira. Za poljuben n € N, n > 2, obstaja tak k € N, da velja
n > 2k Potem

Sp,=a1+as+ ...+ ap
>ar+az+ (a3 +asg) + ...+ (agr—1,q + ... + agk)
>ar+ax+ (ag+ag) + ...+ (age + ... + agr)

1 k-1
> —a1+as+2a4+...+2 Aok

2
1,
= Stk
o
in po primerjalnem kriteriju ty, konvergira, zato tudsi Z 2"a9on konvergira.
n=1

Recimo, da t,, konvergira. Za poljuben n € N, n > 2, obstaja tak k € N, da velja
n > 2%, Potem

Sp=a1+az+...+ay
<ar+ (ag+az)+...+ (age + ... + agrr1_y)
<ar+ (ag+az) + ...+ (age + ... + ag)
= a1 +2as+ ...+ 2Famu

oo
in po primerjalnem kriteriju s, konvergira, tako posledi¢no tudi Z an konvergira.
n=1
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o
12. Naj bo a,, > 0 za vsako naravno Stevilo n. Dokazi, ce Zan konvergira,

n=1

oo
Va
potem tudi g Y konvergira.
n
n=1

Resitev. Za dokaz te trditve bomo uporabili izrek Cauchy-Schwarz-Bunjakovski:

za poljubni zaporedji ayn, b, velja

m 2 m m
YOITRIED SUMCE SURe
n=1 n=1 n=1

V nasem primeru tako imamo

2 oo oo
<D Wl )
n=1 1

n=

1
n

S
n
n=1

o0 o0
Yy
= a . J—
n n2
n=1 n=1

in trditev je dokazana.

13. Za katere x € R konvergirajo naslednje vrste:

(a) 3 (20)",

n=0

(b) > (w1,

n=0

— 1
(c) Zm,

wY () e

n=1

Resitev.
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(a) Uporabimo korenski kriterij

g= lim V2" =2.

n—oQ

Vrrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

2] < 1 1
| < - = .
q 2
Iz tega sledi, da vrsta na intervalu (—%, %) konvergira. Vsak lahko sam

prevert, da na robovih intervala divergira.

(b) Uporabimo korenski kriterij
g= lim V1=1.

n—oo
Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja
1 1

—1<==-.
o-1l< =

Iz tega sledi, da vrsta na intervalu (0,2) konvergira. Vsak lahko sam preveri,
da na robovih intervala divergira.

(c) Uporabimo korenski kriterij

q = lim Y1=1.

n—oo
Virsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

1 ’ 1 1

g 1

z—1
Iz tega sledi, da vrsta na intervalu (—oo,0) U (2, 00) konvergira. Vsak lahko
sam preveri, da za x = 0 in x = —2 vrsta divergira.

(d) Uporabimo kvocientni kriterij

Iz tega sledi, da vrsta na intervalu [—1, 1] konvergira (preveri, da konvergira
tudi na robu intervala).

(e) Uporabimo kvocientni kriterij

1

(n+1)! —0.

¢ = lm =
n!

Vrsta konvergira za vsa realna stevila.
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(f)

(9)

(h)

Uporabimo korenski kriteri)

g= lim {/vn= lim /{¥n=,/lim n=1.

Vrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

H<1 1
T - = -
q 1

Iz tega sledi, da vrsta na intervalu (—1,1) konvergira.

preveri, da za x = 1 divergira, za x = —1 pa konvergira.

Uporabimo korenski kriteri)

g= lim ¥1=1.

n—o0

Virsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

I |<1 1
nx - = —.
q 1

Iz tega sledi, da vrsta na intervalu (e=',e) konvergira.

1

preveri, da za x = e~ in x = e vrsta divergira.

Uporabimo korenski kriterij

o B n —n(n—1) o
o=t (55) =

Vrrsta konvergira za tiste x € R, za katere velja

1
(z—e))|<—=—7=E€
q

Vsak lahko sam

Vsak lahko sam

Iz tega sledi, da vrsta na intervalu (0,2e) konvergira. Vsak lahko sam pre-

veri, da za x = 0 in x = 2e vrsta divergira.

2.5.4 Limita in zveznost funkcije

1. Izracunaj naslednje limite funkcij:

(a)

23+ 222 —6x—3
im
z—=—1  x24+4x—1

Y

. i )

lim ———,

e—-2 22 + 3x + 2

R |

lim — ,

x—1 —]_
3+ 1

1m
-1 12 — 1’
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xt —d4a® — 622 +4x+5

(€) xlgl—ll zt— a3 =32+ 427
6x* — 322+ 1

f) 1

(>:cl—>rgo3:c4—x3—|—5:c

(@ 625 — 323 + z

im ———————

& o0 Tx7 + 5% + 17

225 — Tx?

lim ——,
z—oo x4 + 13z + 3

- 1 2
(i) }:l—%(x—l_x?—l)'

Resitev.
. 23+ 222 — 6x — 3
(@) Jim — 1~ b
2 —2 —1 2 -1
(b) lim rrz—2 lim w: lim & =3,
r——2 2 + 3z +2 r——2 (17 =+ 1)(.T + 2) z——2x+1
31 —1)(2? 1 —1)(z? 1
(c) hmx = lim (= )@+t ):lim (@ J@"+x+ ):
=1 . —1 z—1 (:L‘ — 1)(x + 1) z—1 (ZE — 1)(1‘ + 1)
24r+1 3
= lmizf}
z—1 x+1 2
341 1)(z? — 1 2 1 3
(d) lim S lim (z+ (@ —o+ ): lim wz—ﬂ
ro—1 712 —1 z——1 (x—}—l)(l‘—l) z——1 rx—1 2
t— 423 — 622 + 4245 —1)(z—5 1)2
(¢) lim x x e”+dz+5 (z -1 -=5)(=+1)"
e——1 a2t — 23 - 3224+ x+2 =1 (x—1)(x—2)(x+1)32
. r—5
= lim =2,
z—>—1x — 2
6% — 322 41 46— 3% + 4 6-3L+4
(f) lim 1:4 f—i_ = lim 4( 1362 T4)_ i 1332 gf4 =%
625 — 323 286 —-3% + L 6-3%+ L
225 — Ta? , a5(2 - 7%) e 2(2—7%)

h) lim —————— = lim = lim ————F—— =
) T3 v s v=00 g4 (141325 +3-;) 2200 14+ 135 +3-%

ali recemo, da limita ne obstaja,

- 1 2 . z—1 . 1 1
(i) lim - =lm - ——— = lim —— = —.
ei\z—1 22-1) am(@—D@+l) eslztl 2

2. Izracunaj naslednje limite funkcij z iracionalnimi ¢leni:

o Vr+4-2
(a) lim ——
T

)
x—0
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. 2—+z+3
(b) lim —————,
z=1 422 —1—1

\/1+x—\/1—x

(¢) lim

z—0

() lim \/x+2\/x—|—7 2/ +7-3Vr+24+6
72 x\/4x—|—1—2\/433—|—1—3$+6

(©) Jim (VG + 1) - )
(f) lim (z + V1 — 23).

T—00

)

Regitev.
o Vr+4-2 oV +4—-2 Jr+4+2
(a) lim ——— = lim . =
x—0 xT z—0 x Ve +44+2
r+4—4 1 1

S atdi2 M ardrz 1

) hm2—\/m:hm2—m 2+ Ve +3 V2r—1+1
e\ —1—1 a21y22—1-1 24+vV2+3 V2r—1+1
i 4—x—3 \/2a;7—+1:hm7 z—1 .\/2357——1—1:
e=>12r—1—-1 24z +3 a—1 2(r—1) 24z +3

I 1 V2z—-1+1 1
=lm (- —Frnr | = ——,
z—1 2 24+ +3 4
VIt —V1—x VIt —V1—2z Vi+z+V1—-2
(c) lim = lim . =
70 x 70 x Vitzr+J1—x
1 l+z—-1+=x 1 I 2
= l1im . = 11m -
@—0 x Vitz+V1—a2 220 /T+ao++/1—x

:1’
() hm\/33+2\/:L‘+7—2\/;1:—|—7—3\/:1:+2+6:
z—2 xir +1—-2V4x +1—-3x+6
o VEH2-2)(E+T-3)
Ceo2 (z-2)(VAz+1-3)
gy V29T -3) Vat242 VakT43 Vir 143
22 (2—-2)(VAr+1-3) Vr+2+2 Ve +74+3 Viz+1+3
oy @2 (@+7-9) Vaz +1+3 B
a2 (2-2)4r+1-9)  (Vo+24+2)(Vo+7+3)
lim (x —2)? Vidz +1+3
s24(z —2)2 (Va+2 +2)(\/x+ +3)
Vizr +1+3 1
$—>24(\/QT+2)(\/1T+3) 16’

\/ T 1) — 1
(e) lim (\/z(x+1)—x)= lim ac—i— T 2z + )—l—x:
Z—00 Z—00 (:c+1)+a;
2

. x2+x—x . x
= lim ———— = lim =
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(f) xli_)rrolo(x—i— y 1—23) =

2 3 3 3 3)2
_ 1— 1—
— lim (x+\3/1—x3>~$ x‘a/ A
T—00 $2—.TC\/1—$3+ \3/(1—.%'3)2
. 34+ 1— 23
= lim 3 =
m—)oo:L-Q_x\/l_xfi_i_i’)/(l_xl’»)Q

= 0.

1
= lim
_) - -
g °°x2(1—</m%—1+</m%—2x%+1)

sinx

= 1 izracunaj naslednje limite:

3. Samo s pomocjo lim
x—0

(a) lim 2o

x—0 \/57

1
(b) lim xsin—,
T—00 T
sin(ax)

(¢) lim ,a € R—{0},

z—0 xX

(d) lim

2—0 sin 4z’
COS T

sin 2z

1.

. tanx —sinx

(f) lim ———,
x—0 1’3

cosx —sinx

I
(&) xl—{% cos 2x

Regitev.

1
(b) lim zsin— = lim
T—00 €T T—00

a . sin(ax)
-— =galim ———= =aq,
a =0 ar

(¢) lim sin(ax) — lim sin(ax)

x—0 X x—0 T

. sin2x . sin2x 4x 1 . 4x . sin2x 1
(d) lim — = lim — — = — - lim — - lim = -,
z—0sindx z—0sindx 4z 2 z2—0sindxr z—0 2z 2

t4
(e) lim Cosa;"r :hmcos( *5)

s —_— =
x—>§m 2

. —sint
= lim = -1,
t—0 t t—0 t
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. tanz —sinzx . sinz(1l —cosz)
(f) hmig): im———————— =
x—0 .z x—0 T2 COST
. sinx . 1—cosx 14 cosz
= lim - lim 5 . =
z—0 x x—0 z*cosx 1+ cosx
1 —cos?zx 1 _ sin?x 1
= lim 5 . = lim —— - —
=0 T cosz(l +cosz) a1-0 =z cos z(1 + cos x)
sinfz 1 1

= lim —— - lim =,
=0 z—0 cosx(l 4+ cosx) 2

. cosx —sinx . cosx — sinx
(9) lim ————— = lim o 2.
z—7T  CoS2w z—Z cos® T — sin“x

= lim . :
e—T (cosx —sinx)(cosx + sinx)

1 V2

cosx — sinx . 1
=lim —— =
z—Z COSX +sinx

=53

1 €T
4. Samo s pomocjo lim (1 + —) = e izracunaj naslednje limite:
T—>00 T

z+1
T
I
(a) lim (x+1> :
x+1\"
b) Ui
(b) lim (x_1> :
. > 4x—2 &
(C) hm (ﬁ) s

T—00

2w +1\+
(d) lim( v ) ,
x—0 ;L‘—l—l

(e) lim w T

rx—1
Resitev.
41 z+1
1-1
(a) lim ( :C > = lim <H> =
z—oo \x + 1 T—00 x4+ 1
1 (z+1)(—1)2 1 —(z+1)(-1)
= hm <1 — > = hm <1 _ ) — 6_1}
T—00 r+1 T—00 x+1
xz—1 2
1\* —14+14+1\° 2 Ta=12
(b) lim <x+ ) = lim <M> = lim <1+ > =
zooo \x — 1 T—00 x—1 T—>00 r—1
2 z—1 2z hm €z
2 rz—1
= lim (1+ 1) =ervor—1 =¢?,
T—00 T —
() i x4+ x—2 IQ_I, B —1+z—1 902_
¢ acg{)lo 3 —1 _:vggo 3 —1 -
204 Petra Zigert Pletersek
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r—1 - 1\
= lim (1+ = lim (14— -
T—00 (x—1)(x>+z+1) z—00 ?+r+1
2

2 x
T+l lim o
= lim <1+1> ++lzer%<>om2+$+1:e,

T—00 2+x+1
5 N2 N2 2
(@) tim () i (2R g (1 ) =
z—=0\ z+1 z—0 r+1 z—0 r+1
z z+1 z z+1
= lim (14—~ — lim (14— 0z 1 = 2,
z—0 r+1 z—0 r+1
1 e
(e) lim 25D “Z 1 lim (1 + )5t ¢ = lim(1 + ¢) ¢ st =
x—1 t—0 t—0
. t
lim —

= et—)o Slnt = e.

log,(1+x) 1

5. Samo s pomocjo lim = izracunaj naslednje limite:
z—0 T na
In(1+2
(a) lim M)
z—0 xT
1
(b) lim og(cos $)’
x—0 €x
(¢) lim cot?s In(cos® ),
z—0
Inz—1
(d) lim ne ,
T—e T — e
In(2z — 2?)

(f) limxln( ° >

Resitev.
In(1 +2 In(1 +2z) 2 In(1 42
z—0 xT x—0 xT 2 z—0 2x
(b) lim log( 1 — sin? [L‘) ~ i ]og(l — gin? .CU)% _
z—0 x z—0 T
— lim M i ST
z—0  —sin“x =0 2%

cos? zIn(1 — sin® )

li 21 2x) = li —
(c) xli%cot x In(cos” z) lim 2 e
In(1 — si
= lim cos® z - lim n(—smx) =1-(-1)=—1,
z—0 z—0 sin“ ¢
Inz—1 Inx —1 1 In (% 1
(d) lim ——— = lim — % = " lim ) _1
r—e I —e w%ee(%—l) ez%e(%—l) e
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In(2z — z* In(l1—1+2z—2a? In(1— (x —1)?
(e) limMij n( +er x):hm n(1 - (@ >)_1,
a—=122 =2 +1 a1 (x —1)2 a—1  (z—1)2
1
1—1 zln (1 — 71)
lim zln T )= lim zln rri-t = lim B G .
1
200 z+1 z—00 z+1 g—oo  (—1)2Z41
x+1
In (1 - L)
= lim —— " im =11 = 1
T—$00 = z—oo T + 1
z+1
_oooat =1 S o
6. Samo s pomocjo hII(I) = In a izracunaj naslednje limite
xT— e
220 1
(a) lim
x—0 x
esinx -1
(b) lim ¥~
z—0 €T
(¢) lim 2 'sinhz,
z—0
. e —e
(d) lim :
x—1 1 — ]_
x+1
2% —2
(e) lim ———=,
Tr—r00 %
(f) lim x <eﬁ — 1).
T—00
Resitev.
2% 1 22T —1 2 2% 1
(a) lim = lim .= =2lim =2-In2,
z—0 xT z—0 T 2 z—0 2z
(b) lim | ~ lim esinr _ . s%n:n _ lim eSi“"” -1 ‘ sinx _
z—0 T z—0 x sinz z—0 sinz x
sinz __ 1 :
— lim $— Oim 2T 11 =1,
z—0 SInx z—0 T
inh T _ ,—T
(¢) lim ™ sinhz = lim ST i & =
z—0 z—0 X z—0 2
P+l —-1—¢e" 1 e’ +1 e t4+1
= lim = — | lim + lim =1,
z—0 2z 2 \z—0 =z =0 —T
z e(e* 1 -1 z—1_1q
(d) lim & = i ( ):elime =e,
z—1 xr — z—1 r—1 z—1 x—1
1
ztl 1 2(2= —1
2 2-2% —2 ( )
e) lim = lim = lim =4-1n2,
li T li T 1 . 4-1In2
| x (ezil - 1) 211
(f) lim x <612*1 - 1) = lim 5 = lim & lim =
T— T—00 xzﬂﬁ_ z ;1 T—00 77 r—00 L ;1
ZZI, -1 2
= lim g - lim 233 =1-1=1
T—r00 e z—o0 x4 — 1
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7. Doloci realni stevili a in b tako, da bo

249
lim (m—i— —aa:—b):().

Resitev. Za zacetek zapisimo na eno ulomkovo ¢érto

. 22+ 2 . 2242 — ax? — bx — 2ax — 2b
lim —ar—>5b) = lim

z—oo \ x4+ 2 T—00 x+2
_ lim <(1—a)x2—(2a—|—b):c+2—2b)'

Ker je limita enaka 0, mora biti stopnja Stevca strogo manjsa od stopnje imeno-
valca. Tako dobimo sistem

1—-a=0
2a+b=0
in iz tega sledi, da jea =1 in b= —2.
8. Ali je funkcija
1
ez 5 x#0
€Tr) =
o={t

zvezna v tocki x = 07

Regitev. Funkcija f bo zvezna, ce li% f(x)=0in 11?01 f(x) =0. Toda
x Z

1
li =1 T =
ggrolf(w) lim ¢ 00,

saj je lim (—> =00 in zato [ ni zvezna v 0.
10 T

9. Ali je funkcija

;o x#0
0 ;o =20
zvezna na R?

Regitev. Potrebno je preveriti, ali je f zvezna v 0 (glej izrek, ki pravi, da so

elementarne funkcije zvezne na svojih naravnih definicijskih obmodcjih). Torej

preverimo, ali je li% f(x) =0 in lifg f(x) = 0. Razmislimo, kam konvergirajo
X xX.

1
vrednosti funkcije, ko x naraséa k 0, v nekaj korakih. Hitro vidimo, da — 218

T
. . 1 0 . . 1 0
—o00. S tem rezultatom nadaljujemo in tako e 219 0 in posledicno er—1 ﬂ> —1.
Sedaj vidimo, da je
1 0
M
er — 1

in iz tega sledi, da f ni zvezna. Za vajo lahko vsak preveri, da je lif(r)l f(z)=0.
Z
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10. Ali je funkcija

— ;o<1
flz)y=1<¢2 ox=1
rET ;o >1

zvezna na R?

Resitev. Iz samega predpisa funkcije je potrebno preveriti, ce je zvezna v 1. Torej
je potrebno izracunati levo in desno limito od 1. Najprej levo

ety g2 el 14 —1
lim — = 1lim
11 r—1 11 r—1
. 61*1—14_:1:—1
= lim
11 r—1 r—1
el -1 w1
=lim —— + lim
211 x—1 0 x — 1
=1+1
= 2.

Torej leva limita se ujema s funkcijsko vrednostjo. Preverimo Se desno

= lm(t + 1)
limzm1 TZ  im(1 4 )1 (D) = ¢ tlo .
z)1 t}0

Ker leva in desna limita nista enaki, zato funkcija ni zvezna.

11. Doloéi f(0) tako, da bo funkcija

povsod zvezna.

Resitev. Potrebno je izracunati lir% f(z).
T—

. 1—-cosx . 1—cosx 1-+cosx
lim ———— = lim

=0  x? z—0 x2 1+ cosz
. 1 — cos?x 1
= lim 5 .
z—0 T 1+ cosx
o osin?z 1
= lim 5— - llm ————
=0 I =01+ cosx
1
2

1
Torej je f(0) = 3
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12.

13.

14.

Poisci tocke nezveznosti funkcije

e’ ;o <0
flz)=q¢xz—-1 ; 0<z<1.
Inz ;o >1

Resitev. Potrebno preveriti zveznost v tockah x1 = 0 in xo = 1. Vidimo, da

li% e’ =1 in hf[()l(l‘ — 1) = —1 in zato funkcija f v 1 = 0 ni zvezna. Podobno

X xX

izracunamo li%rll(a: —1)=01n 11?11 Inz =0. Vtem primeru pa vidimo, da je f v
X X

xro = 1 zvezna.

Doloc¢i realno stevilo a, da bo funkcija

fx) = {f ooest

s x>1

zvezna na mnozici R.

Vi1

Resitev. Potrebno je izracunati lim .
z—1 Jx —1

vi—1  [Vz—-1 Jaz+1 Va2+ Jz+1
m :hm . .
=l \ Vo =1 e+l 24 Yr+1

—1 Va4 Yr+1
:hm<x \/:7—1—\/5—1—)

Hi\z—1 o+l
iy VA2 Va1

= 1m —.--7--
z—1 \/E—i—l

_3

2

3
Torej je a = 5

Doloci realno stevilo a tako, da bo funkcija

f(:c)—{QmH o<1

4—ax® ; x>1

povsod zvezna.

Regitev. S pomocjo leve in desne limite v x = 1 pridemo do realnega Stevila a.
Vidimo, da je li%l(ﬂ +1)=31in liﬂl(él —az®) =4 —a. Torejzaa =1 bo f
x X

ZVezna.
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15. Doloci realni stevili a in b tako, da bo funkcija

p por < —1
P
flxy=<bx—2 ; —-1<zx<1
z—1 .
—= ;o >1
zvezna na R.
Resitev. 'V x1 =1 in x9 = —1 je potrebno izracunati leve in desne limite. V
x1 = —1 dobimo limiti
— 1
m 2 2D lm(e—2) = —b—2,

z—1x —1 - —2 zl—1

vy =1 pa

r—1 . r—1 +xr-—1

lim(bx —2)=b—2 1 li =1 : =0.
e =2) TN Ve o1 Va1 Vi1
Na podlagi tega dobimo sistem enacb
a+1
=-b—-2
-2
b—2=0.

Resitvi sistema sta a =7 in b = 2.

16. Doloé¢i realni stevili a in b tako, da bo funkcija

—2sinx X Z‘S—%
flx)=qasinz+b ; —-F<z<3
Ccos T ;T >3

zvezna na R.

Resitev. 'V tockah —% in 5 je potrebno izracunati leve in desne limite. V —35

2
dobimo
lim (—2sinz) =2 in lim (asinxz +b) = —a + b,
zt—5 -5
v 5 pa
limasinx +b=a+b in lim cosxz = 0.
5 g
Tako dobimo sistem enacb
—a+b=2
a+b=0.

Resitvi sistema stab=1 ina = —1.
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17. Naj bo
cos(Z(z—1)) ; =z<-1
f(x) = 4 plx) ; —1<2<2
e 2+ 3 s x> 2.

Dolo¢i f(z) na intervalu [—1, 2] tako, da bo na tem intervalu polinom druge
stopnje, ki gre skozi koordinatno izhodis¢e in bo f(x) zvezna na R.

Resitev. Dolociti je potrebno koeficiente polinoma p(x) = ax®+br+c, a,b,c € R,
na intervalu [—1,2], da bo f zvezna (razmisli, da je za v € R — (—1,2) funkcija

zvezna). Iz podatka p(0) = 0 dobimo, da je c = 0. Nadalje, l%m1 cos (g(x - 1)) =
ate
-1, 11?21(6172 +3) =4, p(—1) =a—>b in p(2) = 4a + 2b ter tako dobimo sistem

enach
a+b=-1
da+2b=2
Resitvi sistema sta a = % inb= % in zato je polinom p(x) = %1:2 - g:v
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Diferencialni racun

V zadnjem poglavju nas bo zanimal odvod funkcije realne spremenljivke in nje-
gova uporaba. V zvezi s tem bomo spoznali vlogo odvoda pri tangenti na graf
funkcije, pomen diferenciala, vpliv odvoda na lastnosti funkcije in primer uporabe
odvoda v kemiji.

3.1 Odvod funkcije

Definirali bomo odvod in si pogledali pravila odvajanja ter odvode elementarnih
funkecij.

DEFINICIJA ODVODA FUNKCIJE

Definicija 3.1. Naj bo funkcija f definirana na neki okolici tocke x. Izrazu

flz+h) - f(z)
h

pravimo diferencni kvocient. Funkcije f je odvedljiva v tocki x, ce obstaja limita
diferencnega kvocienta, ko gre h proti 0. Tej limiti recemo odvod funkcije f v
tocki x in jo oznacimo s f'(z):

1o i 4@ R) — f(2)
f'(z) = lim . :

h—0

Definicija 3.2. Desni odvod funkcije f v tocki x je enak desni limiti diferencnega
kvocienta, levi odvod pa levi limata.

Ni tezko videti, da je funkcija f odvedljiva v tocki a natanko tedaj, ko sta
levi in desni odvod enaka.
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3.1. ODVOD FUNKCIJE

Definicija 3.3. Funkcija f : D — R je odvedljiva, ce je odvedljiva v vsaki tocki
definicijskega obmodéja D. Funkciji, ki x priredi f'(x), pravimo odvod funkcije f.

Zgled 88. Dana je funkcija f(x) = x. Poiséimo njen odvod f'(x).

Naj bo x poljubna tocka iz Dy = R. Izracunajmo limito diferen¢nega kvocienta:

flz+h) = f(x)

f/(l') = hmh_m h
! r+h—2x
= 1um E—
h—0 h
= limhﬁo E =1.

Zato je (x) =1, Vx eR.

Zgled 89. Dana je funkcija f(x) = sinz. Poiséimo njen odvod f'(x).
[zracunajmo limito diferen¢nega kvocienta:

sin(x + h) — sinz
h

f/ (.CE) = hmh_m

sinxcosh +coszsinh —sinzx

= limy 0
h
I sinz(cosh — 1) L cosxsinh
= limp_o im ————
- h h—0 h
o (cos? 2 — sin® &) — (cos® & + sin® &) . sinh
= sinzlimj_g + cosx lim
h h—0
) ) —2sin? % %
= sinzlimj_g — T +cosx-1
2
- . sin
= sinzlimy_o(—sin ) limy_0 ——= +cosx
2

= sinx-0-1+cosx

= COsT.

Zato je (sinx) =cosxz, Vx € R.
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Izrek 3.4. Vsaka odvedljiva funkcija je zvezna.

Dokaz. Naj bo x poljubna tocka iz definicijskega obmocja funkcije f in naj bo
f odvedljiva v tocki z. Definirajmo funkcijo r(h):

flx+h)— f(x)= f'(x)h+r(h)h.

Limitirajmo desno stran enakosti:

lim(f'(z)h +r(h)h) =0,

h—0

kar pomeni, da je

Hm(f(z+h)— f(x)) =lim f(x + h) — f(z) =0=

h—0 h—0
lim f(z + h) = f(x)
h—0
in f je zvezna v tocki x. [

Ne velja pa obratno, da bi bila vsaka zvezna funkcija tudi odvedljiva, kar lahko
vidimo na zelo preprostem primeru funkcije na Sliki 3.47.

] S VY S S S S S R S SR
-1 1 2 3 4 5

Slika 3.47: Funkcija f(x) = |z — 2| je zvezna v tocki x = 2, ampak v njej ni
odvedljiva.

PRAVILA ZA ODVAJANJE

Ce zelimo uporabljati odvod, moramo znati odvajati funkcije in to bo jedro
tega razdelka.

Matevz Crepnjak 215 Petra Zigert Pletersek



3.1. ODVOD FUNKCIJE

Izrek 3.5. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi funkciji v tocki x in ¢ poljubna
konstanta iz R, razlicna od 0. Potem so v x odvedljive tudi funkcije f + g, c f,

f g in za vsak g # 0 tudi funkcija i Pri tem velja:
g

() (f +9)(@) = F(x) + g'(a),
(i) (1) (x) = e J'(a),

(i) (Fg)(@) = F'(x) 9(x) + F(2) o (@),
LY o ) g@) — F@) ¢ (@)

(iv) (g) () = .

Dokaz. Vemo ze, da je limita vsote/produkta/kvocienta enaka vsoti/produktu/kvocientu
limit pri pogoju, da le-te obstajajo.

(i) Odvod vsote:

(f+g)@+h)—(f+9g)(z)

(f+9)(z) = limyo

h

i, ) = @)+ (g(r + ) — g(2))
—0 h

A s b () |y 9+ 1) — gl2)

= f'(@)+4(z).
(ii) Odvod produkta s konstanto:
(/)@ +h) = (cf)@)
h

cflx+h)—cfz)
h

flz+h) - fx)
h

(cf)(z) = limpo

= limy0

= limy_,c
= cf'(x).
(iii) Odvod produkta funkcij:
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(fg)@+h)—(fg)(x)
h

= limy_o

— limy, g f(x+h)g(x+h)—f(x)g(u’v);f(x)g(x+h)+f(fﬁ)g(x+h)

(f(x+h) = f(x))g(z + h) + f(z)(g(z + h) — g(x))

= limpo L
= limy / x—i_h})L_f(:E)g(:U—i-h)+}1Lif>r(l)f(x)g(x+h}z_g(x)
= [(2)g(z) + f(z)g (x)

(iv) Odvod kvocienta:

y (Y g'(x)
Pokazimo najprej | — | (z) = — :
g

1 = g@) <L> / odvajamo

g9(z)

0 = 00 (o) +o (2) @

[zracunajmo sedaj odvod kvocienta funkcij f in g, ce je g # 0:

() - G)
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Iz Izreka 3.5 o pravilih za odvajanje v poljubni tocki neposredno sledijo pravila
za odvod dveh funkcij.

Izrek 3.6. Naj bosta [ in g odvedljivi funkciji in ¢ poljubna konstanta. Tedaj
velja:

(i) (f+9)=f+4d,
(ii) (cf) =cf,
(iii) (fg) = g+ 7,

(I _fa-19
() (9)_ g 0 970

Pravilo o odvajanju produkta lahko z indukcijo posplosimo na ve¢ faktorjev:

(fiforfo) =ff o+ hfo ot Ffifo - fr.

V primeru, ko je f1 = fo = --- = f,, iz zgornje formule sledi

(Y =

Zgled 90. Izracunajmo odvod funkcije f(x) = x™.

Ker je ' = 1, je po zgornji formuli

Eno najpomembnejsih pravil za odvajanje je odvod kompozituma funkcij oz.
verizno pravilo.

Izrek 3.7. (Verizno pravilo) Naj bo funkcija g odvedljiva v tocki x in naj bo f
odvedljiva v tocki g(x). Tedaj je tudi f o g odvedljiva v x in velja

(fog)(z) = f(g(x)g'(x).
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Dokaz. Kljub temu, da je dokaz malo zahtevnejsi, ga izpeljimo. Oznacimo

= ¢g(z) in definirajmo funkciji a(h) in B(k):

g(z +h) — g(x)

o) = LHENZIO) gy
sy = LWIDZIG) g

pri cemer je k odvisen od h:
k = g(z+h)—g(a)=a(h)h+d()h.
Pri tem velja
lim a(h) = 0, lim 8(k) = 0.

(fog)x+h)—=(fog)x) = flglz+h)) - flg(x))

= flg(x) + k) = f(g(x))

= fly+k)—[f(y)

= fly)k+Bk)k

= J'(W)(g(z+h) —g(x) + B(k) (9(z + h) — g(z)).

(feg)(x) = lim

h—0 h
_ i @) gz + h) — g(2)) i B(k) (g(x +h) — g(z))
RS0 h h—0 h

Zgled 91. Pois¢imo odvod funkcije h(x) = sin(5zx) .

Funkcija h je kompozitum funkcij f(z) = sin z in g(x) = bx:

W) = f(g(x)) = sin(5z) .

Ker je f'(z) = cosz in ¢'(x) = 5, je po lzreku 3.7
W(x) = f'(9(x)) ¢'(x) = cos(52) 5.
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Izrek 3.8. Naj bo f odvedljiva v tocki z. Ce je f'(x) # 0 za vsako tocko defini-
cijskega obmocja, tedaj je inverzna funkcija f~' odvedljiva v tocki y = f(x) in
velja

Dokaz. Naj bo y = f(x), tedaj je f~!(y) = x oziroma f~'(f(x)) = z. Upora-
bimo Izrek 3.7:

ODVODI ELEMENTARNIH FUNKCIJ

V nadaljevanju si poglejmo odvode elementarnih funkcij.

a) Polinom in racionalna funkcija

Poglejmo si najprej odvode polinomov:

(apz™ +-+az+a) =a,na" 4+ 4a.

Racionalno funkcijo odvajamo po pravilu za odvajanje kvocienta funkcij:

(z@) " P(@)a() —p(x)q(z)

q() q*(x)

b) Trigonometricne funkcije
Poznamo ze odvod funkcije sinus:
(sinz) = cosx.
Iz zveze
.
cosx = sm(§ —x)
dobimo odvod funkcije kosinus

(coszx) = (Sin(g—x))/

= cos(y —2)(§ — )
= sinz(—1)

= —sinzx.
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Nadalje je odvod funkcije tangens enak:

. /
(tanz) = (smx)
cos T

cosx cos T — sinx (— sin x)

cos? x

1

cos?x

Na podoben nacin izpeljemo odvod funkcije kotangens:

(cotz) — <COSZE>’

sinx

—sinx SInx — COSZ COS X

sin’
—1

sin?

c) Ciklometricne funkcije
Naj bo y € (=73, %). Tedaj je cosy > 0 in velja
I T
cosy  yJeosly /1—sin’y

Za |z| <1 je asinz € (=7, 7) in zato

1 1 1

cos(asinz) /1 — sin®(asin z) CVI—a22

Upostevajmo Izrek 3.8 in izracunajmo odvod funkcije arkus sinus:

1

(asinz) = ——
cos(asin x)

1
= —— |z|<1.

V1—22’

1z zveze

. ™
acosx + asinxr = 5
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dobimo odvod funkcije arkus kosinus:

(acosw) = ————, |7| < 1.

V1—a?

Pois¢imo odvod funkcije arkus tangens. Podobno kot pri funkciji arkus

sinus uporabimo Izrek 3.8 in upostevamo zvezo cosl% = tan®z + 1:
1
(atanz) = i
cos?(atan z)
1

tan? (atan x) + 1

1
x22+1°

1z zveze .
acotz + atanx = 5

dobimo odvod funkcije arkus kotangens:

1
tr) = — .
(acot ) o
d) Eksponentna funkcija
Spomnimo se, da je
ooad—1
lim =lIna.
h—0
Uporabimo definicijo odvoda v tocki:
am+h —a*
x\/ — 1'
(a%) B0 h
. a®(a"—1)
— lip " —
h0 h
_ z 5 a" -1
I S
= a*lna.

V posebnem primeru, ko je osnova enaka e, velja:

() =¢

Matevz Crepnjak 222 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 3. DIFERENCIALNI RACUN

e)

Logaritemska funkcija

Za izracun odvoda logaritemske funkcije ponovno uporabimo Izrek 3.8 in
upostevamo zgoraj izpeljan odvod eksponentne funkcije:

1
(log,z) = ——"—
al%8.% Ing
B 1
 zlna’
Odvod naravnega logaritma je enak
1
Inz) =~
(n o) =

Potencna funkcija

Z uporabo veriznega pravila pois¢imo odvod potencne funkcije f(z) =
', relR:

(z7) = (elnﬂ)’

— (67‘ ln:p)’

Vidimo, da ta formula ne velja le za naravne eksponente, kot smo to videli
pri polinomih, temve¢ za poljubni realni eksponent.

Hiperbolicni funkciji

[zracunajmo odvod funkcije sinus hiperbolikus:

ot = (45)
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Na podoben nacin izra¢unamo odvod funkcije kosinus hiperbolikus:

(chz) =

et +e” !
2

TABELA ODVODOV ELEMENTARNIH FUNKCLJ:

1
r\/ __ r—1 / _
(") =rax (V) oW
1
sinz) = cosx asinz) = ———

1
cosx) = —sinz | (acosz) = ———
s eost) =~

1 , 1
(tanz) = o (atanzx) = 2
1 , 1
(cot ) = — g [0t = —75
1
(a®) =a® Ina (Inz) =~
T
1
x\/ — T l / _
&) =e (log,2) zlna
(shz) =chz (chz) =shz

Zgled 92. Izracunajmo odvode sestavijenih funkcij.

1. f(z) =102* +52° =3z +9.
f'(x) = 4023 + 152% — 3.
2. f(x) =In(z + 523) .

1

= 5:63(1 + 152%) .

f'(z)
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3. f(z) = Vasinz.

1

fl(x) = g(asinx)_g !

V1—a?

VISJI ODVODI

Z zaporednim odvajanjem veckrat odvedljive funkcije dobimo tako imeno-
vane visje odvode.

Definicija 3.9. Naj bo f odvedljiva funkcija. Ce je ' odvedljiva funkcija, potem
njenemu odvodu pravimo drugi odvod funkcije f in ga oznacujemo z f”:

1 — (f/)/ .
Induktivno definiramo n-ti odvod funkcije f:

f® = (fVY neN.

Po dogovoru je nicelni odvod funkcije enak funkciji sami:

fO =7

Omenimo $e, da prve tri odvode obicajno zapisujemo s ¢rticami, od tretjega
naprej pa kot f(™.

n

Zgled 93. Izracunajmo poljuben odvod funkcije f(x) = x™.
Fla) = nant
fr@) = nin— 1)

f"z) = nn—1)(n—-2)z"3

f@z) = nn—1)(n—2)---2-12° = n!
fOx) = 0,r>n.

Na Zgledu 93 opazimo, da je n-ti odvod polinoma stopnje n konstanta, zato so
vsi vi§ji odvodi enaki nic.
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3.2 Geometrijski pomen odvoda

TANGENTA NA GRAF FUNKCIJE

Preden si bomo pogledali geometrijski pomen odvoda, se spomnimo, da je
tangens naklonskega kota ¢ premice, dolocene z y = kx + n, enak njenemu
smernemu koeficientu (glej Sliko 3.48) :

tanp = k.

y=kx+n

Slika 3.48: Naklonski kot premice.

Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki a. Definirajmo tocke A(a, f(a)), B(a +
h, f(a+h))in C(a+h, f(a)). Naj bo ¢ naklonski kot sekante skozi tocki A in B,
kot je to razvidno na Sliki 3.49. Opazimo, da je smerni koeficient sekante enak
diferen¢nemu kvocientu:

BC| _ fla+h) = f(a)

tangp:’Am— 3

Z manjSanjem h-ja prehajajo smerni koeficienti pripadajoc¢ih sekant k limiti diferencnega
kvocienta, sekanta pa limitira k tangenti, kar vidimo na Sliki 3.50.

Definicija 3.10. Tangenta na graf funkcije f v tocki a je premica, ki gre skozi
tocko (a, f(a)) in je njen smerni koeficient enak f'(a).
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a a+h
Slika 3.49: Sekanta skozi tocki A(a, f(a)) in B(a + h, f(a + h)).

Enacba tangente je

y=1[(a)(x —a)+ fla).

Zgled 94. Dana je funkcija f(x) = x?. Pois¢imo enacbe tangent v tockah
0,—1,2.

_ 2 _ 2
lim fleth) = fx) = lim E+h) =2 =lim(2z + h) =2z.
h—0 h h—0 h h—0

Enacbe tangent so:

0,0): y=0,
(-L,1): y=—-2@+1)+1=-22—-1,

(2,4): y=4(r—-2)+4=4x—4.

Zgled 95. Poiscimo odvod in enacbo tangente na graf konstantne funkcije.

Naj bo f(z) =c¢,c € R.
flxth)—flx) . c—c

Hm h = Jim —

Enacba tangente je
Yy=c,

kar pomeni, da je funkcija sama sebi tangenta.
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Slika 3.50: Tangenta na graf funkcije f.

DIFERENCIAL FUNKCIJE

Odvod funkcije je koristno orodje za obravnavo obnasanja funkcije na neki
okolici tocke. Diferencial temelji na ideji primerjave spremembe odvisne spre-
menljivke napram spremembi neodvisne spremenljivke. Vpeljimo diferenciabil-
nost funkcije ter poglejmo nekaj primerov uporabe diferenciala. Le-ta nam omogoca
odvajanje implicitno podanih funkcij.

Definicija 3.11. Funkcija f je v tocki a diferenciabilna, ce obstajajo tako realno
stevilo ¢, funkcija o in § > 0, da je
f(@) = fla) +c(z —a) +o(z)(x —a), we(a—0da+i),

kjer je lim o(x) = 0.

T—a

Ce je funkcija f v okolici tocke a diferenciabilna, tedaj jo lahko aproksimiramo z
linearno funkcijo

y=fla)+c(r—a), xz€(a—46a+?),

ki se na majhni okolici tocke a dokaj dobro ujema s funkcijo f(x). Pravimo, da
smo funkcijo f linearizirali v okolici tocke a:

f(x)=f(a)+c(x—a), z€(a—0da+)).

Pri tem mora biti § > 0 dovolj malo stevilo, da je napaka, ki jo pri tem storimo,
po absolutni vrednosti manjsa od neke predpisane vrednosti.
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Izrek 3.12. Funkcija f je v tocki a diferenciabilna natanko tedaj, ko je v a
odvedljiva. Nadalje, za diferenciabilno funkcijo f je c = f'(a).

Dokaz.

(=) Ker je f diferenciabilna v a, obstajajo tako realno stevilo ¢, funkcija o in
0 >0, da je

flz)=fla)+c(zx—a)+o(z)(x—a), xz€(a—7da+d),

kjer je lim o(x) = 0. Izra¢unajmo realno stevilo c:

fl@) = fla) = oz —a)+o(x)(zr —a)

RN CEV O
r—a
lime = lim Jw) = fla) lim o(x)
T—a r—a T —a T—a
c = f'(a).
(<) Ker je f v tocki a odvedljiva, obstaja
)~ fla)
T—a T —a

Zato za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za vsak x # a velja, ce je
|z —a| < 0, tedaj je

f(a;);:i(a)_f/(a) <.
Najboo(x) = W—f’(a). Ocitno je tedaj }gr; o(z) = 0. Izra¢unajmo
f(z):

f(@) = f(a) + (o(z) + f'(a))(x —a),

kar pomeni, da je f diferenciabilna v tocki a.

Zgled 96. Linearizirajmo funkcijo f(x) =Inx v okolici tocke 1.

yon o In(I+h)—Inl . In(1+h)
A e

Ker je f odvedljiva v 1, je tudi diferenciabilna in velja

=1.

Inz=lnl+1(z—-1)=2—-1, ze€(1-461+9).
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Zgled 97. Poiscimo /98.

Nastavimo funkcijo f(z) = /z, a =100 in z — a = —2. Tedaj je f'(z) = ﬁ in

V98 = f(98) = £(100) + f'(100)(—2) = 9.9000 .

Za primerjavo poglejmo priblizek zaokrozen na stiri decimalna mesta, ki je enak
V98 = 9.8994.

Y

Slika 3.51: Diferencial funkcije.

Z uporabo diferenciala lahko preposteje dokazemo pomemben Izrek 3.4.
Izrek 3.13. Ce je f v tocki a odvedljiva, je v a tudi zvezna.
Dokaz. Ker je f v tocki a odvedljiva, je v a diferenciabilna, torej

f(x)=fla)+c(xr—a)+o(x)(x—a), z € (a—¥ba+), il—IgO(x) =0.
Zato je
lim f(z) = f(a)
in f je zato zvezna v tocki a. [
Ce je funkcija f diferenciabilna v tocki a, tedaj je
f@)=fla) = fa)(z—a)
Af = flla)Azx.

To pomeni, da ¢e se neodvisna spremenljivka x spremeni za Az, tedaj se odvisna
spremenljivka spremeni priblizno za Ay.
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Definicija 3.14. Ce je funkcija f v tocki a odvedljiva, tedaj je f'(a)Az diferencial
funkcije f v tocki a in pisemo

df = f'(a)Ax.
Obicajno pisemo Ax = h in tedaj je

fla+h) = fla)+df
— f(a)+ f(a)h.

Ker je diferencial identitete f(x) = x enak 1- Ax, uporabljamo zapis

Ax = dzx.

Zgled 98. Poiscimo diferencial funkcije f(x) = sinx.

dsinx = cosx dx.

ODVOD IMPLICITNO PODANIH FUNKCIJJ

Zaenkrat znamo odvajati samo eksplicitno podane funkcije, zato namenimo
nekaj pozornosti Se racunanju odvoda implicitno podanih funkcij. Vemo ze, da s
predpisom g(x,y) = 0 ni nujno dolo¢ena eksplicitno podana funkcija y = f(z).

Odvod implicitno podane funkcije najkorektneje podamo s tako imenovanimi
parcialnimi odvodi, ki spadajo na podrocje funkcij ve¢ spremenljivk in jih na tem
mestu ne bomo obravnavali. Tako se bomo posluzili uporabe diferenciala funkcije,
kar bomo demonstrirali na naslednjem zgledu.

Recimo, da zelimo poiskati odvod krivulje, podane z enac¢bo
Yt + 2% + 62 —7=0.

Poiscemo diferencial funkcije za vsak ¢len posebej in upostevamo ze znana pravila
za odvajanje:
4o dy + 2(2xy* dx 4 22%y dy) + 120 dr = 0.

Delimo enacbo z dx:
dy dy
4y =2 4+ 22z + 22%y—2) + 122 = 0.
Yy da:+ (2zy” + xydx)+ x
5 : dy .
Upostevamo, da je y' = 92:

4y + doy? + 4xyy + 122 = 0

e e o))
y(y? + %)
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Zgled 99. Poiscimo enacbo tangente na graf krivulje
2y +5—2 -3 =0

v tocki (2,—1).
2y — 2z — 3%y = 0

2x
2 — 3y?

y(2,—-1) = —4
Enacba tangente je y = —4(x —2) — 1 = -4z + 7.

3.3 Uporaba odvoda

IZREKI O SREDNJI VREDNOSTI

V tem razdelku bomo spoznali nekaj pomembnih izrekov v povezavi z odvodom,
ki so nujni za razumevanje integralnega racuna.

Definicija 3.15. Funkcija f ima v c lokalni maksimum, ¢e obstaja tak § > 0, da
za vsak x iz intervala (¢ — d, ¢+ 0) velja

flx) < fle).

Funkcija ima v tocki ¢ lokalni minimum, ce obstaja tak 6 > 0, da za vsak x iz
intervala (¢ — 0, ¢+ 9) velja
flz) = f(e).

Lokalnt minimum in lokalnt maksimum imenujemo tudi lokalna ekstrema.

Na primeru funkcije f na Sliki 3.52 vidimo, da ima funkcija f v tockah ¢ in ¢4
lokalna minimuma, v tockah ¢; in c3 pa lokalna maksimuma. Medtem ko je v ¢
obenem minimum funkcije, je maksimum funkcije dosezen v tocki b.

Izrek 3.16. Naj bo f odvedljiva v tocki ¢ in naj ima v ¢ lokalni maksimum ali
lokalni minimium. Tedaj je f'(c) = 0.
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Y

a C  C C3 €4 b

Slika 3.52: (Lokalni) minimumi in maksimumi.

Dokaz. Recimo, da ima funkcija f v tocki ¢ lokalni maksimum. Tedaj za vsako
dovolj majhno pozitivno Stevilo h velja

flet ) =16
)= <.

Izracunajmo desni odvod v tocki ¢ (h > 0):

fleth) = f(e)

lim <0
hl0

in Se levi odvod v tocki ¢ (h < 0):
i e =1
R10 h

Ker je f odvedljiva v tocki ¢, sta levi in desni odvod enaka, zato je edina moznost,
da imata oba vrednost 0.

Podobno velja v primeru, ko ima funkcija v tocki ¢ lokalni minimum. [

Definicija 3.17. Tocko ¢, v kateri je f'(c) = 0, imenujemo stacionarna tocka.

Vsak lokalni ekstrem odvedljive funkcije je stacionarna tocka, medtem ko obratno
ne velja, kar vidimo na naslednjem zgledu.
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Zgled 100. Pois¢imo stacionarne tocke funkcije f(x) = 23 in preverimo, e so

lokalni ekstems.

f(z) = 322 = 0 = = = 0, kar pomeni, da ima f v x = 0 stacionarno tocko.
Ker je za pozitivne vrednosti f > 0 in za negativne f < 0, v .z = 0 ni lokalnega
ekstrema.

Izrek 3.18. (Rolleov izrek) Naj bo funkcija f : [a,b] — R zvezna na [a,b] in
odvedljiva na (a,b). Ce je f(a) = f(b), tedaj obstaja takina tocka ¢ € (a,b), da
je f'(¢) =0 (glej Sliko 3.53).

Slika 3.53: Rolleov izrek.

Dokaz. Ker je f zvezna, po Izreku 2.41 doseze na intervalu [a, b] maksimum in
minimum. Loc¢imo dve moznosti.

Ker je f(a) = f(b), maksimum in minimum sovpadata in je funkcija f
konstantna, kar pomeni, da je f'(z) = 0 za vsak x € (a,b).

(ii) Vsaj eden od maksimuma ali minimuma je dosezen v notranjosti intervala.

Naj se to zgodi v tocki c¢. Tedaj je po Izreku 3.16 f’(c) = 0.
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Izrek 3.19. (Cauchyjev izrek) Naj bosta funkciji f,g : [a,b] — R zvezni na
la, b], odvedljivi na (a,b) in je ¢'(x) # 0 za vsak x € (a,b). Tedaj obstaja vsaj ena
taksna tocka c € (a,b), da je

f) — f(a) _ f'(c)
g(b) —gla)  g(c)

Dokaz. Po Izreku 3.18 je g(b) # g(a), saj bi sicer obstajala tocka ¢ € (a, b) taka,
da bi veljalo ¢'(¢) = 0, kar bi bilo protislovno s predpostavkami izreka.

Definirajmo funkcijo F': [a,b] — R kot:
f() — f(a)
g(b) —g(a)

Vidimo, da je tudi F' zvezna na |[a,b] in odvedljiva na (a,b). Izracunajmo F'(a)
in F(b):

F(z) = f(x) — f(a) = (9(z) —g(a)).

Fl) = @) @ - 28 =18 0 - gty —0.
PO = £ @) - Za =T 0 o) o,

Uporabimo Rolleov Izrek 3.18 na funkciji F', kar nam da
dec e (a,b) : F'(c) =0.

Odvod funkcije F' je

oziroma

Izrek 3.20. (Lagrangeov izrek) Naj bo funkcija f : [a,b] — R zvezna na [a,b] in
odvedljiva na (a,b). Tedaj obstaja vsaj ena taksna tocka c € (a,b), da je

f() = fla) = f'(e)(b—a).
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Slika 3.54: Lagrangeov izrek.

Dokaz. V Cauchyjevem Izreku 3.19 uporabimo funkcijo g(z) = x (glej Sliko
3.54). ]

Lagrangeov Izrek 3.20 pravi, da na intervalu (a,b) obstaja tocka ¢, v kateri je
tangenta na graf funkcije f vzporedna daljici skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(D)).

Posledica 3.21. Ce je odvod funkcije f : [a,b] — R v vsaki tocki enak 0, tedaj

je funkcija konstantna.

Dokaz. Izberimo poljubni tocki z1,2e € (a,b) in naj bo z; < xy. Tedaj je
f i |[x1,me] — R zvezna in odvedljiva in po Lagrangeovem Izreku 3.20 obstaja
x3 € (x1,2) taksna, da velja

f(w2) = f(21) = f(23)(22 — 21) = 0= f(21) = f(x2) .
[ |

Posledica 3.22. Ce imata funkciji f, g : [a,b] — R v vsaki tocki enak odvod, se
razlikujeta kvecjemu za konstanto C' € R.

Dokaz. Odvod razlike funkcij f in g je enak
(f—9)=f—-4g=0
in po Posledici 3.21 je f —g=C € R. |

L’HOSPITALOVO PRAVILO
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Spoznali bomo pomembno pravilo, ki zelo poenostavi izracun limite funkcije
v primerih, ko gre za nedolocene izraze tipa

0 oo .
6,—,O-oo,oo—oo,ooo,lOo in 0°.
00

0
a) Nedoloéenost tipa 9

Obravnavamo lim M, kjer je lim f(x) = lim g(z) = 0.
T—a g(l’) T—a T—a

Izrek 3.23. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na neki okolici tocke a
(razen morda v tocki a sami). Naj bosta funkciji g in ¢ na tej okolici

!/
razlicni od 0 in naj bo f(a) = g(a) = 0. Tedaj velja, c¢e obstaja lim %‘r;;
r—a g €T
tedaj obstaja tudi lim f(z) m sta enaki
T—a g(aj‘)
!/
lim f/(x) = lim @ .
z—a ¢'(x)  2—a g(x)

Dokaz. Izberimo poljuben x > a. Tedaj funkcija na intervalu [a, 2| zadosca
pogojem Cauchyjega izreka 3.19, ki pravi, da obstaja taka tocka c, € (a,z)

da velja:
J Fle)  f) - fa) /()

a) ~~ g(x)
(@) amym=o I

Q\
—~
)

8
~—
KQ
—~
8
~—
|
Q

g:gﬁj)), ko gre x — a (torej gre tudi ¢, — a ), velja

1)y, S0)

Ce obstaja desna limita

lim .
ata g'(x)  «ta g(x)

Na analogen nacin uporabimo Cauchyjev izrek za poljuben r < a oziroma
interval [x,a, ter dobimo Se levo limito

lim J'@) lim @)

wa g@) el gla)

Ker sta funkciji f in g odvedljivi in je odvedljiv tudi njun kvocient, sta
zgornji limiti enaki, s ¢imer zakljucimo dokaz.
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1 —cos
Zgled 101. Izracunajymo lim —x
z—0 T sin x

. 1—coszx . sin x
lim ——— = lim —
z—=0 I SIn T z—0 81N  + T COS T
. CoS ¥
= lim

=02 cos x —x sin x
1
5"

Vse ostale v uvodu nastete nedoloc¢enosti lahko z enostavnimi algebrskimi
. . . . O
prijemi prevedemo na izraz tipa g.

00
b) Nedoloc¢enost tipa —
00

Obravnavamo lim ﬁ, kjer je lim f(x) = lim g(z) = oc.
T—a g(x) r—a r—a

Situacijo lahko prevedemo na (7):

1
() _ 5@

(z)

—

x)

S
—~
kh‘
=

Dejansko pa velja analogen izrek kot v u (i) Izrek 3.23, kar poenostavi sam
izracun limite.

cotx

Zgled 102. Izracunajmo lim .
z—0 In

1

. cotzx . T inTa

lim = lim =2 Z%
z—0 In z—0 L
T

. x
= —lim —
z—0 sIn” x

. 1
= —-lim——-—
z—0 2 SIn & coS «

= —&0.
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¢) Nedoloc¢enost tipa 0 - 0o

Obravnavamo lim(f(x)g(x)), kjer je lim f(x) =0 in lim g(z) = occ.
T—a z—a T—a

Situacijo lahko prevedemo na (7):

ali pa tudi (i7)

Zgled 103. Izracunajmo lirr(l)x cot x.
—

limz cotz = lim —
z—0 x—0

z—0 tan x

1
= lim
x—0

cos? x

d) Nedolocenost tipa oo — oo

Obravnavamo lim(f(z) — g(z)), kjer je lim f(x) = oo in lim g(z) = 0.
T—a T—a z—a

Situacijo lahko prevedemo na primer (i):

|H
‘H

—

1 _ 9@~ J@
1 1 :

1
1
fe)  g(=@) ) f(x)

==

flx) —g(x) =

—~

<

1 1
Zgled 104. Izracunajmo lim ( — — —) .
a—0 \sinx
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. 1 1 . r—sinx
lim | — - — = lim ——
=0 \sinx = z—=0 x sin T

1—cosz

= lim —
z—0 81N & + X COS T

sin x

= lim -
=02 CcoS £ — T sin T

= 0.

e) Nedolocenosti tipa oo” ;1% in 0

Obravnavamo lim f (x)g(’”), kjer f in g v blizini tocke a ustrezata zgoraj
Tr—a

opisanim situacijam.

Vse tri situacije lahko prevedemo na primer (iii), ¢e iskane limite najprej
logaritmiramo, kar nam omogoca Izrek 2.35 (o limiti kompozituma zveznih
funkcij):

In lim f(2)'® = lim In f(2)?® = lim(g(x)In f(z)).

Tr—a T—ra T—ra

Poglejmo posamezne situacije:
oo : 0-lnoo+——0-00
1 oco-Inl+——00-0

0 : 0-In0+—0-(—00).

Zatem podobno kot v (éi) preoblikujemo limite na primer (¢) ali (i7).

Zgled 105. Izracunajmo lim /z.

T—00

To je prvi tip zgoraj nastetih limit. Naj bo A = lim ¢/x. Izracunajmo

T—r0o0
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In A: )
In lim vz = lim lna®

T—r00 T—00

1
= lim —Ilnz
T—00 U

= lim —
r—oo I

= Jlim %
Tr—r0o0

— 8=

= 0.

Rezultat moramo Se antilogaritmirati:

mA=0= A=e"=1.

TAYLORJEVA VRSTA

Taylorjeva formula nam omogoci, da veckrat odvedljive funkcije, ki so na videz
zelo zapletene, aproksimiramo s potencno vrsto.

Definicija 3.24. Naj bo f poljubna, veckrat odvedljiva funkcija in n € N. Tedaj
je
f"(a)

Qn(@) = f(a) + f(a)(x —a) + = (z —a)’ + ... +

f"(a)

n!

(z —a)"
n-ti Taylorjev polinom za funkcijo f.
7 nekaj premisleka opazimo, da velja:

Qn(a) = f(a)

Qn(a) = f'(a)

0@ = f™(a)

medtem ko za Q%nﬂ)(a) in f*(a) ne moremo vedeti, ali sta enaka.
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Izrek 3.25. (Taylorjeva formula) Naj bo funkcija f (n + 1)-krat odvedljiva na
odprtem intervalu I in naj bo a € I. Za vsak x € I obstaja tak & € I, ki leZi med
a i x, da je

f(n+1)(£) (1‘ o a)nJrl )

f(x) :Qn(m)_'_ (n_|_1)!

Dokaz. Definirajmo

ra(z) = f() = Qu(z) in p(z)=(z—a)"*".

Izberimo poljuben = # a. Najprej opazimo, da je r,(a) = p(a) = 0. Veckratna
zaporedna uporaba Cauchyjevega Izreka 3.19 da obstoj takih tock &, &, ..., &y,
da velja

() rn(z) — () _ 7, (61)

e (&) — (@) i (E)

pM(&) —p™(a)  p D (Ega)

Oznacimo &,,.1 = & in upostevajmo, da je p"*V(¢) = (n + 1)!. Izracunajmo
(n 4 1)-vi odvod funkcije r,, v tocki &:

rm(€) = F(E) — QU (€) = f(g).

Torej velja

f(@) — Qn(z) rn(2)
(z —a)™*t p(z)

pri cemer & lezi med a in x. |
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Taylorjeva formula torej pravi

["(a)

flx) = fla)+ f'(a)(z —a)+ 5 (x—a)*+...
f(n)(a) n f(nﬂ)(g) n+1
S (r —a) —1——(n_|_1)!($—a)Jr :

J/

7‘7:(,1’ )

Funkcijo 7, imenujemo ostanek Taylorjeve formule. Ce je f polinom stopnje
kvec¢jemu n, je r,(z) = 0. Tedaj je

Posebej zanimive so funkcije, za katere velja

n11_>r1010 ro(x) =0.

Tedaj namesto o Taylorjevi formuli govorimo o Taylorjevi vrsti in re¢emo, da
smo funkcijo f razvili v Taylorjevo vrsto, ki je pravzaprav potenc¢na vrsta. Iz
prejsnjega poglavja pa znamo preverjati konvergenco taksnih vrst. Poglejmo si
nekaj primerov.

Zgled 106. Razvigmo funkcijo €* v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0.
e = l+a+T 4+ +2 484 4o (2)

= 1+$+7+€+ﬂ+m+...+7"n(m).

Poiscimo interval absolutne konvergence te potencne vrste:

|xn+1|
1

lim (nt> = |z| lim =0<1,
n!

kar pomeni, da je vrsta absolutno konvergentna za vsak x. Ostanek

f(nJrl) (§> anrl _ 6{ n+1

a(@) (n+1)! _(n+Uﬁ — 0,

ker smo funkcijo razvijali v okolici tocke 0.
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Zgled 107. Razvijmo funkciji cosx in sinx v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0.

Razvoja funkcij sta

. 3 5 7 9 .

sinz = - FAg - F Aty tra(e) i
P Cﬂ2 $4 xﬁ xS xlO

cosr = l—G+g—gt+g—Tgt- +r).

Absolutno konvergenco in napako dobimo na podoben naé¢in kot v prejSnjem
primeru.

Zaenkrat smo se ukvarjali samo z realnimi funkcijami, sedaj pa poglejmo, kaj
nam da kompleksna eksponentna funkcija
f(z)=e"=e"" abeR.
Razvijmo jo v potenc¢no vrsto:

(b)*  (ib)®  (ib)*  (ib)®
o T3 T T T

2 4 6 . 3 5
_ (1—%4—%—%4—...)4—2( _%+%_...)

e® = 1+ (ib) +

= cosb—+isinb.
Tako za poljubna a,b € R dobimo Fulerjevo formulo
et = e . ™ = e*(cosbh + i sinb) .

Zato lahko modificiramo polarni zapis kompleksnega Stevila v obliko, s katero je
Se posebej preprosto racunati

z=a+ib=r(cosp+ising)=re?.

MONOTONOST FUNKCIJ

Ni tezko videti, da so smerni koeficienti tangent narascajoce funkcije nene-
gativni in ravno nasprotno velja za padajoce funkcije. To zvezo podaja naslednji
izrek.

Izrek 3.26. Naj bo funkcija f : (a,b) — R odvedljiva. Tedaj velja
(i) f'(z) >0, Vz € (a,b) = f strogo narascéajoca,

(i) f'(z) >0, Vx € (a,b) & f naraséajoca,
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(iii) f'(z) <0, Vx € (a,b) = f strogo padajoca,
() f'(z) <0, Vx € (a,b) & f padajoca.
Dokaz.

(i) Za poljuben par x1,z5 € (a,b), kjer je z1 < x5, je po Lagrangeovem izreku
mogoce najti x3 € (z1,x2) tak, da je

f(x2) — f(z1)

To — I

= f'(3) .
Ker je f'(z) > 0 za vsak z, velja

f(z2) — f(m1)

f(x3) > 0=
To — I

> 0= f(z2) = f(z1) >0,

kar pomeni, da je f strogo narascajoca.

(ii) (=) Pokazemo podobno kot (i).
(<) Pokazati moramo, da e je f narascajoca, tedaj je f'(x) > 0 za vsak
x € (a,b). Poglejmo diferen¢ni kvocient
flx+h) = f(x)
- :

Za h > 0je D > 0 in enako velja za h < 0. V vsakem primeru je diferencni
kvocient vecji ali enak 0 in potemtakem tudi njegova limita in s tem odvod.

D =

(iii),(iv) Pokazemo podobno kot prvi dve tocki.
|

Omenimo Se primer, ki pokaze, zakaj v tocki (i) ne velja ekvivalenca. Za funkcijo
f(z) = 23 velja, da je strogo narascajoca, vendar je f'(0) = 0.

Zgled 108. Pokazimo, da je f(x) = shx strogo naraséajoca funkcija.

f'(x) = chx > 0, zato je f strogo narascajoca.

LOKALNI EKSTREMI

Vemo ze, da je f'(a) = 0 potrebni pogoj za nastop lokalnega ekstrema v tocki
a, ne pa tudi zadosten. Ce je f 2-krat odvedljiva, lahko zadosten pogoj podamo
s pomocja drugega odvoda.

Izrek 3.27. Naj bo f 2-krat odvedljiva na neki okolici tocke a in naj bo f'(a) = 0.
Tedaj velja:

Matevz Crepnjak 245 Petra Zigert Pletersek



3.3. UPORABA ODVODA

(i) ce je f"(a) <0, tedaj ima f v tocki a lokalni maksimum,
(ii) ce je f"(a) > 0, tedaj ima f v tocki a lokalni minimum.
Dokaz.
(i) Naj bo f'(a) =01in f"(a) < 0. Zaradi f”(a) < 0 je po Izreku 3.26 funkcija
f' strogo padajoca na neki okolici tocke a, kar pomeni, da obstaja § > 0

tak, da
f'(x) > f'(a) =0,Vz € (a—d,a) in

f'(x) < f'(a) =0, Vz € (a,a+9) .
To pomeni, da je na d-okolici tocke a f’ na levi strani pozitiven, na desni

pa negativen. Sledi, da je f na intervalu (a — d,a) strogo narascajoca, na
(a,a + &) pa strogo padajoca, kar pomeni, da ima v a lokalni maksimum.

(ii) Pokazemo podobno kot tocko (i).
|
Lahko se zgodi, da je v stacionarni tocki tudi drugi odvod enak ni¢. Tedaj je

odgovor na to, ali je v tej tocki ekstrem, odvisen od predznaka visjih odvodov, a
se pri tem ne bomo spuscali v podrobnosti.

Zgled 109. Poiscimo lokalne ekstreme funkcije f: R — R, f(x) = z*.
fllx)=42*=0 = z=0

f(x) =122 = f"(0)=0.
S pomocjo Izreka 3.27 ne moremo odlociti, ali je v tocki z = 0 ekstrem ali pa ga
ni.

Zgled 110. Poiscimo pozitivni Stevili, katerih vsota je enaka 100, njun produkt
pa je najvecji mozen.
Naj bosta iskani stevili z in y. Tedaj iS¢emo lokalni maksimum funkcije

flz,y) ==zy.

Ker je to funkcija dveh spremenljivk, moramo uporabiti znan pogoj x +y = 100,
s ¢imer dobimo funkcijo ene spremenljivke:

f(z) = x(100 — x)
fl(x) = 100—2z=0

T 50
y = 50.
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Omenimo Se, kako iS¢emo minimume in maksimume na zaprtih intervalih. Na
odprtem intervalu pois¢emo lokalne ekstreme in poleg teh pregledamo Se vrednosti
Zgled 111. Poiscimo globalne ekstreme funkcije f : [0,7] — R, f(x) = sinx +
CoS T.

us

/ _ s _ _ _
fl(r) =cosz —sinz =0 = tanr=1=2=7]

f["(x) = —sinx —cosz = f"(}) <0 = lokalni maksimum

f(3)=v2.
Vrednosti v robovih definicijskega obmocja sta
fO)=1 in f(r)=-1,

kar pomeni, da imamo v tocki 7 globalni minimum, v tocki § pa globalni maksi-
mum.

KONVEKSNOST IN KONKAVNOST FUNKCIJ

Nadaljevali bomo v prejsnjem razdelku zaceto zgodbo o vplivu odvoda na
lastnosti funkcije.

Za uvod v definicijo konveksnosti in konkavnosti funkcije si poglejmo primere
grafov funkcij na Sliki 3.55.

~ |

a) b)

A

Slika 3.55: a) Konveksna in b) konkavna funkcija.

Definicija 3.28. Funkcija f je konveksna na [a,b], c¢e tangenta v poljubni tocki
intervala lezi pod grafom funkcije oziroma za vsak x € [a,b] velja

f(x) > f'(xo)(x — x0) + f(x0), o € [a,b].

Funkcija f je konkavna na [a,b], ¢e tangenta v poljubni tocki intervala leZi
nad grafom funkcije oziroma za vsak x € |[a,b] velja

f(x) < fl(@o)(x — 20) + f(20), 70 € [a,0] .
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Ocitno velja, da je f konveksna natanko tedaj, ko je —f konkavna.

Izrek 3.29. (i) Ceje f"(20) > 0 za vsak xo € (a,b) , je funkcija f na intervalu
la, b] konveksna.

(ii) Ce je f"(x0) < 0 za wsak zg € (a,b), je funkcija f na intervalu [a,b]
konkavna.

Dokaz.

(i) Ker je f"(xo) > 0 za vsak z9 € (a,b), je f (strogo) narascajoca funkcija
na (a,b). Izberimo tocko zg na intervalu (a,b). Tedaj je y = f'(xo)(x —
xo) + f(xo) enacba tangente na graf funkcije f v tocki zo. Nadalje naj bo
x poljubna tocka na (a,b), razlicna od xy. Po Lagrangeovem Izreku 3.20
obstaja med tockama x in xzy tocka x1, za katero velja

f(a) = f'(w2) (@ = o) + f(x0)

Ce je © > o, tedaj je 21 > x¢ in ker je f' narascajoca funkcija, je tudi
f(x1) > f(xg). Zato velja

filay) > f'(xo) /- (x—=w0) >0
f'la)(x —x0) > f'(wo)(x — 20) / + f(xo)
f'(@) (@ — o) + f(wo) > [f'(wo)(w — o) + f(0)
flx) > ylx).

Ce pa je © < @, tedaj je 21 < x¢ in ker je f’ narascajoca funkcija, je tudi
f(x1) < f(xg). Zato velja

filay) < f'(xo) /- (x—=w0) <0
f'(@) (@ —xo0) > f'(xo)(z — x0) /+ [(xo)
f'(@) (@ — o) + f(wo) > [f'(wo)(w — o) + f(0)
flx) > ylx).

Podobno velja v primeru, ko je xo = a ali g = b.

(ii) Dokazemo na analogen nacin kot tocko (i).

Matevz Crepnjak 248 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 3. DIFERENCIALNI RACUN

Zgled 112. Preuc¢imo konveksnost oziroma konkavnost funkcij fi(x) = z3 in

fo(z) = 2.

[zracunajmo drugi odvod obeh funkcij:
7(x)

"(z) = 1222

6x,

To pomeni, da je f; za pozitivne vrednosti konveksna in za negativne konkavna,
medtem ko je fo povsod konveksna.

Definicija 3.30. Funkcija f ima v tocki ¢ prevoj, ce obstaja taka okolica tocke
¢, da je f na eni strani tocke x konveksna, na drugi pa konkavna.

Izrek 3.31. Ce odvedljiva funkcija v stacionarni tocki nima lokalnega ekstrema,
ma v njej prevoj.

Dokaz. Naj obstaja tak § > 0, da je f konveksna na (¢ — 4, c). Ker je f'(¢) =0
je tangenta na graf funkcije f v tocki ¢ vzporedna z x osjo, in zato je f na (c—d, ¢)
nujno padajoca funkcija. Ker v tocki ¢ ni lokalnega ekstrema, je f padajoca tudi
na desni strani tocke ¢, tj. na intervalu (c,c + 6). Ce je f tudi na (c,c + 6)
konveksna, tangenta v tocki ¢ ne more biti vzporedna z = osjo, zatorej ja f na
tem intervalu konkavna.

GRAF FUNKCLJE
Sedaj bomo zdruzili pridobljeno znanje o odvodu in ga uporabili pri risanju

grafa funkcije.

Preden se lotimo risanja grafov funkcij, moramo povedati nekaj ve¢ o asimptotah
funkcije. Asimptota je lahko poljubna funkcija, v primeru, ko je linearna funkcija
ali premica, jo lahko dokaj enostavno dolo¢imo. Poglejmo najprej asimptote, ki
SO premice.

Definicija 3.32. Premica, podana z enacbo x = a, je vertikalna asimptota ali
pol funkcije f, ce je

lim f(z) = o0 ali lim f(x) = +c0.

zla ztTa

Premica, podana z enacbo y = k x+n, je poSevna asimptota (ce je k # 0) oziroma
horizontalna asimptota (ée je k = 0) funkcije f, ce je

lim (f(z) —kx—n)=0 ali lim (f(x)—ke—n)=0.

T—00 T—r—00

(Kadar x — oo, govorimo o desni asimptoti, za © — —o0 pa o levi asimptoti ).
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Poglejmo, kako poiséemo asimptote funkcije.

Trditev 3.33. (i) Graf funkcije f ima desno posevno oz. horizontalno asimp-
toto natanko tedaj, ko obstajata limiti

limM: in  lim (f(z) —kz)=n.

rT—00 I T—00

(i1) Graf funkcije f ima levo posevno oz. horizontalno asimptoto natanko teday,
ko obstajata limiti

lim M: in  lim (f(z) —kx)=n.

r——00 I T——00
Dokaz.

(i) Naj bo premica z enacbo y = kx+n desna posevna (horizonatalna) asimp-
tota funkcije f. Iz definicije asimptote

lim (f(x) —kxz—n)=0

T—r00

neposredno sledi
lim (f(z) —kz)=n.

T—00

Za dolocitev smernega koeficienta izraz delimo z x, s ¢imer dobimo

lim (@—k—@>=0;»k: lim 1)

T—00 x X r—o0 I

(ii) Pokazemo na podoben nacin.

Zgled 113. Poisc¢imo asimptote funkcij.

1

1. f(z)=—.

flw) = -
Pois¢imo najprej desno asimptoto:

k = limi:O

n = lim (1—0> =0.
T—00 X

Desna asimptota je tako premica y = 0 oziroma os z.

Na podoben nacin izracunamo Se levo asimptoto, ki je enaka desni.
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% + 3z
2¢+1°

2. f(z) =
Pois¢imo desno asimptoto:

22+ 3z o143 1
k = lim = lim L ==

. 2 +3r =z
n = lim —— | =00
z—oo \ 20+ 1 2

Desna asimptota tako ne obstaja in na podoben nacin pokazemo, da tudi
leva asimptota ne obstaja.

Zaenkrat smo govorili o vertikalni in poSevni asimptoti, pri cemer je slednja
lahko horizontalna. V vseh teh primerih je asimptota premica. Intuitivno gledano
je asimptota premica, ki se ji graf funkcije priblizuje, ko se premikamo bodisi v
pozitivno bodisi v negativno neskon¢nost.

Poglejmo Se primere asimptot, ki niso premice. Graf funkcije f se lahko
v neskoné¢nosti priblizuje neki drugi funkciji y, katere graf ni premica. V tem
primeru bomo rekli, da je y asimptota funkcije f. Na take primere naletimo pri
ulomljenih racionalnih funkcija, kar kaze Zgled 114.

Naj bo dana ulomljena racionalna funkcija

Po(z)

fl@) = s

kjer je Stevec polinom stopnje n in imenovalec polinom stopnje m. Ce jen <m,
tedaj je asimptota funkcije f os x. V nasprotnem ze vemo, da lahko polinoma

delimo R (2)

m—1\T

r)= =)+ ——-,
@) = s = Q) + s

kjer sta Q(z) in R(z) polinoma, pri ¢emer je slednji stopnje kve¢jemu m — 1.
Limitiranje funkcije f bodisi v pozitivni ali negativni del neskon¢nosti pokaze, da
se graf funkcije f priblizuje grafu polinoma @), saj gre kvocient polinomov R, 1
in P,, proti ni¢. Zatorej je asimptota enaka

Ba()

y(x) = Q(x)
L . ) 3-8
Zgled 114. Poiscimo asimptote funkcije f(x) = T
I’ —
= e 1 —_
f(x) o 7+ + 1

zato je poSevna asimptota y = x* + x + 1, vertikalna asimptota oziroma pol pa
je dolocen s predpisom z = 1.
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Pri risanju grafa funkcije upostevamo naslednje:
- definicijsko obmocje in preverimo sodost/lihost ter periodi¢nost funkcije,
- nic¢le funkcije in po potrebi nekaj tock na grafu funkcije,
- asimptote funkcije,
- stacionarne tocke in lokalne ekstreme,

- obmo¢ja monotonosti in konveksnosti/konkavnosti funkcije.

Zgled 115. Skicirajmo graf funkcije f(z) = xe®.
Definicijsko obmocje je enako R, ni¢lo ima v tocki z = 0. Desne asimptote ni,
leva asimptota je os x, kar izracunamo s pomocjo L’Hospitalovega pravila:

zet

k= lim = lim e*=0
r——00 I T——00
: : x : 1
n = lim (ze®—0)= lim = lim =0.
T——00 z——00 67T N~ r—>—c0 —e %
L'H

Nadalje sta prvi in drugi odvod enaka:

fla) = e(e+1)

f'(x) = e"(x+2).

Lokalni minimum je tako v tocki (—1, e™1), interval narascanja je [—1, 00), padanja
(00, —1], konveksna je na (—2, 00) in konkavna na (oo, —2). Na Sliki 3.56 vidimo
graf funkcije f(x) = xe”.

UPORABA V KEMIJI

V zelji, da osvojeno znanje priblizamo bralcu, si bomo pogledali konkretni
primer uporabe odvoda v kemiji.

Splosna plinska enacba opisuje obnasanje idealnega plina in se glasi
pV =nRT,

pri cemer je

pritisk,

prostornina,

temperatura,

splosna plinska konstanta,
mnozina snovi.

SN
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osy

| I I I I I I I I I | I 1 0SX

-2

Slika 3.56: Graf funkcije f(x) = xe®.

O idealnem plinu govorimo, kadar zanemarimo velikost delcev, ki ga sestav-
ljajo in njihovo medsebojno interakcijo. Posplositev splosne plinske enacbe, ki
uposteva velikost delcev in njihovo medsebojno interakcijo, je Van der Waalsova
enacba stanja, ki jo je podal Johannes Diderik van der Waals v 1. 1873 in opisuje
realne pline. Glasi se

V2
pri cemer

a ... doloca interakcijo med delci,

b ... doloca prostornino delcev v tekocini.

Parametra a in b sta odvisna od snovi, ki jo opisujemo.

Vsak realni plin lahko utekoc¢inimo. To dosezemo s stiskanjem in/ali ohla-
janjem, odvisno od posameznega plina. Za vsak plin obstaja temperatura, nad
katero ga ne moremo utekoc¢initi. To temperaturo imenujemo kriticna tempe-
ratura in jo oznacujemo 7T,.. Realni plin lahko utekoc¢inimo le pod ali pri kriti¢ni
temperaturi. Pritisk, ki ga za to potrebujemo, je kriticni pritisk p. in prostor-
nina, ki ustreza T, ter p., je kriticna prostornina V.. S skupno besedo T, p. in
V. imenujemo kriticne konstante.
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Obstajajo plini, imenovani stalni plini, ki imajo kriticno temperaturo pod
sobno temperaturo. Ce jih Zelimo utekoéiniti, moramo te pline ohladiti do tem-
perature pod njihovo T, kar pomeni pod sobno temperaturo. To so na primer
He, Hy, Ny, Oy, Ne, Ar, ... Poznamo pa veliko snovi, ki imajo 7, nad sobno
temperaturo. Pri sobni temperaturi so te snovi v tekocem ali celo trdnem agre-
gatnem stanju. Recimo voda ima T, pri 647, 1 K (standardna sobna temperatura
je 298, 2 K). Vodo lahko uteko¢inimo pri poljubni temperaturi nizji od 7, = 647, 1
K. Nad temperaturo vrelis¢a vode, ki je 398, 2 K, bi za ohranitev tekoc¢ega stanja
vode morali delovati s pritiskom, ki bi bil visji od normalnega zracnega pritiska.

Za opis stanja snovi velikokrat uporabljamo p — V' diagram, kjer pritisk snovi
p prikazemo kot funkcijo prostornine V', pri ¢emer je temperatura konstantna.
To krivuljo imenujemo izoterma (glej Sliko 3.57).

y

p

v

Slika 3.57: p — V' diagram.

Iz p — V diagrama je razvidno, da se plin utekocini v prevoju izoterme pri T,
saj krivulja prehaja iz konveksne v konkavno. Tocko prevoja imenujemo kriticna
tocka in ustreza kriticnim konstantam. Racunsko to pomeni, da moramo poiskati
prvi in drugi odvod funkcije p(V') in resiti enacbi p(V')' = 0 in p(V)"” = 0.

[zrazimo najprej p kot funkcijo spremenljivke V:

nRT _a_n2
V—nb V2

p(V) =

[zracunamo oba odvoda, ju enacimo z 0 in resimo sistem enacb:

, B —nRT 2an? B
Pv) = Vomp s =0
p”(V) _ 2nRT _ 6an? _ 0

(V—nbp V4

Matevz Crepnjak 254 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 3. DIFERENCIALNI RACUN

Pomnozimo prvo enacho z in obe sestejmo:

—-n
dan? B 6an® 0 / V3
V3V —nb) V4 2an?
2 _ 3
V—nb V

2V = 3V —3nb

V.=V = 3nb.

Sedaj lahko izracunamo T, in p.:

—nRT N 2an® 0
(3nb —nb)2 = 27n3b3
RT B 2a
Anb2  2Tnb?
8a
T.=T = .
27bR

Ker poznamo kriticno prostornino in temperaturo, lahko izracunamo Se kritic¢ni
pritisk:

8a
b = "Ronr  an’
¢ 3nb—nb  9n2b?
_a
2T
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3.4 Naloge z resitvami

3.4.1 Odvod funkcije

1. Po definiciji izracunaj odvode naslednjih funkcij

x
(d) f(z) =cosx
Resitev
oy (@ h)E—a? 2?4 2ha+ hE—a?
O
2
:limM—hm(Qx—f—h)—hm2x—|—hmh—2x
h—0 h h—s0
(b)f,()_l \/:c+ Veth-—ve . Veth—vi vat+h+yr _

h—0 h Vi+h+yz
1

x—i—h—x 1
= lim . = lim ——— =
h—0 h Ve+h+r h=20yz+h+z
1 1
VTV 2y
& S
/ -k (z+h) x? — lim * (z+h) _
(c) £(@) hlg%) h h—0 h
_ lim 22 — x? — 2zh — h? ~ lim —2x—h
a0 hx2(z+h)2 0 a2%(x+h)2
—limi—lim*—limi—
Chs0a2(z+h)2 hoo0x2(x 4+ h)2 hso 22(x + h)?
—2x -2
R

cos(z + h) — cosx

(@) f'(z) = lim

. coszcosh —sinzsinh — cosz
= lim =

h—0 h
. cosx(cosh —1) —sinzsinh
= lim
h—0 h
. cosz(cosh—1) . sinxsinh
= lim — lim ———
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . . sinh
=cosz lim ——— —sinx lim
h—0 h h—0 h
. (cos2 g sin® g) (cos 5+ sin? g) .
= cosz lim —sinx
h—0 h
. —2sin% . .
= cosz lim % —sinx = —cosx lim sin — — sinx
h—0 2. 5 h—0 2
= —cosz-0—sinx = —sinz.

Matevz Crepnjak 256 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 3. DIFERENCIALNI RACUN

2. Izracunaj odvode eksplicitno podanih funkcij

(a) f(x) =2 +22* +2+4

(b) (@)= +6- + 5,

(©) f(z) = Va*+u,

(d) f(z) = (2:5 + 44x+1> neN,

(e) f(z) = In(log; z),

(f) f(@) =ae™,

(8) flz) = 22",

(h) f(z) = In(cos z) sin 2z,

(i) f(z)= (tan(ax) + cos(ax)> , kjer sta a,n € N,
. _arctanw

() fx) = arcsin(x2)’

(9 flz)= RIS

1) flz) = a*,

(m) f(z) = (sinz)"?,
Resitev. Pri odvajanju bomo uporabljali Ze znane odvode elementarnih funkcij in

lastnosti odvoda (odvod vsote, odvod razlike, odvod produkta, odvod kvocienta in
verizno pravilo).

(a) f'(x) = (2% + 222 + 2 +4) =132 + 4 + 1,

(b) f'(z) = (i +6% + ;13> = (27! +6x77+$713)/ —
_ _ B 1 1 1
=7 2_421‘ 8_13$ 14:_?—425—13@}
/ _ ) ’_ # 9 r_ #
0 @)= (Vo) = g () = g ek,
(@ f(x)= (203 + VA 1)") =
—n<(2x§+M)n_l> (2{;‘%4_(41-_'_1)%)/:
) (o ).
44z + 1)
=n ((%3 + é/m)“) : (3955 b1 3> _
4(4x 4+ 1)1
3 4 n—1 . % 1
:n<<2x + 4x—|—1) ) (335 4 4(4534_1)3)
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/ _ I 1 I _ ;
(6) f (37) - (ln (10g5 w)) - log5x (10g5 w) o log5x :1:-11157

(f) f'(@) = (5”3632)/ = (2% ¥ 4+ 2*- (63”‘) — 322637 4 43637 . (31) =
= 32%e* + 327,
(W) £'@) = (22772) = @) 279 (292 =
= 27%2 4 29742 . n 2. (z* + 2)/ =(1+2-In2-2?) 9 +2.
(h) f'(x) = (In(cosa)sin2z)’ = (In(cos z))" - sin 2 + In(cos z) - (sin 2z’ =
- Colsg; - (cosz) - sin 2z + In(cos x) - cos 2z - (2x) =
sin

=— sin 2z + 21n(cos x) cos 2,
cos

(i) f'(z) = (<tan(az) + Coszagj)n)

1 !/
=n <tan(aa: > <tan > =
cos(ax) cos a:c)
_ 1 (tan(az) a  (cos(ax))
cos(a:n cos?(ax)  cos?(ax)
— 1 (tan(az) 1 a asm(a:c)
cos(ax) cos?(ax) COS2(G$)
— n (tan(az) a + asin(ax)
N cos(a:n  cos?(ax)
/
N ([ arctanz _
(1) fiz) = (arcsin(m2)> N
(arctan x)’ - arcsin(2?) — arctan z - (arcsin(a:Q))/ _
B (arcsin(z?))? B
_ ﬁ -arcsin(z?) — arctan x - \/%
(arcsin(z2))? ’
hz 4+ e\’
) fiay — (€08 _
(k) f(@) ( —sinhzx

_ (coshz + €)' - (—sinhz) — (coshz + €¥) - (—sinhz)’

sinh? z
(sinhz + %) - (—sinhx) — (coshz + e*) - (— cosh )

) ) sinh? x
cosh” z — sinh® z — (sinhx — cosh ) e*

N sinh? 2
W) @)= ") = () = () = e (@ lna) =
ey (lnaﬂ—ari) — 2% (Inz+1),
(m) f(x) = ((Sinx)lnz>/ _ (em(sinz)ln-r)’ _ (elnz-ln(sinz))/ _

— (elnx.ln(sinx)) . (lnx . hl(SiIl l‘))/ _

7
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1
= (sinz)"® . < In(sinz) + Inx - COSQ;) =
x

sin
In(si
= (sinz)®® . <n(s1n:1:) +Inzx- cotx).
x

3. Izracunaj odvode implicitno podanih funkcij

(a) 2* + 2xy +5=0,
(b) (z+ay)y* =0,

(c) arctan Q—xy =Inz + 5y,

(d) sin (ziy) — cos (we?),
(e) z¥ =y,

Resitev.  V wseh primerih y predstavlja y(x). V prvem primeru bomo preverili,
da je odvod implicitno podane funkcije enak odvodu eksplicitno podane funkcije.

(a) Odvod implicitno podane funkcije z* + 2xy +5 =0 je
2z + 2y + 2z’ = 0.
Ce eksplicitno izrazimo funkcijo dobimo

—22-5
2z

y:

i ko to odvajamo v eksplicitni obliki dobimo

;=222 410  —a?+5
Yo7 e T T

Preverimo, da smo res v obeh primerih dobili enako. Ce iz 2x+2y+2xy’ =0
izrazimo 1y in upostevamo y, dobimo

, 22725 922 10 245
v = 2 o 4a? - 22

Opazimo, da se odvoda res ujemata.

(b) (L+y+ay )y’ + (x+ay) - (2yy) =0,

1 2y — 2xy 1
(c) () =Ly
1+(ﬁ> Y

(d) cos <1> . <_y+xy/> = —sin (ze¥) - (¥ + ze? - ),

Ty (zy)?
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(e) Izraz x¥ = y* pretvorimo v e’ Iz — oY iy sedaj odvajamo

/
€ Y

/
¥ - (y/lnx—kg) =y"- (lny—kxy) )
€T Yy

4. Izracunaj n-ti odvod funkcije f(z) = z%e”.

Resitev.  To nalogo bomo resili na naslednji nacin: najprej bomo s pomodcjo
veckratnega odvajanja prisli do teze, zapisali to tezo in jo nato dokazali s pomocjo
matematicne indukcije.

f(x) = z2e”

fl(x) = 2% + 2x€

() = 2% + 4dxe® + 27
fO(z) = 2% 4+ 6ze® + 6€°
fB(x) = 22 + 8Swe® + 127
fO(z) = x%® + 10xe® + 20e”

Na podlagi teh odvodov predpostavimo formulo (glej koeficiente pred cleni v odvodih,)
F(z) = 22e® 4 2nae” + n(n — 1)e”

in sedaj dokazimo, da ta formula velja za vsa maravna Stevila. Za n = 1 to
trivialno velja. Predpostavimo indukcijsko predpostavko f (x) = 22e” +2nze” +
n(n —1)e*, n € N, in dokaZimo, da velja tudi

FO(2) = 22¢® + 2(n + 1)ze® + (n + 1)ne®.
Dokazali bomo tako, da bomo odvajali f™ ().
/
<f(")(g;)) = 22e® + 2ze” 4 2nze® 4 2ne® + n(n — 1)e”

= 22e® + (2n + 2)ze” + (n? 4+ 2n — n)e®
= 22" 4+ 2(n + 1)ze® + (n + 1)ne”.

S tem je formula dokazana.

r+1
24"

5. Izracunaj n-ti odvod funkcije f(z) =
Regitev. Nagprej poiséimo taksni realni stevili A in B, da bo veljalo

r+1 A B

:E2—4_x—2+93+2'

Iz tega posledicno dobimo sistem dveh enacb z dvema neznankama

A+B=1
2A-2B =1
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Iz tega sledi, da je A = % i B = %. Torej bomo v nadaljevanju odvajali

3 1
1@ ==y Tt
Odvajajmo
3 1
f@) = A(z —2) * A(z +2)
/ _ 3 (_1) -1
fla) = i — 222 L TP
1" _ 3 (_1 i _2) _1) i <_2
fi@) = A(z — 2)3 - A(z +2)3
) = 3D (=2)-(=3) | (D) (=2)(=3)
Az —2) iz 1 2
3-(—=1)"n! —1)"-n!
R =

S pomocjo matematicne indukcije dokazimo, da formula res velja. Naredimo zgolj
indukcijski korak

n r 3-(=1)"n!\’ (1) -n! Y\’
(f( )(:c)) = (4@ _ 2)n+1> + <4($ n 2)n+1>
_ 3-(=1)"n!- (=(n+1)) n (=)™ -nl-(=(n+1))
4(x — 2)nt2 4(x +2)n+2
3 (=)™ (n+ 1) (=D)L (n+1)!
- 4(1; _ 2)n+2 + 4($ + 2)n+2

3.4.2 Geometrijski pomen odvoda

1. Doloci enacbo tangente na graf funkcije
f(z) =In(2? + 4z + 1)
v tocki T'(0,y).
Resitev. Smerni koeficient tangente na graf funkcije v x =0 je enak f'(0).

2x + 4

1oy
f<x)_1:2—|—4w+1

in zato f'(0) = ky = 4. Ker graf poteka skozi tocko (0, f(0)) = (0,0), dobimo
enacbo tangente
y =4z,

2. Zapisi enacbo tangente na graf funkcije f(x) = 23

—x+1, ki je vzporedna s
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Regitev. Tangente na graf funkcije f so vzporedne z vy, ko je f'(x) = 2. Tako
dobimo enacbo

32 —1=2.
Iz tega sledi x1 = —1 in x9 = 1. Posledi¢no dobimo tocki (—1, f(—1)) = (—=1,1)
in (1, f(1)) = (1,1). Sedaj pois¢imo enacbo tangente na graf funkcije f v tocki
(—=1,1). Smerni koeficient tangente je 2 in zato dobimo enacho

1=2-(-1)+n.
Tako dobimo enacbo tangente na graf funkcije f v tocki (—1,1), ki je enaka
y =2z + 3.
Podobno dobimo enacbo tangrente na graf funkcije f v tocki (1,1), ki je enaka

y =2z -1

Smerni koeficient normale na graf funkcije je k, = _k%’ kjer je ki smerni koefi-
cient tangente na graf funkcije. Tako imamo v naSem primeru

1:—5-(—1)+n

in enacba normale na graf funkcije f skozi (—1,1) je enaka

11
=——x+ -
Yy=75% Ty

Podobno poiscemo normalo v (1,1) in dobimo

1.3
=——z+_.
Y= 73" T,

3. Poisci vse tocke, v katerih je smerni koeficient normale na graf funkcije
f(z) =x — cosx enak —1.

Resitev.  Odvod funkcije f je f'(x) = 1+ sinz. Ce upostevamo zvezo med
smernim koeficientom tangente in normale, dobimo, da je potrebno poiskati tiste

x € R, za katere velja
1
|
1+ sinzx
0ziroma

sinz = 0.

Regitev je tako mnoZica tock {(k‘ﬂ', kr— (—1D)F) | ke Z} .

sin x

4. Zapisi enacbo vseh tangent na graf funkcije f(x) = 22— ki so vzporedne
s premico z + 2y + 3 = 0.
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Resitev. Nagprej implicitno obliko enacbo premice x + 2y + 3 = 0 preoblikujemo

v eksplicitno obliko y = —%a: — % Tako iscemo tiste x € R, za katere velja
1 1
cosx —1 2
0ziroma
cosx = —1.

Regitev tega je mnozica {m + 2km | k € Z}. Ker so vse funkcijske vrednosti mnoZice
{m+2k7 | k € Z} enake 0, dobimo Stevno enacb

1
0= —5(7r + 2km) +n, kjer je k € Z.
Tako za vsak k € Z dobimo tangento

1 1
Yo = — 5 + 5(774— 2km).

5. Za katere vrednosti a € R je premica 2z + y = 0 vzporedna tangenti grafa
funkcije

F(o) = ale — 2
v tocki (2, y)?

Regitev.  Tangenta na graf funkcije bo vzporedna s premico 2x +y = 0, ko bo
f’(%) = —2. Ko odvajamo in vstavimo vrednosti, dobimo

2a <3 —2> = -2
2

Izrazimo a in dobimo, da je a = 2. Torej smo dobili, da je f(x) = 2(z — 2)2.

6. Doloci funkciji f(z) = az? —9a parameter a tako, da bosta tangenti na graf

Regitev. Funkcija f (ne glede na vrednost a) seka abscisno os v xy = —3 in
x1 = 3. Ker morata biti tangenti pravokotni, dobimo

1

60/:67@

(odvod funkcije f je enak f'(x) = 2ax). Tako dobimo, da je a1 = —% inay = %.

7. Poisci tiste z € R, za katere imajo tangente na grafa funkcij f(x) = %x?’ +
z? — 1 in g(x) = —2? + 5z enak smerni koeficient. V teh tockah zapisi tudi

enacbo tangente na graf funkcije g.
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10.

Regitev. I3cemo tiste x, za katere velja f'(x) = ¢'(x). V nasem primeru dobimo
enacbo

x2+2x:f2az+5.

Regitvi te enacbe sta ©1 = —5 in x9 = 1 ter tako dobimo tocki T1(—5,—50)
in To(1,4). Za racunanje enacb tangent izracunamo smerna koeficienta ki =
g'(=5) =15 in ko = ¢'(1) = 3 ter s podobnim racunom kot v prejsnjih nalogah
dobimo enacbi tangent na graf funkcije g v zahtevanih tockah

y1 = 15z + 25
Yo = 3z + 1.

Dana je funkcija f(z) = 2® — 62% + 10x — 4. V katerih tockah tangenta na
graf funkcije f oklepa z abscisno osjo kot 77

Resitev. Upostevamo, da je f'(x) = tanp. V nasemo primeru dobimo enacbo
322 — 6z + 10 = tan (g) .

Ta kvadratna enacba ima resitvi x1 = 1 in x9 = 3 ter tako dobimo tocki (1,1) in

(3,-1).

Preveri, da se funkciji f(z) = z?+ 2+ 1 in g(z) = 2z + sinz + 1 sekata v
o = 0, in nato izracunaj kot med grafoma funkcij v x;.

Resitev. Funkciji se sekata v xg = 0, saj je f(0) = g(0) = 1. Kot med grafoma

fjgﬁé ‘, kjer je ¢ kot med grafoma funkcij,

k1 in ko pa sta smerna koeficienta tangent na graf funkcij v neki tocki. V nasem

primeru ki = f'(0) = & in ky = g(0) = 3. Tako dobimo

funkcij izracunamo s formulo tan p = ‘

3-3

tanp = | ————
L P

in zato je o = 7.

Naj bo a realno stevilo in f,g : R — R funkciji f(z) = 2> — Tz + 6 in
g(z) = (z — 1)(2® + ax — 2).

(a) Za katere vrednosti parametra a se grafa funkcij f in g v tocki (1,0)
sekata pod kotom 757

(b) Zakatere vrednosti xy € R tangenta na graf funkcije f v tocki (zo, f(zo))
poteka skozi tocko (0,2)7

Resitev. 10
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(a) Vidimo, da se f in g res sekata v (1,0). Najbo ki = f'(1) in ke = ¢'(1). Ce
Zelimo, da se grafa funkcij sekata v tocki (1,0) pod kotom %, potem mora

ko — k
veljati 117]{:1];2 = 1. V nasem primeru dobimo
a—1+5
— | =1
1-5(a-1)

ot

Ko resimo to enacbo, dobimo resitvi a1 = % inax=3.

(b) Uporabili bomo naslednjo obliko enacbe premice

y —yo = k(z — x0),

kjer je k smerni koeficient premice in (xo,yo) tocka, skozi katero poteka
premica.

Smerni koeficient tangente na graf funkcije f v tocki (xo,y0) je f'(xg) =
2xg — 7. Ker vemo, da poteka tangenta na graf funkcije f skozi (0,2) in
(0,90), dobimo

2 — Yo = (2.’E0 - 7)(0 - SUQ).

Upostevagmo, da je yo = f(xo) in tako dobimo
2 — 2+ Txog — 6 = —223 + Tao.

Nicli te kvadratne enacbe sta xo, = —2 in xo, = 2, kar je tudi koncna
resitev nase naloge.

11. Dolo¢i realni stevili a in b tako, da bo imela funkcija f : R — R, ki je
podana s predpisom

sinx

()

9 4+ asinz + bcosx
lokalni ekstrem v tocki (% V3).

)
Resitev.  Ker tocka (3, V3) lezi na grafu funkcije, dobimo prvo enacbo

V3

2 3
2+ a¥%> +bd

Ker je v (3, V3) tudi lokalni ekstrem f, je najprej potrebno odvajati f

cosx(2+ asinx 4+ beosz) —sinz(acosz — bsinx)
(2 + asinx + bcosx)?
2cosz +b
(2+asinz + beosz)?’

fi(z) =

Iz pogoja f'(%) = 0 dobimo 1+b = 0. Sledi, da je b = —1 in posledicno a = —

b
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3.4.3 Uporaba odvoda

1. S pomocjo diferenciala izracunaj priblizne vrednosti

Regsitev. V wvseh primerih bomo uporabili formulo f(a+h) = f(a)+ f'(a)h. Cilj
je prepoznati a, h in f.

(a) a =16, h=0,16 in f(z) = =z,
1
V16,16 = V16 + —— 0,16 = 4, 02.
2v/16
(b) a=1, h=0,25, f(x) =Inz,
1
In(1,25) = In(1) + 1 - 0,25 = 0,25.

(c) V tem primeru bomo rezultat izrazili s pomocjo Stevila .
a=7%,h=—15 f(x) =tanz,

2. S pomocjo diferenciala dokazi, da za ¢ > 0, kjer je £ poljubno majhno

stevilo, velja
1 - €

Vite 2

Resitev.  Sklicali se bomo na formulo f(a+ h) = f(a) + f'(a)h. V tem primeru

jea =0, h=cin f(z) = \/11?6 Ko odvajamo funkcijo f, dobimo f'(x) =
— L. Izrac¢unane podatke vstavimo v formulo in dobimo
24/ (14=x)3
1 ) 1 1 -
= —_ - E = _——.
Vite VI+0 2,/(1+0)3 2

3. S pomocjo diferenciala dokazi, da za y, z € R, |z| < |y|, velja
z
3/2,3 -
VPt zsy+—.
y vt g

Resitev. Podobno kot v nalogi 2. 'V tem primeru je a = y°, h = z, f(x) = Y=
in f'(z) = ﬁ Uporabimo formulo in dobimo
T

1 z
3 = 3/ C oy = -
Y’ + z y+3W z=9y+ ”
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4. S pomocjo Lagrangeovega izreka dokazi, da ima enacba e = x+1 eno samo
resitev z = 0.

Resitev. Naj bo f(x) = e* —x — 1. Upostevagmo Lagrangeovo formulo (f(b) —
f(a) = f'(¢)(b—a), c€ (a,b)) na intervalu [0, z|:

(e —x—1)— (2= 0—1) = (e — 1)(x — 0).
Iz tega dobimo enacbo
eF —1==ze 0<c<l.

Ker je po predpostavi €* = x + 1, upostevamo to pri prejsnji enacbi in dobimo
x = xe‘.

Ta enakost velja, ko je x = 0.
Opomba: brez izgube za splognost smo ¢ izbrali na intervalu (0,1).

5. Dokazi neenakosti

(a) In(x +1) <z, za x € R,
(b) 1+z <e*, zazeR,

(¢) sinz < x, za x € RT.
Resitev.

(a) Naj bo f(z) =x —In(x +1). Opazimo, da je f(x) =0, ko je x =0. Odvod
te funkcije je f'(x) =1 — x%rl Ker je f'(x) > 0 za vsak © € R, potem je
f strogo narascajocéa (nima lokalnega ekstrema) in poslediéno neenakost res
velja.

(b) Naj bo f(x) = e* —x — 1. Opazimo, da je f(x) = 0, ko je x = 0. Za
vsak x, kjer je x € RY, je f'(x) = e* — 1 > 0 in zato neenakost velja (glej
primer (a)). Podobno za negativne vrednosti. Natancéneje, za vsak x, kjer
jex € R, je f'(x) = € — 1 < 0 kar pomeni, da je f na tem obmocju
padajoca, torej je x + 1 < e®. Torej neenakost velja za poljuben x € R.

(c) Trivialno je res, da je sinx < x za x > %, saj je sinx < 1 za vsak x € R,
zato preverimo neenakost samo za 0 < x < 3.

Naj bo f(z) = x — sinz. Vidimo, da je f(x) = 0, ko je x = 0. Ker je

f'(x) =1 —cosxz >0 za vsak x, kjer je x € (0,F), zato neenakost res velja

(glej primer (a)).
6. Dokazi enakosti

(a) arcsinz + arccosz = g, za x € [—1,1],

(b) arctanz + arccotr = g, za v € [—1,1].
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Regsitev. V tej nalogi bomo uporabili posledico Lagrangeovega izreka (lahko pa
med drugim gledamo kot na posledico Rolleovega izreka). Ta pravi, ée imamo
zvezno odvedljivo funkcijo f na intervalu [a,b] za katero velja, da je f'(x) =0 za
vsak x € (a,b), potem je na [a,b] f konstantna funkcija (razmisli).

(a) Najprej odvajajmo f(x) = arcsinz + arccos x.
1 -1
x) = (arcsinz + arccos z)’ = + =
f'(z) = (arcsi ) 0

V1i—22 V1= 22

Seveda to res zado$ca posledici Lagrangeovega izreka. Do konstante 5 pridemo
tako, da vstavimo vrednost —1 v f(x).

(b) Podobno v (a) primeru odvajamo funkcijo f(x) = arctanx + arccotx. Do-
bimo

-1
f'(x) = (arctan x + arccot x)" = =0.

T 1v 2 1t
Vidmo, da je odvod enak 0. Do konstante T pridemo tako, da vstavimo

2
vrednost —1 v f(x).

7. Naj bo [a, b] poljuben interval na realni osi in naj bo f(z) = 22*—=z. Dokazi,
da stevilo ¢, ki nastopa v Lagrangeovi formuli f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a),
ravno na sredini med a in b.

Resitev. Izracunamo odvod funkcije f, f'(x) = 4z — 1 in izrazimo ¢ iz enacbe

262 —b—2a*> 4+ a = (4¢c — 1)(b — a).
. . a-+b
Dobimo, da je c = %

8. S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj naslednje limite

(a) lim 2”Inx,
z—0

. 3T =20
(b) lim ——,
(c) lim x cot(2z),

x—0

(d) lim xre —SIHQ?7

x—0 1‘2

(e) 1im< E— >,

z—Z \cotx 2cosx

() Tim In(sin x

=7 (71' — 21‘)2’
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(i) lim z"e™* n €N,

T—00

(j) lim v2es.

x—0
Resitev.
1 2
. . Imz w5 .
(a) lim z*Inz = lim = lim % =1lim — =0
1 —2 — )
z—0 -0 = U 2

x—0 x z—0 1

T2 TIn3 —2%In2
(b) lim3 LH limmn:1113—ln2:ln<3)

(¢) Tim  cot(2z) = lim x cos(2x) LH o cos(2z) — 2z sin(2x)
z—0

z—0 sin(2z) -0 2 cos(2x) -

_1-0 1

22

. xet —sinx g .. e*+xet —cosx g .. 2eF 4+ xet +sinx
(d) tim L SNE LI i _

x—0 $2 z—0 2x z—0 2

72-#0—1-071

=—5— =1L

z—Z \ COST 2coszx

() I < x T ) I T sinx T
e) lim — = lim =
z—Z \cotx  2cosw
. 2esine — 7w\ /g .. 2sinx + 2z cosx 2—-0
=lim | —— 1

- 11m - — — _1}
s 2cosx =z —2sinx —92
1 i ’ 08 & ,
(f) lim H(Lnxé LH iy ——sinz iy : Ccos T L'H
et (T —2x) et —4(m —2z) T —4sinz(m — 22)
L'H .. —sinx —1 1
= lim

e—T —4dcosx(m — 2x) + 8sinzx T0+8 8§

1. -1
z+1 2 1
In ( z L'l I;Ll . z+1 | _
(g) lim = lim = lim | — =
z—o00 |n (== #5500 L L T—00 1
n ( T z—1 " 2 P

. 2 . T" I'H .. 1
(h) lim 2%e™* = lim — = 1 = lim — =0,
T—00 r—00 e r—00 2re® r—00 e
n n—1 n—2
g _ . x*"L'H ,. nx L’ .o nn—1)x 17
(i) lim z"e™* = lim — = lim = lim n(n = Dz~ =
—00 z—o00 e¥ z—oo eT T—00 et
L'H L'H .. TL(TL*].)2].
= ... = lim =0,
T—00 et
1 1 9
Qo o9 L . e pg . e 3 . L . .
(j) lim z7e2? = lim —— "= lim 5 — = lim ez? = oo oziroma limita ne
z—0 z—0 z—0 % z—0

obstaja.

9. S pomocjo " Hospitalovega pravila in lastnosti zveznih funkcij izracunaj
naslednje limite
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(a) lim (22— 1),

T—00

(b) lim(Inz)'~7,

r—1

1 %
(c) lim( ”) ,
x—0 1—2x
AR
1
(e) lim M z
x—0 e ’

1
2z—1) _{\ 1
(f) lim (6 e > .

r—1 20 — 1

Resitev. 'V tej nalogi bomo uporabili naslednji izrek iz drugega poglavja:
¢e sta funkciji f in g zvezni funkciji v tocki g(a) oziroma a, tedaj je

lim f (9(x)) = f (Jim g() ).

(a) Oznacimo L = lim (2 — 1)% Izracunajmo lim In(z?* — 1)%

Tr—r0o0 rT—r00
2 2
. 1 o In(zr—1) . 7
lim In(z? —1)> = lim @' =1) lim £
T—00 T—00 €T T—00
. 2z L .
= lim = lim —
o0 12 — 1 z—00 20
= 0.

Uporabimo izrek in dobimo In L = 0 ter posledi¢no L = 1.

(b) Oznacimo L = lim(Inz)'~*.

—1
In(1
limIn(lnz)’™® = lim(1 —z)ln(lnz) = lim n(lnx)
rz—1 z—1 z—1 =
1 2
’ 1—
I iy zhne l{m = lim (1-=2)
=1 ——— z—1 zlnz
(1—=z)?
e .. —2(1-ux) . 21—
= m ————- = m ———
z—1 lna:—l—% z—1 lnx+1
= 0.
Dobimo, da je In L = 0 ter posledi¢cno L = 1.
1
1+x\=
cimo L = 1 .
(¢) Oznacimo lim (1 — x)
1 1, _2
_ 14+2\* . In (Ji) v . T2
lim In = lim —* = lim —————
z—0 — X z—0 X z—0 1
2
= lim = 2
01 — 22

Dobimo, da je In L = 2 ter posledicno L = 2.
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1 2
(d) Oznac¢imo L = lim ( > .

z—0 \ 1+ 2
1 _
. 1\ . ln(1+x2) L'H . (1""7;2)'(1+%)2
lim In = lim ———* = Ilim
z—0 1+ 2 z—0 x2 z—0 2z
-1
o x% 1+ 22 =

Dobimo, da jelnL = —1 ter poslediéno L = e .
1

(e) Oznacimo L = lim <(1+$)I> .

z—0 e

N n (<1+>> R
lim In 7(1 ) = lim 7 = lim In(l+2)- —Ine
z—0 e z—0 xT z—0 xT
_ In(l+2) -z pu . 151
= lim———2 = =
xgl(lJ 1 :E2 zlir(lJ 2x
pvH . () _ 1
a z—0 2 a 2°
Dobimo, da je In L = % ter posledicno L = ﬁ
2(x—1) _ w—1
e +z—1
cimo L = i - .
(f) Oznacimo lim ( P— )
2D g\ In (<55
lmln|{ ——— = lim
z—1 2¢—1 rz—1 rx—1
_ g In (62(96_1) +z—1) —In(2z - 1)
- mlarnl r—1
2¢2(@-141 2
L,:H 11m 62(171>+.’E*1 2x—1
r—1 1
= 1

Dobimo, da je In L =1 ter posledi¢no L = e.

10. Razvij funkcijo f(x) = In(z + 1)sinz v Taylorjev polinom v okolici tocke
x = 0 do ¢lenov 3. reda.

Resitev. 'V nasem primeru je potrebno funkcijo f odvajati do tretjega reda

fl(x) = 513_361 +1In(z + 1) cosx
x 0
y sin x coS T .
= — 2 —1 1
() (x—|—1)2+ 1 n(z+1)sinz
sinx cos T sin T

f(x) = Gr1)P i Szl —In(z +1)cosz

Vstavimo vrednosti v Taylorjevo formulo in dobimo
3

fl@) = = 5 +r(a),
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kjer je r(x) nek ostanek 4. reda.

11. Razvij funkcijo f(z) = sin®z v Taylorjev polinom v okolici tocke x = 0 do
clenov 5. reda in oceni napako za x € [—7, 7).

Resitev. Ko zaporedoma odvajamo f, dobimo

f'(xr) = 2sinzcosx =sin2x
f(x) = 2cos2x

f"(x) = —4sin2zx

fW(z) = —8cos2x

fO(z) = 16sin2z

fO(z) = 32cos2z.

Vstavimo vrednosti v Taylorjevo formulo in dobimo

1'4

f(z) =2® - 3 +r(x).

Ocenimo e r(x) na intervalu [—7, T].

32cos(28) 4
6

32 32 6
= —5lcos(26)] - [2°] < 2 cos(0) (f) <0,011.

(o)l = | "

12. Razvij funkcijo f(z) = 23 Inz v Taylorjev polinom v nicli funkcije do ¢lenov
4. reda ter na intervalu [, 2] oceni napako.

Resitev. Razvili bomo Taylorjevo polinom do ¢lenov 4. reda za x = 1. Izracunajmo

odvode.
fl(z) = 32 lnz+2?
f"(x) = 6xlnz+ 5z
() = 6lnz+11
fW(z) = 6
“6
O ) = )

Vstavimo vrednosti v Taylorjevo formulo in dobimo

5) 11 1
f) = (e 1)+ 21+ o= 1) e ) (),
Ocenimo Se napako r(x) na intervalu [1%, %]
_% 1 1
S 5 5 5
r(@)] = |- (z — 1)5] = z—1° < 0,2/ < 0,00002.

13. Razvij funkcijo f(z) = ze~® v Taylorjevo vrsto okolici tocke z = 0 in poisci
njeno konvergenc¢no obmocje.
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14.

Regitev.  Ker je potrebno [ razviti v Taylorjevo vrsto, izracunajmo n-ti odvod
funkcije f.

fl(x) = e*—ze™®

f'(x) = —2e%+xe ™

f"x) = 3e*—ze ™

W) = —de 4 ze ™

f(z) = (=1)"ne™® + (=1)"ze ".

Na podlagi odvodov zapisimo Taylorjevo vrsto

Pred obravnavo r(x) dolo¢imo konvergenéno obmocje Taylorjeve vrste.

(="

n!

nhHIEO (=Hn-t :nlggo =0

(n—1)!

Iz tega sledi, da vrsta konvergira za vsak x € R. Preverimo $e r(x).

* (inff)! ') =0

xn—i—l

o | (@D =01
n—00 (n+1)!

n—o0

< lim e ¢ <

n!

Torej za vsak x € R lahko [ zapisemo v Taylorjevo vrsto

71

1 5 ) 1 e nfl
-z — -1 =
fl@)y=z -2+ -2*+...+(-1) TLEZI n—l

2

Razvij funkcijo f(x) = Inx v Taylorjevo vrsto v okolici tocke x = 1 in poiséi
njeno konvergencéno obmocje.

Regsitev. Nagprej poiséimo n-ti odvod funkcije f.

Pl =
fa) = -
@) = &
O = -2
@) = (e
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Na podlagi odvodov zapisimo Taylorjevo vrsto

T — 2 T — 3 _ n—lx_ n
f@) = @-n- S G G e

— (- Hz—1)"
:Zl()rf "

Pred obravnavo r(z), dolo¢imo konvergenéno obmodcje Taylorjeve vrste.

(="

lim n+171 = lim LG
n—oo | (=1 n—oo |n + 1
n
Posledi¢no dobimo neenakost
lzr—1| <1

in zato 0 < x < 2. § pomocjo Leibnizovega kriterija preverimo, da velja tudi za
T =2.

Obravnavajmo Se r(x). Torej dokaZimo, da velja

_1\n_n!_
lim (1)757”1 z—1)" =0
n—oo| (n+1)!
v okolici x = 1. Tako imamo
(D"gmr ] 1 (@1t
im (x—1) =
n—o0 (7’L + 1)' n—oo |m + 1 é’nJrl

= lim
n—oo

1 r—1 n+1
n+1 £ '

Izraza 1 <z <2 in 1 < £ < x preoblikujemo v 0 < x—1<1in 1l <& in zato je
%‘1 < 1. Posledicno dobimo

S C ) L P L l=o
im =
n—oo [n + 1 ,5 n—oo [n 4+ 1
Za 0 < x <1 bomo uporabili
f(n+1) 5 . .
ria) =Ty

(ena od oblik zapisa ostanka). V nasem primeru dobimo

o (g
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Kerj60<:c<§<1j60<1—%<1jetak0

o (-5) e (-g) o

Torej smo dokazali, da za 0 < x < 2 lahko f zapisemo v Taylorjevo vrsto, ki je
oblike

T — 2 T — 3 _ nflx_ n
f(x):(x—l)—( 21) —|—( 31) —...—{—( D) n( D +...

— ()" Mz —1)"
:Zl( ) n( )"

15. Aproksimiraj funkcijo f(x) = sinz s prvimi tremi nenicelnimi cleni Taylo-
rjeve vrste na intervalu [—¢, £] in oceni napako aproksimacije.

Resitev. Razvili bomo v Taylorjev polinom do ¢élenov 6. reda za x = 0. Izracunajmo

odvode.
f'(x) = cosz
f'(x) = —sinz
f"(x) = —cosx
f® () = sinx
fO(z) = cosx
fO(x) = —sinz

Zato je

Ocenimo Se napako

mnZI
SlIl6

Sinf ‘ |6
6!

6!

()| = )sm%ﬁ _

6
. ‘%’ < 0,0001.

16. Oceni napako aproksimacije v + 1 =1+ %x — %xQ na intervalu [—%, 1—10]

Resitev. Preverimo, da je /x +1 =1+ %x — %a:z aproksimacija s Taylorjevo
vrsto za a = 0.
flx) = B

33/(1+x)2
@) = o
@) =

Ko vstavimo vrednost a = 0, opazimo, da je res aproksimacija s Taylorjevo for-
mulo. Ocenimo Se napako.

93/(1+z)5
10

273/(1+x)8

10
27 3/(1+€)8 23| < 5 ( 1

3
3 QL ) < 0,012.
: 81¢/(1 — %0)8

()| = =
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17. S pomocjo Taylorjeve formule izra¢unaj v/5 z natanénostjo do 1072,

Resitev. Taylorjeva formula je 3e posebej uporabna, ko je a = 0. Zato bomo /5
preoblikovali na naslednji nacin:

1
6:\/4+1=2,/1+1.

Tako prepoznamo f(x) = 2y/1+ x in sedaj odvajajmo

f'@) - 11+x
1 _ ]'
o) = 70— o
" 3
e = 4y/(1 + )
00 = ey

no11:3:5-...-(2n—3)
on=1, /(1 + z)2n—1 '

f(z) = (-1)

Preverimo, za kateri n je |r(x)| < 1074, Ce razpisemo r(x), dobimo

(—1)n L85 (n1)

274/ (14x)2n+1 1 ntl <104
(n+1)! 4 '

Po nekaj zaporednih racunangih se izkaze, da jen = 6. Tako je potrebno izracunati
vsoto pruih petih ¢lenov Taylorjeve vrste za funkcijo f.

1 11 /1\? 13 /1\° 13-5/1\* 13.5-7/1\°
5=2+4+-—-=|(= — () — === —- = (=
V5 * 22(4) +3!22<4> 41 23 (4) T (4>
= 2, 236076

18. Upostevaj pomen prvih dveh odvodov in narisi naslednje grafe funkcij:

@) fa) =
() f) = 5=,
(¢) f(x) =zIn’z,

() f(z) = ln(:cx—l— 1)’
(e) f(z) =+ V1 -z,
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Resitev.

Samo v prvem primeru bomo zelo podrobno opisali vse postopke, v pre-

ostalih primerih pa le glavne rezultate.

(a) Narigimo graf funcije f(x) =
1.

1.

0.

(z—1)

x—2
Naravno definicijsko obmocje
Dy =R — {2}, saj imamo racionalno funkcijo.
Nicle funkcije
Iscemo tiste x € Dy za katere je f(x) = 0. Ker imamo racionalno
funkcijo, nas zanima, kdaj je Stevec enak 0. V naSem primeru imamo
12 = 1.
Asimptote funkcije
Doloc¢i bomo navpicne, vodoravne in posevne asimptote. Navpicne
asimptote nam doloc¢ajo kar poli funkcije. V nasem primeru imamo
eno navpicno asimptoto x, = 2 (obi¢ajno si pomagamo z Df).
Sedaj dolo¢imo wvodoravne in posSevne asimptote. Hitro vidimo, da
imamo v naSem primeru linearno asimptoto (torej imamo ali vodor-
avno ali poSevno asimptoto). Torej dolociti moramo k in n v formule
lim (f(x) — kz —n).

T—00

Najprej izracunamo k s pomocjo formule

k= limM

T—00 I

)

nato pa sen

n = lim (f(z) — kz).

T—00

Podobni razmislek je tudi, ko x — —oo. V nasem primeru je

(17 (r—1)2
k= lim *2 =1 in n= lim <—IL‘> =0.

T—00 X T—00 r — 2

Tako smo dobili posevno asimptoto y(x) = x. K isti asimptoti konver-
gira graf, ko r — —oo.

Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

Stacionarne tocke so tisti x € Dy, za katere je f'(x) = 0. V nasem

PriMery resujemo
2 —4x+3

o) =g ="

in dobimo stacionarni tocki vs1 =1 in xs9 = 3.
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Kandidati za lokalni ekstreme so kar stacionarne tocke. V nasem
primeru sta kandidata za lokalni ekstrem x;1 =1 in x;2 = 3.

Ce zelimo dolociti, ali imamo v kandidatih za lokalne ekstreme res
lokalne ekstreme, je potrebno najprej izracunati f”(x).

1" . 2
f(x) = @—27

Sedaj, ¢e je xg kandidat za lokalni ekstrem, potem velja naslednje
- f"(x0) <0, potem je v xqy lokalni maksimum,
- f"(zo) > 0, potem je v zq lokalni minimum,
- f"(x0) = 0, potem z drugim odvodom ni mogoce dolociti ali je v
xg lokalni ekstrem.

Tako imamo v nasem primeru v x; 1 lokalni maksimum, v x; 2 pa lokalni
MINYMUM.

S pomocjo drugega odvoda dolo¢imo prevoj. To so tisti x € Dy, za
katere je f"(x) =0. V nasem primeru takih vrednosti ni.

v. Obmocja naraséanja in padanja
Za nek interval (a,b) C Dy velja

- ée za vsak x € (a,b), f'(x) <0, potem je f na (a,b) padajoca,

- ¢e za vsak x € (a,b), f'(x) > 0, potem je f na (a,b) narascéajoca.
Prvi odvod smo izracunali Ze v prejsni tocki. S preprostim racunanjem
dobimo, da je f na obmocju (1,2)U(2,3) padajoca, na (—oo, 1)U(3,00)
pa narascajoca.

vi. Obmodja konveksnosti in konkavnosti
Za nek interval (a,b) C Dy velja

- ¢e za vsak x € (a,b), f"(x) <0, potem je f na (a,b) konkavna,

- ée za vsak x € (a,b), f"(x) > 0, potem je f na (a,b) konveksna.
Drugi odvod smo izracunali dve tocéki nazaj. S preprostim racunom

dobimo, da je f na (—o0,2) konkavna, na (2,00) pa konveksna.

Sedaj s pomocjo teh tock narisemo graf funkcije f.
1422

b =
() fa)= 5o
1. Naravno definicijsko obmodje

Dy =R —{1}.
1. Nicle funkcije

1

Ir = —3-
1. Asimptote funkcije
Navpiéna asimptota x, = 1, poSevna asimptota y(z) = —1.
w. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji
Odvoda funkcije: f'(z) = 2(:1@31)2’ f(x) = —(:6_31)3.
Stacionarnih tock ni. Lokalnih ekstremov ni. Prevoja ni.
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Slika 3.58: Graf funkcije f(x) = (-1

r—2

v. Obmocja naraséanja in padanja
Narasca na celotnem Dy.

vi. Obmodja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna na (—oo, 1), konkavna na (1, 00).

Slika 3.59: Graf funkcije f(z) = L1t2z

22z

(¢c) f(z)=zln’z

1. Naravno definicijsko obmodje

Dy =R*.
1. Nicle funkcije
T = 1.

1. Asimptote funkcije
Asimptot ni. Za laZje risanje izracunamo vrednosti na robu Dy

lim f(z) =0 in lim f(z) = oco.

z—0 T—00
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w. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

2(1 1
Odvoda funkcije: f'(z) =1n?z +2Inz, f"(z) = (ni—”
2

Stacionarni tocki: xs1 = e 2, x50 = 1. Lokalna ekstrema: .1 = e 2,
lokalni maksimum; xeo = 1, lokalni minimum. Prevoj x, = e 1.
v. Obmocja narascanja in padanja
Naraséa na (0,e72) U (1, 00), pada na (e72,1).
vi. Obmodja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna na (e~t,00), konkavna na (0,e71).

Slika 3.60: Graf funkcije f(z) = z1n®z.

In(zx 4+ 1)
x

(d) f(z)=

1. Naravno definicijsko obmodje
Dy = (—1,0) U (0,00).
1. Nicle funkcije
Nicel ni.
1. Asimptote funkcije
Vodoravna asimptota y(x) = 0. Za laZje risanje izracunamo vrednost
na robu Dy
lim f(z)=00 in lim f(z)=1.
r——1 z—0

w. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoyi

Odvoda funkcije: f'(x) = r—(r+1)In(z +1)

(x +1)x2 ’
—32%2 — 2z +2(x +1)*In(z + 1
) 2+ 1P In(r 1),
x3(x +1)
Stacionarnih tock ni (izkaZe se, da je T5 # In(z + 1); pomagaj si 2

grafi elementarnih funkcij). Lokalnih ekstremov ni. Prevoja ni.
v. Obmocja naraséanja in padanja
Pada na celem Dy.

Matevz Crepnjak 280 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 3. DIFERENCIALNI RACUN

vi. Obmodja konveksnosti in konkavnosti
Konveksna na celem Dy.

Slika 3.61: Graf funkcije f(x) = In(z+1)

T

(e) flx)=x+V1—2x

1. Naravno definicijsko obmodje

Dy = (—o0,1].

1. Nicle funkcije
T = =1=v5
1= P} .

1. Asimptote funkcije
Asimptot ni.

w. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

o 1 1 " _ 1
Odvoda funkcije: f'(z) =1 72@’ f(x) = WS (17@3.

Stacionarna tocka: xs = %. Lokalni ekstrem: x. = %, lokalni maksi-
mum. Prevoja ni.

v. Obmocja naraséanja in padanja
Pada na celem (%, 1), nara$céa na (—oo, %)

vi. Obmodja konveksnosti in konkavnosti
Konkavna na celem Dy.

(f) f(z) =avd—a?

1. Naravno definicijsko obmodje

Dy =[-2,2].
1. Nicle funkcije
xr1 = —2,.2?2 = 0,.%'3 = 2.

1. Asimptote funkcije
Asimptot ni.
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Slika 3.62: Graf funkcije f(z) =z + /1 — x.

w. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

Ul.

2(x? — 2)

My = 20

Vi — 22 (4—22)3
Stacionarni tocki: xs1 = —\/5, T2 = V2. Lokalna ekstrema: Tel =
—\/5, lokalni minimum; x.2 = V2 lokalni maksimum. Prevoj x, = 0.
Obmocja narascanja in padanja

Pada na (—2,—+/2) U (v/2,2), naraséa na (—v/2,v/2).

Obmocja konveksnosti in konkavnosti

Konveksna na (—2,0), konkavna na (0,2).

Odvoda funkcije: f'(z) = —

\J

Slika 3.63: Graf funkcije f(x) = zv4 — 22

(9) f(z)=(x—2)e>

1.

Naravno definicijsko obmocje

Dy =R — {0}.
Nicle funkcije
T = 2.
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1. Asimptote funkcije
Navpiéna asimptota: x, = 0.

<.

i

1
— 9ex
Posevna asimptota: k = lim u =1,
T—00 €T
1
n = lim ((w —2)exr — ac) = —1, y(x) = x — 1; podobno za x — —o0.
r—r00 1 1
Za natancénejse risanje: lim(z — 2)ex = 0, lim(x — 2)er = —o0.
10 z]0
w. Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji
2
—xr—2 3 2
Odvoda funkcije: f'(z) = %e%, f(x) =— x—4|— ez.
T x
Stacionarnih toc¢k ni. Lokalnih ekstremov ni.

. _ 2
Prevoj: xp = —3.

v. Obmocja naraséanja in padanja
Narasca na celem Dy.
vi. Obmodja konveksnosti in konkavnosti
2

Konveksna na (—oo, —%); konkavna na (—5,0) U (0, 00).

20
1+
I I I I I > X

-3 -2 -1 1 2 3

Slika 3.64: Graf funkcije f(z) = (z — 2)ex.

e[L’

() ()= ——
1. Naravno definicijsko obmodje
Dy =R —{-1,1}.
1. Nicle funkcije
Ni nicel funkcije.

1. Asimptote funkcije

Navpicéna asimptota: xp,1 = —1, 2,2 = 1.
el’
Posevna asimptota: k = lim “—L =,
Tr—r—00 €T
6$
n= lim —— =0, y(z) =0; ko x — oo, asimptota ne obstaja.
z5—c0 2 — 1

Matevz Crepnjak 283 Petra Zigert Pletersek



3.4. NALOGE Z RESITVAMI

0.

Vi,

x T T

C . e ) e
Za natancnegse risanje: lim — = o0, lim — = —o0, lim —5—— =
zt—12%—1 zl—12%—1 =1 2 — 1
x T
—o00, lim = o0, lim = 0.
Tl 2?2 —1 ey |

Stacionarne tocke, lokalni ekstremi in prevoji

T2 _ 2r — 1
Odvoda funkcije: f'(z) = € (fo — T)Q )’
Py = C =4 40 Ao+ 3)
(22— 1) |

Stacionarni tocki: rs1 = 1 — \/5, Tso = 1+ V2. Lokalna ekstrema:
Te1 =1 — V2, lokalni maksimum; Teo = 1+ V2, lokalni minimum.
Prevoja ni.

Obmocja narascanja in padanja

Naraséa na (—oo, —1)U(—1,1—v/2)U(1+/2,00), pada na (1—+/2,1)U
(1,14+2).

Obmocja konveksnosti in konkavnosti

Konveksna na (—oo, —1) U (=1, 00); konkavna na (—1,1).

Slika 3.65: Graf funkcije f(z) = (z — 2)e.

19. Poisci tisti pozitivni realni stevili, katerih vsota je 1000 in imata najvecji
mozni produkt.

Resitev.

Iscemo taksna x,y € R, da velja

x +y = 1000

T -y = max.

Sedaj iz prve izrazimo y in dobimo

f(z) = max = (1000 — ).

in dobimo funkcijo, ki je odvisna od x. Ekstrem te funkcije bo koncéna resitev.

f'(z) =100 — 2x
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20.

in f'(x) =0, ko je x = 500. Sedaj pa s pomocjo drugega odvoda preverimo, da
je x = 500 res maksimum funkcije. Ker je f"(500) = —2 < 0, je v x = 500 res
najvecji mozni produkt in zato x =y = 500.

Izmed vseh pravokotnikov, ki jih lahko vértamo v krog s polmerom r, poisci
tistega z najvecjo ploscino.

Regitev.

Slika 3.66: V krog vértani pravokotnik.

Iséemo taksni stranci x,y € R pravokotnega trikotnika, da velja
T -y = max.

Podobno kot v nalogi 19 Zelimo zapisati funkcijo ene spremenljivke, zato je potrebno
dobiti zvezo med x in y. S slike 3.66 je razvidno, da

%+ y2 = (21")2.

Iz tega dobimo, da je y = +/(2r)? — 2 (pozor: gledamo koren s pozitivnim predz-
nakom, saj bi koren z negativnim predznakom pomenil negativno dolZino, kar ni
mogoce). Tako dobimo funkcijo
fx) =z -/ (2r)% — 22,
Za iskanje ekstremov odvajajmo f,
9 2

Py = VP =

2,/(2r)? — 22

in f'(z) =0, ko je x = \/2r (podobno kot y vzamemo pozitivno resitev). Preve-
rimo, da je res maksimum

—2x 2z 223
2@ —  Jeni-2 2 /(-
Vidimo, da je f"(v/2r) <0 in zato x =y = /2r.

f(x) =
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21. Med trapezi, katerih osnovnica je interval [—R, R] na abscisni osi in so
vértani v polkrog
?+y? <Ry 20,

poisci tistega z najvecjo ploscino.

Resitev.

Slika 3.67: V polkrog vértani trapez.

Iséemo taksni vrednosti x,v € R s slike 3.67, da velja

Pois¢imo zvezo med v in x. S slike 3.67 je razvidno, da 2% 4+ v?> = R? in zato
v =+ R%— 22 Tako dobimo funkcijo

flx) = (R+=)- VR =22

Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

z(x + R)

o) — 2 _ 42 _
fi(x)=vVR?>—x T

in f'(x) =0, ko je x = %. Z drugim odvodom preverimo, da je res f” (%) <0

in zato je x = % ter v = R?.
22. Dana je funkcija f(x) = —2? 4+ 1 in na obmo¢je med grafom funkcije f in

abscisno osjo vértamo pravokotnik tako, da ena stranica pravokotnika lezi
na abscisi. Izmed vseh taksnih pravokotnikov poisci tistega, ki ima najvecjo
ploscino.

Resitev. Nicli funkcije sta x, = —1 in x9 = 1. Zelimo taksni stranici pravokot-
nika a in b, da je max = a-b. Ker je graf funkcije simetricen glede na ordinatno
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23.

24.

0s, se osredotocimo na prvi kvadrant. Naj bo c = § (c je stranica pravokotnika v
prvem kvadrantu). Imamo zvezo b= f(c) = —c* + 1 in zato dobimo

gle)=c- (= +1)=-E+ec
Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

d(c)=-32+1

1
V3

in g'(c) =0, ko je c = (prvi kvadrant). Preverimo, da je v ¢ = res

Sl

maksimum g.

g"(c) = —6c
in dobimo f”(%) <0 ter zato a = % inb=%2.

Enakokraki trikotnik z obsegom 2 zavrtimo okoli osnovnice. Koliko naj
merijo stranice trikotnika, da bo prostornina nastale vrtenine najvecja?

Regitev. Obseg o enakokrakega trikotnika z osnovnico x in krakoma y se izracuna
po formuli o = x + 2y. Vrtenino, ki jo dobimo, lahko gledamo tudi drugace.
Natancneje, ce bi vrteli samo pravokotni trikotnik, ki nam ga dolocajo visina na
osnouvnico, polovica osnovnice in krak enakokrakega trikotnika (intuitivno povedano,
enakokrak trikotnik prerezemo po wigini na osnovnico), potem bi dobili stoZec,
kar pa pomeni, da je nasa vrtenina sestavijena iz dveh stoZcev. Volumen stoZca
s polmerom r in wvis§ino h se racuna po formuli V = %rhz. Oznac¢imo visino
trikotnika na x s v,. Tako je nas volumen vrtenine

T
V =2-"02
32"
Stranice 5, vy in y tvorijo pravokotni trikotnik, zato (%) + 02 = y2 Ce se

upostevamo o = x + 2y, dobimo v? = (Q_Tgﬁ)2 — (%)2 ter tako dobimo funkcijo

Za iskanje ekstremov odvajajmo f,
f'(z)

™

3(1 — 2x)

in f'(x) =0, ko je x = % Z drugim odvodom preverimo, da je res maksimum.

)=

in zato je volumen res maksimalen. Tako smo dobili x = % my =

[N

Poisci dimenzije najcenejsega rezervoarja z vodo s kvadratno osnovo in pra-
vokotnimi stranicami, ki bo drzal a® kubi¢ne metre, ¢e kvadratni meter
stranice stane 10 evrov, kvadratni meter osnove stane 15 evrov in kvadratni
meter pokrova stane 5 evrov.

Matevz Crepnjak 287 Petra Zigert Pletersek



3.4. NALOGE Z RESITVAMI

Resitev. Telo, ki je opisano, je kvader. Volumen se tako izracuna
V=2a%y,

kjer je x stranica kvadrata osnove, y pa preostala stranica kvadra. Ce upostevamo,
da je V = a3, lahko izrazimo y = %2 Cena izdelave se izracuna po formuli

cena = 1522 +10 - day + 5 - 22

" . 3 .
Ce upostevamo y = 23, dobimo

3
f(z) = cena = 2022 + 402,
x

Odvajajmo f za ekstrem
1
f(x) = 40z — 40a3?

in f'(x) =0, ko je x = a. Preverimo, da je v x = a res minimum f.
£(2) = 40 + 806°
x) = a3

in enostavno preverimo, da je f"(a) > 0. Tako smo dobili stranici kvadra x =
Y= a.

25. Zgraditi zelimo silos v obliki valja, ki ima na vrhu polsfero. Volumen silosa
je 50m kubiénih metrov. Cena kvadratnega metra plocevine za valj je 10
evrov, za streho pa 15 evrov. Doloc¢i dimenzije silosa tako, da bo cena
najnizja.

Resitev. Naj bo V' volumen in P povrsina opisanega telesa. Volumen in povrsina
krogle se izracunata
4
Vi = §7TT3’ P = 4772,
kjer je r polmer krogle, volumen in povrsina valja pa

Vi = v, Py = 2nr? + 27w,
kjer je r polmer osnovne ploskve in v visina valja. V nasem primeru vemo, da je
1 4
V =nr?v+ = - —7r3 = 50m.
+ 2 3

Iz te enacbe izrazimo v

50m — 3mrd 150 — 20

'U g
2 3r2

Cena je vsota cen izdelave plaséa valja in polovice povrsine krogle

1
cenap = 10 - 2wrv + 15 - 3 A7r? = 20mrv + 3072,
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26.

27.

Ker Zelimo imeti funkcijo ene spremenljivke upostevamo v

150 — 273

150 — 273
3,2 +30mr? = 20777T
r

r

f(r) = cenap = 207r + 3072

Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

in f'(r) =0, ko je r = v/30. Preverimo, da je vr = /30 res minimum f.

50 4

f"(z) = 20w <2r3 - 3> + 607

in enostavno preverimo, da je f"(v/30) > 0. Tako smo dobili r = /30 in v =
V/30.

Dan je trikotnik s stranico a = 1 in obsegom o = 6. Dolo¢i preostali stranici
trikotnika tako, da bo plos¢ina najvecja.

Resitev. Obseg trikotnika se racuna po formuli o = a+b+ c in v nasem primeru
primeru, dobimo zvezo
b+c=5

ter posledicno ¢ = 5—b. Zelimo, da je ploiéina trikotnika maksimalna in v nasem
primeru, bomo uporabili Heronovo obrazec

pl=/s(s —a)(s = b)(s — o),

kjer je s = 5. V nasem primeru tako dobimo funkcijo, ki je odvisna od b

F0) =3B —-1)B=b)(3—5+b) = /6(—b> +5b—6).
Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

B ~126+30  —6b+15
24/6(=b2 +5b—6)  \/6(—b2 +5b— 6)

()

in f'(b) =0, ko je b= g Z drugim odovodom preverimo, da je res maksimum

F(b) = — 6 _ (=6b+15)?
~ 6(=b2+5b—6) /6(—b%+5b—06)

in hitro vidimo, da je f"(3) < 0. Tako smo dobili b= c =3 (kar pomeni, da je
resitev ravno enakokrak trikotnik).

V enakokraki trikotnik vértamo pravokotnik tako, da lezi ena stranica pra-
vokotnika na osnovnici trikotnika. Izmed vseh taksnih pravokotnikov poisci
tistega, ki ima najvecjo plosc¢ino.
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Slika 3.68: V enakokraki trikotnik vértan pravokotnik.

Resitev. Upostevajmo podobnost trikotnikov

th==:(h—y)

N o
N8

h(c—z)

in iz tega sledi, da je y = =——. Tako dobimo
h o
flz)=P=x-y=hx— —2~
c
Za iskanje ekstremov odvajajmo f,

f(x)=h—-2-x

c
in f'(x) =0, ko je x = 5. Z drugim odvodom preverimo, da je res maksimum

_2h
C

f(@) =

in je res f"(§) < 0. Dobili smo x = § iny =

[Nl

28. Racak Jaka zeli preckati 20 metrov Siroko reko tako, da bo prisel do racke
Lili ¢im hitreje, glej Sliko 3.69. Razdalja med njima je 40 metrov. Jakova
maksimalna hitrost plavanja je 1%, maksimalna hitrost tekanja pa je 27
Kako naj Jaka precka reko, da bo ¢im hitreje prepotoval pot? Ob tem
predpostavimo, da je reka zelo pocasna in tok reke zanemarimo.
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Slika 3.69: Racka Lili in racak Jaka.

Regitev. Naj bo J' kraj na drugem bregu reke, ki je nasproti J. Potem je L'J =
V402 — 20%2. Ker imamo razliéni hitrosti za plavanje in tekanje, bo potrebno cas

potovanja T racunati

=B B

Tm om?
S S

kjer sta di in do dolZini na sliki. Izracunajmo razdalje

2 4902 402 — 202 —
fa)=T=YZFN &

1 2
Odvajajmo f za ekstreme
2x 1
/
r) = —— — —
/(@) 2v/x? 4400 2

in f'(2) =0, ko jex = %. Z drugim odvodom preverimo, da je res maksimum

() = 1 B 222
Va2 +400  2./(z? +400)3

in hitro vidimo, da je f”(%) > 0. Tako smo dobili dy = % metrov in do =
20\/§ — % = % metrov.
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