UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijsko inZenirstvo

Vpisna stevilka Priimek in ime Smer: K KI WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA A
Racunski del
3. 2. 2022

Navodila:

e Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov, reSenih nalog in
kalkulatorja ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji ter ga jasno in nedvoummno podaj. Naloge najprej resuj na polo, nato na
dodatne liste. Na vsak list, ki je priloZen k testni/izpitni poli, oznaéi ime in priimek oz. vpisno Stevilko
ter jasno oznaci katera naloga je reSevana. V nasprotnem primeru naloge ne bodo tockovane.

e Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincénik, svinénik, nalivno pero, ravnilo, radirka, pripravijeni listi s for-
mulamsi, ki jih je pripravil asistent za izpit iz Matematike A.

e Cas resevanja je 75 minut.

1. [15] Pois¢ neniceln polinom p z realnimi koeficienti najmanjse mozne stopnje, za katerega
velja p(i) = 0 in p(1 4 i) = 0. Nato poisci Se lokalne ekstreme tega polinoma.

Namig: p(x) = (z —i)(x +i)(x — 1 —i)(z — 1 +4) = 2* — 22% 4+ 322 — 22+ 2 (za vet razlage glej u¢benik

stran 108). Lokalni minimum je doseZen v tocki (3, p(3))-

2. [15] Poisci vsa realna Stevila x, za katera konvergira vrsta

o0

Zn 1 —2z)

n=1

Resitev: konvergira za vsak z € (—o00,0]U[1, 00), sicer divergira (za ve¢ razlage glej u¢benik stran 154).

3. [15] Preveri, da za vsak = > 0 velja

72
- <lIn(z +1).

Namig: preveri, dokazi, da je funkcija f : [0,00) = R, f(z) = In(x +1) —x + £ 7, naras¢ajoca (za vec
razlage glej u¢benik stran 211).

4. [15] Izracunaj

cosx
T ——du.
sin® x

Resitev: uporabi per-partes u = x in dv = 5% dx.

cosT T 1
T ——dr=———+ —— dz
sin“ x sinx sinx

Slednji integral je reSen v u¢beniku na strani 251.




UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijsko inZenirstvo

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer: K KI WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA A
Teoreticni del
3. 2. 2022

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tockovana.

e Cas resevanja je 40 minut.

1. [10] Naj bo A kon¢na mnozica.

(a) [5] Definiraj potencno mnozico P(A) od mnozice A in dolo¢i mo¢ mnozice P(A).

(b) /5] Ali je preslikava f : N\ {1} x Z — R, dolo¢ena s predpisom f(n,m) = n™,
injektivna? Utemelji odgovor.

2. [10] Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji. Dokazi, da je tedaj

lim (a,b,) = lim a, - lim b, .
n—oo n—oo n—oo

3. [10] Naj bo f poljubnokrat odvedljiva funkcija v okolici tocke a.

(a) [5] Definiraj Taylorjev polinom @), funkcije f v okolici tocke a.
(b> /5/ Pokazi, da za n > 3 velja Q/T;/(a) _ f’”(a).

4. [10] Navedi in dokazi zvezo med nedolo¢enim in dolo¢enim integralom.



UM FKKT, Bolonjski visokoSolski program Kemijska tehnologija

Vpisna Stevilka Priimek, ime WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA 1
Racunski del
3. 2. 2022

Navodila:

o Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov, reSenih nalog in
kalkulatorja ni dovoljena.

e Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji ter ga jasno in nedvoumno podaj. Naloge najprej resuj na polo, nato na
dodatne liste. Na vsak list, ki je priloZen k testni/izpitni poli, oznaéi ime in priimek oz. vpisno Stevilko
ter jasno oznaci katera naloga je resevana. V nasprotnem primeru naloge ne bodo tockovane.

e Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincénik, svinénik, nalivno pero, ravnilo, radirka, pripravijeni listi s for-
mulami, ki jih je pripravil asistent za izpit iz Matematike I.

e Cas resevanja je 75 minut.

1. [15] Pois¢i vse kompleksne resitve enacbe

4
|z|+z:Im( )—2
1—1

Regitev: z = 2 +1.
2. [15] Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom

o2n?

ap = ——.
2 —b5n?
Ali je zaporedje (a,,) omejeno? Ali je zaporedje (a,) monotono? Utemelji!

Resitev: Je omejeno, ker je konvergentno. Je monotono, ker je naras¢ajoce (dokazi, da je a,, < an41 za
vsak n € N).

3. [15] Funkcija f je podana s predpisom

1
1+ Vrta?

Dolo¢i naravno definicijsko obmocje funkcije f, lokalne ekstreme funkcije f ter intervale
nara$c¢anja in padanja funkcije f.

/()

Resitev: Dy = (—o0, —1] U [0, 00); naras¢ajoc¢a na (—oo, —1], padajo¢a (—oo, —1]; za ekstreme glej rob
Dy.

4. [15] Izracunaj limito
lim [ ——

8|~

Resitev: limita je ez.



UM FKKT, Bolonjski visokoSolski program Kemijska tehnologija

Vpisna Stevilka Priimek, ime WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA 1
Teoreticni del
3. 2. 2022

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tockovana.

e Cas resevanja je 40 minut.

1. [10] Naj bosta A in B kon¢ni mnozici.

(a) [5] Definiraj razliko in kartezi¢ni produkt mnozic A in B.

(b) /5] Kaj mora veljati za mo¢i mnoZici A in B, ¢ med njima obstaja bijektivna
preslikava f : A — B?

2. [10] Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji. Dokazi, da je tedaj

lim (a, + b,) = lim a, + lim b, .
n—00 n—00 n—00

3. [10] Naj bo f(z) = tanz.

(a) /5] Definiraj inverzno funkcijo f~! od funkcije f.

(b) /5] Pois¢i odvod funkcije f in nato e odvod funkcije f~!.
4. [10] Naj bo f(z) = sinz.

(a) [5] Poiscéi Taylorjev polinom @3 (stopnje 3) funkcije f v okolici tocke 0.

(b) /5] Z upostevanjem pomena prvega in drugega odvoda skiciraj graf funkcije ()3 na
[—27, 27].



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijsko inZenirstvo

Vpisna stevilka Priimek in ime Smer: K KI WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA B
Racunski del
27. 1. 2022

Navodila:

e Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov, reSenih nalog in
kalkulatorja ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji ter ga jasno in nedvoummno podaj. Naloge najprej resuj na polo, nato na
dodatne liste. Na vsak list, ki je priloZen k testni/izpitni poli, oznaéi ime in priimek oz. vpisno Stevilko
ter jasno oznaci katera naloga je reSevana. V nasprotnem primeru naloge ne bodo tockovane.

e Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincénik, svinénik, nalivno pero, ravnilo, radirka, pripravijeni listi s for-
mulami, ki jih je pripravil asistent za izpit iz Matematike B.

e Cas resevanja je 75 minut.

1. [10] Izra¢unaj determinanto reda n € N\{1, 2, 3}

1 -1 0 .0 0 O
1 1 -1 .0 0 0
1 1 0 0 0
1 0 O 1 -1 0
1 0 0 ... 0 1 -1
10 0 ... 0 0 1

Resitev: n.
2. [20] Naj bo y = y(z). Resi diferencialno enac¢bo

vy +y=In(1l—1v).

Resitev: Lagrangeova DE; z(t) = % (C +1ln ﬁ; D, y(t) = —z(t)t +In(1 —¢).
3. [15] Linearna preslikava A : R® — R[] je glede na standardni bazi vektorskih prostorov
R3 in Ry[z] podana z matriko

Poisci eksplicitni predpis glede na standardni bazi vektorskih prostorov R3 in Ry[z], bazo

jedra in bazo slike linearne preslikave A. Pois¢i Se matriko, ki pripada linearni preslikavi
A, ¢e Ry[z] opremimo z bazo {1,1 + z,2z?}.

Resitev: A(a,b,c) = b+c+(a—2¢)z+(a—2¢)z?, Bicer(a) = {(2, -1, 1)}, Brmay = 1, + 22, A[B, Bs| =
-1 1 3
1 0 —-2f.

1
1o 1




UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijsko inZenirstvo

4. [15] Naj bodo z1 = 1(t), x2 = x2(t) in x3 = z3(t). Resi sistem diferencialnih enacb

Illzl’l—.%Q
/
Ty =T1+ T3

Ty =Ty + 2ry — I3

Resitev: \; = —2, 1 = (1,3, =7) 5 Ao = 1 — i, o = (0,1, 1)T +4(—1,0,0)7.

(21(t), 22(t), 23(t))T = Cre=24(1,3, —=7)T + Caet(cost(0,1,1)T —sint(—1,0,0)T) + Czel(sint(0,1,1)T +
cost(—1,0,0)T).



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijsko inZenirstvo

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer: K KI WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA B
Teoreticni del
27. 1. 2022

Navodila:

Pripravi osebni dokument.
Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.
Pisi citiljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tockovana.

Cas resevanja je 40 minut.

1. [5] Zapisi diferencialno ena¢bo drugega reda s konstantnimi koeficienti, katere resitvi sta
funkciji y; = sinx in y, = cosz.

2. [10]
(a) [5] Definiraj linearno lupino mnozice S v vektorskem prostoru V.
(b) [5] Poiséi linearno lupino mnozice S = {2—x, 23+1, } v vektorskem prostoru Rs[z].

3. [10] Dokazi trditev: 5
Naj bo A kvadratna matrika reda n. Ce ima A n linearno neodvisnih lastnih vektorjev,
tedaj je A diagonalizabilna.

4. [15]

(a) [5] Definiraj normo in metriko v unitarnem prostoru V.

(b) [10] Dokazi 3 lastnosti norme v unitarnem prostoru V.



UM FKKT, Bolonjski visokoSolski program Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime

Izpit pri predmetu MATEMATIKA II
Racunski del
27. 1. 2022

Navodila:

e Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov, reSenih nalog in
kalkulatorja ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji ter ga jasno in nedvoummno podaj. Naloge najprej resuj na polo, nato na
dodatne liste. Na vsak list, ki je priloZen k testni/izpitni poli, oznaéi ime in priimek oz. vpisno Stevilko
ter jasno oznaci katera naloga je reSevana. V nasprotnem primeru naloge ne bodo tockovane.

e Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincénik, svinénik, nalivno pero, ravnilo, radirka, pripravijeni listi s for-
mulami, ki jih je pripravil asistent za izpit iz Matematike II.

e Cas resevanja je 75 minut.

1. [20] Izrac¢unaj]

O
(b) [12] /ln(a:?’ —2zr+1)dx.

Resitev: (a) Vpelji novo spremenljivko ¢t = v/2z + 1, In ﬁ%‘ (b) Uporabimo per-partes v = z in

textdv = In(z® — 2z + 1) in si pomagamo s parcialnimi ulomki.
2. [20] Naj bo y = y(z). Resi diferencialno enac¢bo

2cosx -y +sinz -y = (zy)°.

o . .. . el . _ 4
Resitev: Bernoullijeva DE; dve reSitvi y1 2 = £/ 7525
3. [20] V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enach.

ar +y+2z=a
rT—y+2z=-1
—r+y+taz=1

a—1 2a
a+1? a+1?

dobimo parametri¢no reitev: z € R, y = $(3z — 1), z = 1 (z — 3).

Namig: enoli¢ne resitve za a € R\{—-1,-2}: = = z=0;zaa=—1 niresitve; za a = —2



UM FKKT, Bolonjski visokoSolski program Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime

Izpit pri predmetu MATEMATIKA II
Teoreticni del
26. 8. 2021

Navodila:

e Pripravi osebni dokument.

e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

e Pisi ¢itljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo toc¢kovana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [10] Navedi 2 lastnosti determinante in ju pokazi na konkretnem primeru matrik reda 3.
2. [10] Navedi in dokazi Newton-Leibnizovo formulo za izra¢un dolo¢enega integrala.

3. [10] V splosnem definiraj homogeno diferencialno ena¢bo prvega reda in opisi postopek
njenega reSevanja. Podaj primer take diferencialne enac¢be (ni je potrebno resiti).

4. [10] Opisi oz. izpelji metodo variacije konstant za reSevanje linearne diferencialne enacbe
drugega reda s konstantnimi koeficieti.



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijsko inZenirstvo

Vpisna stevilka Priimek in ime Smer: K KI WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA C
Racunski del
3. 2. 2022

Navodila:

e Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov, reSenih nalog in
kalkulatorja ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji ter ga jasno in nedvoumno podaj. Naloge najprej resuj na polo, nato na
dodatne liste. Na vsak list, ki je priloZen k testni/izpitni poli, oznaci ime in priimek oz. vpisno Stevilko
ter jasno oznaci katera naloga je reSevana. V nasprotnem primeru naloge ne bodo tockovane.

e Dovoljeni pripomocki so: kemicni svinénik, svinénik, nalivno pero, ravnilo, radirka, pripravijeni listi s for-
mulami, ki jih je pripravil asistent za izpit iz Matematike C.

o Cas reSevanja je 75 minut.

1. [15] Resi enacbo
y'(x) = sin(x) + 5/ cos(7) - y(x — 7)dr,
0

pri pogoju y(0) = 0.

Resitev: (a) y(z) = — + §€2* + 72 = —1 4 {ch(2x).

2. [15] V prvem kvadrantu ravnine poisci tocko T', za katero bo veljalo: vsota kvadratov
razdalj od tocke T do osi z, od tocke T do osi y in od tocke T" do premice z enacbo
x + y = 4 bo najmanj$a mozna.

Resitev: Razdalja od to¢ke T'(x,y) do osi z je |y|, od T do osi y je |z| in od totke T do premice

z enatbo x +y = 4 pa je L\}’;‘ Sedaj pois¢emo ekstrem funkcije f, ki je podana s predpisom
2
—4 -
fla,y) =22+ 9%+ (%) . Iskana tocka je T'(1,1).

3. [15] Izra¢unaj plos¢ino obmodja, ki ga omejuje krivulja K z enac¢bo
(2 +y*)° = day(2® — y).

Krivuljo K tudi skiciraj.
Resitev: nalogo re$imo s pomocjo polarnih koordinat. Za sliko si pomagamo s r = /sin(4¢). Plos¢ina

se izracuna na nacin
T \/sin(4¢)
4 / dep / rdr=1.
0 0

4. [15] Izratunaj pretok vektorskega polja F : R? — R3, F\(z,y, ) = (z +y, x —y, 22), skozi
rob telesa G, 0G, ki je dolo¢eno takole

1—x2—y2§z§2 in $2+y2§x.

Pri tem je rob telesa GG orientiran v smeri zunanje normale. Nadalje, telo G tudi skiciraj.

Resitev: uporabimo Gaussov izrek.

5 cos ¢ 2
// ?d?z/ dgp/ dr/ 2zrdz.
-z 0 1—r2

Cle] 2
Za izracun si lahko pomagas s funkcijo beta.



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijsko inZenirstvo

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer: K KI WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA C
Teoreticni del
3. 2. 2022

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pigi citiljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tockovana.

e Cas resevanja je 40 minut.

1. [5] Z uporabo diferencialnega operatorja nabla definiraj rotor vektorskega polja in izra-
¢unaj rot(x, 1,y).

2. [10] Naj bo f: D C R® — R.
(a) [5] Definiraj Hessejevo matriko funkcije f.

(b) /5] Kaj mora veljati za tocko a € D, da bo stacionarna tocka funkcije f?

3. [10] Definiraj ploskovni integral vektorske funkcije F po orientirani ploskvi § in izpelji
formulo za njegov izracuna preko 7, in 75, ¢e je ¥ parametrizacija ploskve S.

4. [15]

(a) [5] Definiraj funkcijo eksponentnega tipa.
(b) [10] Naj bo f odsekoma zvezna funkcija eksponentnega tipa. Izpelji Laplaceovo

transformiranko £ ( /0 t f (T)dT) (2).



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer K KT WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA III
Racunski del
3. 2. 2021

Navodila:

e Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov, reSenih nalog in
kalkulatorja ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji ter ga jasno in nedvoummno podaj. Naloge najprej resuj na polo, nato na
dodatne liste. Na vsak list, ki je priloZen k testni/izpitni poli, oznaéi ime in priimek oz. vpisno Stevilko
ter jasno oznaci katera naloga je resevana. V nasprotnem primeru celotne naloge ne bodo tockovane.

e Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincénik, svinénik, nalivno pero, ravnilo, radirka, pripravijeni listi s for-
mulami, ki jih je pripravil asistent za ta izpit (vsebine, ki so pri Matematiki B in Matematiki C).

e Cas resevanja je 75 minut.

1. [15] Resi enacbo
y'(x) = sin(x) + 5/ cos(7) - y(x — 7)dr.
0

Resitev: (a) y(z) = (14 y(0))(—1 + 3€** + ge727) + ch(2x).

2. [15] V prvem kvadrantu ravnine poisci tocko T', za katero bo veljalo: vsota kvadratov
razdalj od tocke T do osi x, od tocke T" do osi y in od tocke T do premice z enacbo
x +y =4 bo najmanj$a mozna.

Resitev: glej izpit Matematika C.

3. [15] Razvij funkcijo f : [0, 5] — R,

fz) =

O oy
&
\Y
ENERNE]

v Fourierjevo vrsto po samih sinusih.

Resitev: a,, = 0 za vsak n € Ny; b, = %fo%(g — z) sin(2nz) dz.

4. [15] Linearna transformacija A : R® — R3 je dolocena kot zrcaljenje prostora R3 preko
ravnine z enac¢bo 2z —y — z = 0. Poiséi predpis linearne transformacije A ter ji doloc¢i
bazo jedra in bazo slike.

Resitev: Opazimo, da je B = {(2,-1,-1),(1,2,0), (1,0, 2)} baza prostora R?. Nadalje A : (2,—1,—1)
—(2,-1,-1), A: (1,2,0) — (1,2,0), A: (1,0,2) — (1,0,2). Preostali del naloge direktno sledi.

9 ?



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer K KT WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA III
Teoreticni del
3. 2. 2022

Navodila:

e Pripravi osebni dokument.

e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pigi citiljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tockovana.

e Cas resevanja je 40 minut.

—_

. [5] Z uporabo diferencialnega operatorja nabla definiraj divergenco vektorskega polja in
izracunaj div(z, 1, y).

2. [15] Naj bo f: D C R? — R.
(a) [5] Definiraj Hessejevo matriko funkcije f.
(b) /5] Kaj mora veljati za tocko (a,b) € D, da bo stacionarna tocka funkcije f7
(c) [5] Dokazi potrebni pogoj za obstoj lokalnega minimuma v to¢ki (a,b) € D.
3. [10]
(a) [5] Definiraj vektorski podprostor W v vektorskem prostoru V.
(b) [5] Dokazi da je jedro linearne transformacije A : V' — V' vektorski podprostor v
vektorskem prostoru V.
4. [10] Naj bo k > 0. Izpelji Laplaceovo transformiranko L(f(t — k))(z), kjer je

flt—k) 5 t>k
f@_m:{ 0 ; 0<t<k’



