Izpiti poletnega izpitnega obdobja

Resitve nalog niso popolne in obstaja moznost tipkarskih napak.

UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija, Kemija Ime priimek:
Bolonjski univerzitetni program Smer: KT K

WolframA: DA NE

Racunski del izpita pri predmetu MATEMATIKA 1
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 75 minut.

Navodila:

Pripravi osebni dokument.
Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig in zapiskov ni dovoljena.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga nedvoumno ter jasno podaj. V nasprotnem primeru

celotna naloga ne bo tockovana.

Dovoljeni pripomocki so: kemicéni svinénik, svincénik, radirka, kalkulator (ki ne izrisuje grafov),

matematicni prirocnik in pripravljent listi s formulami.

1. [15] Preveri, ¢e za poljubno naravno $tevilo n velja

1 1 1 1
——+——+——+“.+—E<2¢E—L

Viov2 V3 v

Resitev: ne velja.

. [15] Nad mnozico kompleksnih Stevil pois¢i vse resitve enacbe

42* —162° + 6122 — 90z + 50 = 0,

Ce ves, da je ena od resitev z; = 1+ 3¢. Ali lezijo vse resitve na isti kroznici
s sredis¢em v izhodis¢u? Utemelji!

Resitev: postopek je opisan v ufbeniku (glej reSene naloge v poglavju Kompleksna
Stevila).

21 =1+430,20=1-3i, z3 = 2, 25 = &L

. [15] Ali obstaja tak polinom p prve stopnje, do bo funkcija f : R — R, ki

je podana s predpisom

1
(14 22?)=C=-1 ; <0

f(x) = plz) ; 0<z<8,
hig%:;) : T >8

zvezna na mnozici realnih stevil? Ce obstaja, ga dolodi.

Resitev: postopek je opisan v u¢beniku (glej reSene naloge v poglavju Limita in zveznost
funkcije).

Da obstaja; s pomocjo levih in desnih limit dobimo li%l f(z) = ¢TI in hfsl f(z) = 12.
X xX

Na podlagi tega ni ve¢ tezko dolo¢iti p oz. p(x) = azx + b.



4. [15] Razvij funkcijo f, f(x) = x1In(2+ x) v Taylorjevo vrsto v okolici tocke
0 in s pomocjo le-te izracunaj vsoto vrste

< (1!
; n-2n

Vsak korak natancno utemelji.

Namig: za vsoto vrste pois¢i ustrezno realno vrednost in jo vstavi v prej
izrac¢unano funkcijo oziroma Taylorjevo vrsto.
o0 (_1)n+1xn+1

Resitev: =
esitev: f(x) ; T on
dobimo Zeleno vrsto in zato je vsota In(3).

Ce v dobljeno Taylorjevo vrsto vstavimo z = 1,



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija, Kemija Ime priimek:
Bolonjski univerzitetni program Smer: KT K

Teoreticni del izpita pri predmetu MATEMATIKA 1
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 40 minut. Navodila:

e Pripravi osebni dokument.

Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

o Cus reSevanja je 40 minut.

1. [5] Navedi, vsakega posebej, potrebni in zadostni pogoj za obstoj lokalnega
maksimuma v tocki a vsaj 2-krat odvedljive funkcije f.

2. [10] Preslikava f : N x N — Z je podana s predpisom:

o n=2k keN,

n
2

f((n,m)) =

. =2k -1, keN.

a) [5] Utemelji, zakaj je f preslikava in ugotovi, ali je f injektivna pres-
likava.

b) [5] Ali obstaja f~1'? Utemelji odgovor.
3. [15]

a) [5] Dokazi izrek:
Naj bo f zvezna v tocki b in lim g(x) = b. Potem je
T—a

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(b).
r—a Tr—a
a) [10] V izreku pod totko a) naj bodo f(z) = 4z, g(x) = z* ter a = 0.
V tem izreku za dano okolico € = 107* iz zveznosti funkcije f poisci
ustrezno okolico 4 tocke a.

4. [10] Izpelji formulo
e 'Y =cosp—1siny.



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija Ime priimek:
Bolonjski visokosSolski program WolframA DA NE

Racunski del izpita pri predmetu MATEMATIKA I
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 75 minut.

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
o Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig in zapiskov ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga nedvoumno ter jasno podaj. V nasprotnem primeru
celotna naloga ne bo tockovana.

e Dovoljeni pripomocki so: kemicéni svincénik, svinénik, radirka, kalkulator (ki ne izrisuje grafov),
matematicni prirocnik in pripravljent listi s formulams.

cejex=2,00+0,10 in x = 0,52 + 0, 02.

1. [10] Izra¢unaj z = #z;ya

2. [15] Dani sta kompleksni tevili z; = 2+ in 25 = 1 —2i. Izracunaj razdaljo
med kompleksnima Steviloma z; in zo, preveri, da sta enako oddaljeni od
izhodisca ter doloc¢i enacbo kroznice na kateri lezita. Vse to natan¢no narisi
v kompleksni ravnini.

Resitev: razdalja med njima je |21 — 22| = v/10, od izhodis¢a sta oddaljeni |z1| = |z2| =
V/5, enacba kroznice je a® + b% = 5.

3. |20] Funkcija f je podana s predpisom

In(z? — 3)
Vi+2-2

(a) Poisc¢i naravno definicijsko obmodje funkcije f.

fx) =

(b) Dolo¢i obnasanje funkcije f na robu definicijskega obmodja.

Resitev: Dy = [—2, —v/3)U(V/3,2)U(2,0); xliglzf(x) =0, I%I,m\/gf(x) = o0, mlir\x/%f(x) =

00, lim f() =16, lim f(z) = 0.

4. [15] Izrac¢unaj pod kaksnim kotom seka krivulja, ki je podana z enacbo
22 —y® = a®, a € R, ordinatno os. V tej tocki izra¢unaj enacbo tangente.

Resitev: krivulja seka ordinatno os pod pravim kotom. Enacba tangente je y = —a>.



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija, Kemija Ime priimek:
Bolonjski visokosSolski program

Teoreticni del izpita pri predmetu MATEMATIKA 1
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 40 minut. Navodila:

Pripravi osebni dokument.
Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga

ne bo tockovana.

Cas reSevanja je 40 minut.

1. [10] S predpisom podaj primer funkcije, ki ima v toc¢ki z = 0 limito, ni pa

zvezna v tej tocki.

. [15] Preslikava f : N — Z je podana s predpisom

5 . n=2k keN,
f(n) =

—m . =2k —1,keN.

a) [5] Utemelji, zakaj je f preslikava.
b) [5] Ali je f injektivna preslikava? Utemelji odgovor.
c) [5] Ali obstaja f~'? Utemelji odgovor.

. [15]

a) [10] Navedi in dokaZi izrek, ki pove, kdaj je vsaj 2-krat odvedljiva fukcija
konkavna na intervalu /.

a) [5] Podaj primer funkcije, ki je na eni polovici definicijskega obmodja
konkavna, na drugi polovici pa konveksna.



UM FKKT Vpisna stevilka:

Kemijska tehnologija, Kemija Ime priimek:

Bolonjski univerzitetni program Smer: KT K
WolframA: DA NE

Racunski del izpita pri predmetu MATEMATIKA II
23. 6. 2015

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
o Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov in kalkulatorja ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

Dowoljeni pripomocki so: kemicni svinénik, svincnik, radirka, matematicni prirocnik in pripravl-
jeni listt s formulami.

o Cas reSevanja je 75 minut.
1. [25]

(a) [15] Izra¢unaj plos¢ino obmodcja pod grafom funkcije med dvema za-
porednima lokalnima minimumoma funkcije f, f(x) = Z—Fm—i(Q:c)

(b) [10] Ali konvergira integral /
0

izracunaj. Vsak korak utemelji!

dz? Ce konvergira, ga

x
Vat +1— 22

Resitev:

(a) pomagaj si z zapisom
2+sin(2z) = 2(1+sinx cos x) = 2(cos? z+sin? z+sin z cos x) = 2 cos? z(1+tan? z+tan z).

57
K 1
Sedaj vpelji novo spremenljivko ¢ = tan z. Posledi¢no /1 m = %

(b) divergira, saj / + 1+ 2%)dz = oco.
0

#dx—/mx( 4
vVt 41— 22 0

2. [20] Poisci splosno resitev difrencialne enacbe

2 (o~ (y')) =y — 54/

Resitev: Lagrangeova DE;
/ / / 1 N2 : /
y=2y'z—2y Iny —|—§(y) ( vpeljemo t = y)

1
y =2tx —2tInt + i(t)z( ustrezno odvajamo )

te' =2x 4 2tx’ —2Int — 2+t
—tx' =22 —2Int — 2+t

Sedaj resimo Linearno DE.



3. [15] Izra¢unaj determinanto matrike A € M, (R),

2 -1 0 0 0

2 1 -1 0 0

2 1 1 0 0
A= : :

2 1 1 1 -1

2 1 1 1 1

Resitev: det(A) = 2™.




UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija, Kemija Ime priimek:
Bolonjski univerzitetni program Smer: KT K

Teoreticni del izpita pri predmetu MATEMATIKA II
23. 6. 2015

Navodila:

Pripravi osebni dokument.

Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga

ne bo tockovana.

Cas reSevanja je 40 minut.

1.

[5] Pokazi, da za mnoZenje matrik ustreznih redov velja lastnost asocia-
tivnosti.
[15] Dokazi trditev:

Ce je funkcija f integrabilna na [a,b], tedaj za vsak € > 0 obstaja taksna
delitev D intervala [a, b], da je

Sp(f) —sp(f) <e.

[15] Utemelji, zakaj je y; = e**2? ena od reSitev homogenega dela lin-
earne diferencialne enacbe tretjega reda s konstantnimi koeficienti, ¢e ima

pripadajoci karakteristi¢ni polinom nic¢lo tretje stopnje.
[5] Podaj primer linearne diferencialne enacbe drugega reda, ki jo lahko
reSimo s pomocjo razvoja v potencno vrsto z nastavkom

o0

y = ab E a, " .

n=1



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija Ime priimek:
Bolonjski visokosSolski program WolframA: DA NE

Racunski del izpita pri predmetu MATEMATIKA II
23. 6. 2015

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
o Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov in kalkulatorja ni dovoljena.

e Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V masprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

Dovoljeni pripomocki so: kemicéni svinénik, svincnik, radirka, matematicéni prirocénik in pripravl-
jeni listi s formulami.

e Cus reSevanja je 75 minut.

1. [20] Izra¢unaj volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem grafa
funkcije f, f(x) = V8 + 2z — 22 + 2, okoli abscisne osi na naravnem defini-
cijskem obmocju funkcije f.

Regitev: V =7 f:(\/8 + 22 — 22 + 2)2dx = 7(60 + 187).

2. [20] Poisci splosno resitev diferencialne enacbe

eon (3) = wees ()
xy cos| =) =ycos|= | — 2.
T T
Resitev: Homogena DE;

y' cos (Q) =Y cos (Q) -2

T T T
(' + z)cosz = zcosz — 2

Zxcosz=—2
!
Zcosz=—=
x

sinz=—-2lnz+InC.
Do konca ni ve¢ tezko izraziti y.
3. [20] Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

1 -1
1

A= 1|3
6 1

o O N

Resitev: A\ =2, p1 = (0,1,2); Ao 3 = —1, po = (—1,1,2), p3 = (0,0, 1).



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija Ime priimek:
Bolonjski visokosSolski program

Teoreticni del izpita pri predmetu MATEMATIKA II
23. 6. 2015

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

o Cus reSevanja je 40 minut.

1. [10] Pokazi, da za seStevanje in mnoZenje matrik ustreznih redov velja last-
nost distibutivnosti.

2. [10] Zakaj is¢emo lastne vrednosti kvadratne matike A s pomocjo pogoja
det(A— A1) =07

3. [10] Z uporabo dolo¢enega integrala izpelji formulo za izrac¢un prostornine
rotacijskega telesa, ki nastane pri vrtenju grafa funkcije f na |a, b].

4. [10] Utemelji, kako se izraza resitev homogenega dela linearne diferencialne
enaCbe drugega reda s konstantnimi koeficienti, ¢e ima pripadajoci karak-
teristi¢ni polinom niclo druge stopnje.



UM FKKT Vpisna stevilka:

Kemijska tehnologija, Kemija Ime priimek:

Bolonjski univerzitetni program Smer: KT K
Mathematica, WolframA: DA NE

Racunski del izpita pri predmetu MATEMATIKA III
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 75 minut.

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov in kalkulatorja ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

Dowoljeni pripomocki so: kemicni svinénik, svincnik, radirka, matematicni prirocnik in pripravl-
jeni listt s formulami.

e Cas resevanja je 75 minut.
1. [25] Dana je mnozica
U ={p(x) € Rslz] | p'(=1) +p"(1) = 0, p"(-1) +p"(2) = 0}
in preslikava A : Rz[z] — R3, A(p(z)) = (p'(0),p"(1),p'(2) — 2p"(1)).

(a) Alije U vektorski podprostor vektorskega prostora Rs[x]? Ce je, doloci
njegovo bazo in dimenzijo.

(b) Dokazi, da je A linearna, dolo¢i bazi jedra in slike ter dolo¢i eksplicitni
predpis preslikave A za elemente iz U.

(c) Izracunaj (foA)(z%+x), Ceje [ : R — My(R), f(x,y,2) = [_IZ ;j :

Resitev:

(a) je vektoski podprostor Rs[z], By = {1,2% — 9z} (saj za p(x) = ax® + bz + cx +d
dobimo pogoje b =0 in ¢ = —9a), dimU = 2.

(b) je linearna; A(p) = (¢, 6a+2b, ¢), Bierca) = {1, r3—32%}, Bzma) = {(1,0,1),(0,2,0)};
ge je p € U, tedaj A(p) = (—9a, 6a, —9a).

1 1
© (ro A6 +0)= | 1y ]
2. |20] Preslikava f je podana s predpisom
flz,y) =In(v/2y? — 2% —1).

(a) Natancno skiciraj naravno definicijsko obmodje funkcije f.
(b) Ali ima funkcija lokalne ekstreme? Ce jih ima, jih poiséi.

(¢) V kateri smeri odvod funkcije f v tocki (0, v/2) najhitreje narasca?



Resitev:

(a) namig: pomagaj si s hiperbolo. (b) ne (glej Dy). (c) v smeri §= (0,1).

. [15] Poisci resitev sistema diferencialnih enacb

/

8

=—r+2y—=z
=3r+z
2 =6x+2y+ 2

/

<

pri pogojih (1) =0, y(1) =0in 2(1) = 1.
Resitev: najprej izraCunamo Ay = 2, p; = (0,1,2); Ao3 = —1, po = (—1,1,2), p3 =
(0,0,1), nato
I=C1e*py + Coe ' Po + +Cs (te™'pa + e ') .
V nadaljevanju C7, C5 in C3 poiS¢emo tako, da v zgornjo reSitev vstavimo ¢t = 1 in

ena¢imo z vektorjem (0,0, 1).



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija, Kemija Ime priimek:
Bolonjski univerzitetni program Smer: KT K

Teoreti¢ni del izpita pri predmetu MATEMATIKA III
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 40 minut. Navodila:

e Pripravi osebni dokument.

Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [10] Dokazi trditev:
Naj bo A kvadratna matrika reda n. Tedaj je A diagonalizabilna, ¢e so
lastni vektorji matrike A linearno neodvisni.

2. [10] Izpelji in utemelji postopek iskanja vezanih ekstremov funkcije dveh
spremenljivk.

3. [5] Navedi in dokaZzi linearnost operacije rotorja na vektorskih poljih.
4. [15]

a) [10] Izpelji enac¢bo tangente na krivuljo K, ki je dolo¢ena s presekom
dveh implicitno podanih ploskev.

b) [5] Katera krivulja je dolo¢ena s presekom ploskev f(x,y) = 2% + 3>
in g(r,y) =4 —a* —y*?



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija Ime in priimek:
Univerzitetni program

Racunski del izpita pri predmetu MATEMATIKA II
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 75 minut.

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
o Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig in reSenih nalog ni dovoljena.

o Pigi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

o Dowoljeni pripomocki so: kemicni svinénik, svinénik, radirka, kalkulator (ki ne izrisuje grafov),
matematicni prirocnik in pripravljent listi s formulams.

1. [15] Dani sta mnozici
U={l+z,1—z,1+2*} in V={2-2,1-2%2—22%}.
(a) Katera od zgoraj navednih mnozic je baza prostora polinomov stopnje
dva? Utemelji!

(b) Ortogonaliziraj zgoraj navedeno bazo s skalarnim produktom, ki je
definiran s

1
p,q € Rofz], < p,q>= / p(z)q(x)dx.
0

Resitev:
(a) U je, V ni.

(b) glej v u¢beniku Gram—Schmidtov postopek ortogonalizacije.

2. [20] Funkcija f je podana s predpisom f(x,y) = In(y/22 + 2y? — 1).
(a) Izracunaj naravno definicijsko obmod¢je in ga skiciraj.
(b) Ali ima funkcija lokalne ekstreme? Ce jih ima, jih poiséi.

4 2

(c) Ali velja enakost 2% f,,(z,y) — 2y fuy(x,y) = B
Vsak korak utemelji!
Resitev: (a) pomagaj si z elipso. (b) ne. (c) ne.
3. [15] Poisci resitev sistema diferencialnih enacb
T=T—y+z
y=4xr — 3y + 2z
z=4x — 5y +4z.

Refitev: Ay =2, oy = (1,2,3); Ao = —1, i = (0,1,1); A3 = 1 i3 = (1,2,2).

Z = C1e*'py + Coe 'y + Cae'ps



UM FKKT Vpisna stevilka:
Kemijska tehnologija Ime in priimek:
Univerzitetni program

Teoreticni del izpita pri predmetu MATEMATIKA II
18. 6. 2015

Cas reSevanja je 40 minut. Navodila:

e Pripravi osebni dokument.

Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga
ne bo tockovana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [10] Navedi in dokazi Schwarzovo neenakost.

2. [15] Dokazi izrek:
Ce je mnozica B baza vektorskega prostora V), tedaj lahko vsak vektor x € V
na enoli¢en nacin zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev iz B.

3. [10] Navedi in dokazi potrebni pogoj za obstoj lokalnega ekstrema parcialno
odvedljive funkcije f v tocki o € R™.

4. [15]

a) [5] Definiraj Laplaceovo transformiranko funkcije f.

b) [10] Izpelji Laplaceovo tansformiranko drugega odvoda funkcije f.



