UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer: K KT WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA 1
Racunski del
15. 6. 2017

Navodila:

e Pripravi osebni dokument.

Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig in zapiskov ni dovoljena.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-

vana.

Dowoljeni pripomocki so: kemicni svincénik, svincénik, nalivno pero, radirka, matematiéni prirocnik in

pripravijeni listi s formulami.

Cas reSevanja je 75 minut.

1. [15] Naj bosta z in w kompleksni Stevili ter naj bo |z| = 1. Dokazi enakost

|z +w| = |1+ zw|.

Namig: upostevaj absolutno vrednost kompleksnega $tevila oziroma (z4+w)(Z+@) = (1+2w)(1+zZw).

. [15] Zaporedje (a,) je podano rekurzivno

ay =1, api1=+2a,+1 zavsak néeN.

Preveri, da je (a,) omejeno ter poiséi zgornjo in spodnjo mejo.

Namig: dokaZzi, da je zaporedje naras¢ajoce in zato je spodnja meja bo ai, zgornja pa limita.

. [15] Funkcija f je podana s predpisom

(I+In(l—z)): ; <0

f(z) = { p(z) ; 0<z<1,
sh(z
\/2x2(—i—x ;x> 1

kjer je p polinom prve stopnje. Ce je mogoce, doloci p tako, da bo f zvezna na mnozici
R.

Resitev: glej, ¢e obstaja druga limita; ne obstaja.

. [15] Razvij funkcijo f, f(x) = ij—jré, v Taylorjevo vrsto v okolico to¢ke a = 0 in doloci

njeno konvergencéno vrsto.

Resitev: imamo dva mozna nadina — direktno z odvajanjem ali geometrijsko vrsto. Izpeljimo na drugi

nadcin.
2_1 1 0 2\ "
x .3 :1_§72:1_§§: I
2 + x2 2 4 x2 21_(_%) 2 2

n=0

. .. . 2 .
Konvergenéno obmocje izpelji iz enacbe | — %-| < 1 oziroma % < 2.



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer: K KT WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA 1
Teoreticni del
15. 6. 2017

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-
vana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [5] Naj bo z = a + ib = r(cos ¢ + isin ¢) kompleksno Stevilo. Zapisi, kako se r in ¢
izrazata v odvisnosti od a in b.

2. [15] Podani sta naslednji izjavi:
[[] V.Z'l,l'g € Df DX = Ty = f(l’l) = f(l'g) ,
[I[] v.ﬁl'l,l'g € Df : f(l'l) = f(l’z) = T1 = Ta.
(a) [5] Kaj pravi izjava [I.]? Utemelji odgovor.
(b) [5] Kaj pravi izjava [I1.]? Utemelji odgovor.
(¢) [5] Negiraj izjavo [I1.].

3. [10] Dokazi, da za konvergentni zaporedji velja, da je limita produkta zaporedij enaka
produktu limit obeh zaporedij.

4. [10] Navedi in dokazi Cauchyjev izrek.



UM FKKT, Bolonjski visokosolski program Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA 1
Racunski del
15. 6. 2017

Navodila:

Pripravi osebni dokument.
Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig in zapiskov ni dovoljena.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-

vana.

Dovoljeni pripomocki so: kemicni svinénik, svincénik, nalivno pero, radirka, matematicni prirocnik in

pripravijent listi s formulams.

Cas reSevanja je 75 minut.

. [15] Funkcija f je podana s predpisom f(z)

1. [15] Pois¢i kompleksne resitve enacbe

22 —iz = —Im(2).

Regitev: 21 =0, 29 = % — %i, 23 = % + %z

. [15] Ali je zaporedje (a,), ki je podano s splognim ¢lenom

32 +3\"
Ap = )
3n? 41

Resitev: da, saj je zaporedje konvergentno (izrac¢unaj limito) in vsako konvergentno zaporedje je

omejeno? Utemelji.

omejeno.

. [15] Funkcija f je podana s predpisom

1172

()

T z[—a
Dolo¢i naravno definicjsko obmocje in zalogo vrednosti funkcije f ter narisi njen graf.

Resitev: Dy = (—00,0), Zy = (—o0, _%)

— €
" In(e+2z2) "
(a) Poisi enac¢bo normale na graf funkcije f v tocki 7'(0,y).

(b) Za funkcijo f izra¢unaj Taylorjev polinom drugega reda v tocki x = 0. Taylorjev
polinom tudi skiciraj.

Resitev: (a) f/(0) = 0, enacba normale je x = 0; (b) pa(z) = e — 222,



UM FKKT, Bolonjski visokosolski program Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime

Izpit pri predmetu MATEMATIKA 1
Teoreticni del
15. 6. 2017

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-
vana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [10] Vpelji polarni zapis kompleksnega Stevila z = a + b in v polarni obliki zapisi Z%

2. [10] Dani sta mnozici

A={zeN|z*-42-5<0} in B:(—Q,g).

(a) [5] Pois¢i unijo in presek mnozic A in B.
(b) [5] Pois¢i supremum, infimum, minimum, maximum unije obeh mnozic, AU B.
3. [10] Definiraj stekalis¢e zaporedja in podaj primer zaporedja, ki ima 3 stekalisca.

4. [10] Navedi in dokazi Rolleov izrek.



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer: K KT WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA II
Racunski del
20. 6. 2017

Navodila:

e Pripravi osebni dokument.

Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov in kalkulatorja ni dovoljena.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-

vana.

Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincnik, svincnik, radirka, matematicni prirocnik in pripravijeni listi s

formulami.

Cas reSevanja je 75 minut.

. [15] Izracunaj

o 1
——da.
In4 € T—e"

Namig: [ t—dz = [ e,,(eﬁdx =[Fedt=[ mdt. S pomoéjo parcialnih ulomkov,

integriranja in limite izpelji resitev.

. [15] Lik £ je v prvem kvadrantu dolocen s krivuljama y = /z in 2* + y? = 4z ter osjo

x. Izracunaj volumen rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem L okoli osi y.
Namig: V = ﬂfoﬁ((Q +/4—y2)? —yHdy.

. [15] Poiséi resitev diferencialne enacbe

y// _ xy/ — y

Namig: pomagamo si s potenénimi vrstami. Dobimo rekurzijo az = % in a2 =

an

n+2°

Sedaj v

odvisnosti od sodosti in lihosti n pois¢i splodni ¢len a,,.

. [15] Resi matri¢no enacbo

(-XTB)T + AX = I?,

kjer je
1 0
A:E;ﬂ m B=1]1 2
-2 2
1 3
707
Resitev: imamo parametri¢no reitev X = |z y |, z,y € R.
2 1
T 7



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer: K KT WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA II
Teoreticni del
20. 6. 2017

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-
vana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [10] Dokazi trditev ali jo ovrzi s protiprimerom:
Ali za poljubno kvadratno matriko velja:

(Afl)T — (AT)fll

2. [10] Podaj primer homogenega sistema linearnih enac¢b velikosti 5 x 5, ki bo netrivialno
resljiv.
3. [10] Navedi in dokazi Newton-Leibnizovo formulo.

4. [10] Dana je linearna diferencialna enacba
y/// + GQﬁU” + aly/ + oYy = Oa a; € Ral = 07 172 .

Dokazi, da ¢e je Ay trojna nicla karakteristicnega polinoma, tedaj je ena od reSitev
diferencialne ena¢be oblike y = e ¥z



UM FKKT, Bolonjski visokosolski program Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA II
Racunski del
20. 6. 2017

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.

e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov in kalkulatorja ni dovoljena.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-
vana.

Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincnik, svincnik, radirka, matematicni prirocnik in pripravijeni listi s
formulami.

o Cas reSevanja je 75 minut.

1. [15] Izracunaj

1
/—eh — dx.

Namig: [t —dr = [ —du—de = [Fdt = [ (t—1)(1++t+l)dt' V nadaljevanju si pomaga s

e2T _eg—x 6_“”(63"”—1

parcialnimi ulomki.

2. [15] Izracunaj ploscino lika pod grafom funkcije f, f(z) = sin(x) cos?(2z), med dvema
zaporednima ni¢lama fukcije f.

Regitev: P = fo% sin(z) cos?(2x)dz = fo% sin(x)H%s(“)dx =1 foﬁ sin(z)+sin z cos(4z)dz = 3 fo% sin(z)+

3 (sin(—3z) + sin(5z)dzx
3. [15] Poisci splosno resitev diferencialne enacbe
zy —y =y —a?

pri pogoju y(0) = 1.
_ (C2)’41

Resitev: Homogena DE, y = 5=

4. [15] Poisci realna stevila A\, da bo veljalo
AT =\,
1
1
—1
Resitev: A172 = 2, fl = (71, 71, 1), ,fg = (73, 72,0); Ag = O7 fg = (17 71, 1)

2
kjer je A = 1 in 7 € R?, ¥ # 0. Poisci tudi ustrezne vektorje 7.
1

N O =



UM FKKT, Bolonjski visokosolski program Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA II
Teoreticni del
20. 6. 2017

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-
vana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [10] Dokazi, ali s protiprimerom ovrzi trditev:
Za poljubni kvadratni matriki reda n velja

(AB) )" = (A7'B7)".
2. [10] Podaj primer homogenega sistema linearnih enac¢b velikosti 4 x 4, ki bo netrivialno
resljiv.

3. [10] Opisi univerzalno substitucijo za ra¢unanje nedolo¢enega integrala funkcij, ki so
sestavljene iz trigonometri¢nih funkcij sinus in kosinus.

4. [10] Navedi in dokazi Newton-Leibnizovo formulo.



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer K KT WA

Izpit pri predmetu MATEMATIKA III
Racunski del
15. 6. 2017

Navodila:

Pripravi osebni dokument.
Ugasni in odstrani mobilni telefon. Uporaba knjig, zapiskov in kalkulatorja ni dovoljena.

Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-

vana.

Dovoljeni pripomocki so: kemicni svincnik, svincnik, radirka, matematicni prirocnik in pripravijeni listi s

formulami.

Cas reSevanja je 75 minut.

1. [15] Poiséi (najkrajso) razdaljo od ploskve 2% + yz = 1 do tocke T'(0, 1,0).

Resitev: naj bo Ty (z,y, z) tocka na ploskvi. Razdalja med T in T se izracuna kot

d(T,T)) = /22 + (y — 1)2 + 22.
Upostevamo, da je 2 = 1 — yz in razlago iz vaj ter dobimo
fly,2) =1—ye+(y—1)* +2°

Do konca izra¢unaj ekstreme te funkcije.

. [15] Funkcija f je podana s predpisom

[7—y—1
f(z,y) = ;_—32_1

(a) Dolo¢i naravno definicijsko obmocje funkcije f in ga narisi.

(b) Ali obstaja nivojnica na nivoju -1? Ce obstaja, poséi njeno enacbo in pojasni kaj
predstavlja.

(¢c) Skiciraj prerez nad osjo x.

Namig: (a) narigi premico x —y — 1 = 0 in hiperbolo 22 — % — 1 = 0 ter ozna¢i obmog¢je v ravnini (za
vet si pomgaja z WolframAlpho); (b) ne obstaja; (c) fiksiraj y = 0.

. [15] Linearna tranformacija A : My(R) — Ra[z] je podana takole

A(M)) = 2% —x, A(My) = 2* + 2, A(M) = 2* — 1, A(M,) = 2* + 1,

. 10 1 0 1 1. 1 0
kJersoMlz{O 1:|,M2:|:0 _1:|,M3:|:O O}mM‘l:[—l 01.

(a) Preveri, da je A dobro definirana ter ji pois¢i bazo jedra in bazo slike.

(b) Ali je A injektivna oziroma surjektivna? Utemelji!



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Resitev: najprej poisci eksplicitni predpis preslikave A s pomocjo postopka

b
[z d} = MM + AaoMs + A\sMsz + A\ My

oziroma z upostevanjem linearnosti

A ({Z ZD — MAMY) + A A(Ms) + As A(Ms) + ArA(M,).

Tako dobimo A ([a b}) =azx?—dx+b—c.

c d

2 in —a; preslikava ni injektivna, je pa

V bazi jedra je matrika [(1) (1)

], v bazi slike sta polinoma x

surjektivna.

Za vel razlage glej vaje.

. [15] Poisci resitev sistema diferencialnih enach

o' (t) = z(t) + eVt
y'(t) = 2(t) + y(t)

pri pogojih z(0) = 0 in y(0) = 1.

Namig: za reSevanje naloge je bistveno naslednje

I'(a+1)

L(e't)(2) = L(19) (2 — 1) = e

Vse ostalo direktno sledi iz zgornje formule.



UM FKKT, Bolonjski univerzitetni program Kemija in Kemijska tehnologija

Vpisna stevilka Priimek, ime Smer K KT

Izpit pri predmetu MATEMATIKA III
Teoreticni del
15. 6. 2017

Navodila:
e Pripravi osebni dokument.
e Ugasni in odstrani mobilni telefon. Dovoljeni pripomocki so samo pisala.

o Pisi citljivo, vsak odgovor utemelji in ga jasno podaj. V nasprotnem primeru celotna naloga ne bo tocko-
vana.

o Cas reSevanja je 40 minut.

1. [5] Definiraj lokalni minimum zvezne funkcije dveh spremenljivk.
2. [10] Izpelji dve lastnosti divergence.
3. [15]
(a) [5] Zapisi, kdaj je funkcija f : [0,00) — R eksponentnega tipa in podaj primer
funkcije, ki ni eksponentnega tipa.

(b) [10] Navedi in dokazi izrek, ki povezuje funkcijo eksponentnega tipa z Laplaceovo
transformiranko.

4. [10]

(a) [5] Naj bo B baza razseznosti n vektorskeg prostora V. Za z € V definiraj
koordinatnoi vektor glede na B .

(b) [5] Ali je koordinatni vektor enoli¢no dolo¢en? Utemelji odgovor.



