FKKT Matematika 1

Logika in mnozice

1. Presek ANB ={z;x € ANz € B}.
2. Unija AUB ={x;z€ AVx € B}.
3. Razika A\ B={z;x€ ANz ¢ B}.

4. Komplement glede na univezalno mnozico U, A® = {x € U;x ¢ A}.
5. Karteziéni produkt mnoZic A in B, Ax B ={(a,b);a € AANb€ B}.

6. Potencna mnoZica mnoZice A, P(A) je mnoZica vseh podmnozic mnozice A.

Nekatere lastnosti operacij z mnoZicami:
AC AUB, BC AUB, ANBC A, ANBC B, ANA= A, AUA=A, AnD =0, AU) = A, An(BUC) =
(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC), (AnB)° = A°UBY, (AU B)¢ = A° N BC.

Preslikave

Definicija. Preslikava f iz mnozice A v mnozico B, f : A — B, je predpis, ki elementu a iz mnozice
A priredi natanko en element b iz mnoZice B, kar ozna¢imo f(a) = b.

Naj bo f: A — B. Potem je A definicijsko obmocje D ali domena preslikave f, B pa njena kodomena.
Definicija. Preslikava f : A — B je surjektivna, ¢e Vb € B,3a € A: f(a) =b.
Zaloga vrednosti preslikave f: A — B, Zy,

Zy={beB;dac A: f(a) =b} ={f(a);a € A}.

Definicija. Preslikava f: A — B je injektivna, ¢e s Vay, a2 € A: a1 # az = f(a1) # f(az).

Definicija.  Preslikava f : A — B je bijektivna, ko Va € A,3!b € B : f(a) = b. (injektivna in
surjektivna).

Definicija. Kompozitum preslikav f : A — B in g : B — C je preslikava go f : A — C, definirana s
predpisom (go f)(z) = g(f(z)).

Stevilski obsegi

Matemati¢na indukcija

(i) P(1),

(ii) P(n) = P(n+1),Vn e N.
Definicija. NajmanjSo zgornjo mejo M’ (navzgor) omejene mnozice A imenujemo natancna zgornja
meja in jo imenujemo supremum mnozice A: M’ =supA.
To pomeni, da za M’ velja:

(i) M’ je zgornja meja mnozice A (z < M',Vx € A),

(ii) ¢e je M™* poljubna zgornja meja mnozice A, tedaj je M’ < M*.
Definicija. Najve¢jo spodnjo mejo m’ (navzdol) omejene mnozice A imenujemo natancna spodnja
meja in jo imenujemo infimum mnozice A: M’ =inf A.
To pomeni, da za m’ velja:

(i) m’ je spodnja meja mnozice A (m’ < z,Vz € A),

(ii) Ce je m* poljubna zgornja meja mnozice A, tedaj je m* < m/.

Definicija.
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1. Ce supremum M’ mnozice A obenem pripada mnozici A, ga imenujemo maksimum mnoZzice A,
M’ = max A.

2. Ce infimum m’ mnoZice A obenem pripada mnozici A, ga imenujemo minimum mnozice A m’' =
min A.

Absolutna vrednost

: >
Absolutna vrednost realnega stevila z, |x|, je definirana kot |z| = { _xx ! i - 8
)
Lastnosti:
() [zyl = |zllyl,

(i) |z 4yl <l|zl+ 1yl ,
iii) ||| = [yll < |z —yl.
Kompleksna Stevila
z=a+ibeC
1. Re(z) =a,Im(z) =b,Z=a—bi, |z| =VzZ=Va? + 2, i’ = -127' = %

b
o

2. Polarni zapis z = r(cosp +isiny) in Z = r(cos p — isin p), kjer je r = |z| in tan p =
Izrek (Moivre-ova formula) Naj bo z; = ri(cospp +isingg), k=1,2,...,n. Tedaj je
2122 ... 2n =T1T2. .. Tr(cos(p1 + @2+ ... + @n) +isin(er + w2+ ...+ ©n)) .
Posledica Naj bo z =r(cosp + isiny). Tedaj je
2" =" (cos (np) +isin (ny)), n € N.

Korenjenje Najbo /z,neN, z€C, z=r(cosp+isingp), u" = z.
2k 2k
up = VUr <cos <W) + isin <W>> L keZ.
n n

Realne funkcije
Funkcija f definirana na simetri¢nem intervalu D = (—a,a) ali D = [—a, a]
(i) je soda, ¢e velja f(x) = f(—xz), Yz € D;
(ii) je liha, Ce velja f(z) = —f(—=x), Ve € D.
Naj bo f definirana na Dy in z1,22 € Dy. Tedaj je f
(i) naraséagoca, ko velja 1 < z2 = f(x1) < f(x2)
(ii) padajoca, ko velja x1 < z3 = f(x1) > f(x2).

Podobno za strogo narascajoce in strogo padajoca.

Ce obstaja tako stevilo P € R, da je f(z+ P) = f(x), Vo € R, potem je f periodiéna funkcija s
periodo P.

Naj bosta f : Dy =+ R in g : Dy, — R. Tedaj je naravno definicijsko obmocje kompozituma f o g
definirano takole Dyoq = {x € Dgy; g(x) € Dy} .

Elementarne funkcije
Polinomi in racionalne funkcije

Polinomi so funkcije oblike

p(x) = anxn + an—lxnil +---+axr+ap,
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kjer jea; e R, Vi =1,2,...,n. Ce je ap # 0 pravimo, da je polinom p stopnje n. V posebnem primeru,

ko je p(z) = az® + bx + ¢, imamo naslednjo formulo za iskanje nitel z1 o = b vb2—dac 31;2’4‘15.

Racionalna funkcija f je kvocient dveh polinomov p in g:

Nicle ima v tockah, kjer je p(z) = 0. Definirana je povsod, kjer je g(x) # 0. V tockah, kjer je
q(x) = 0, funkcija f ni definirana. Pravimo, da ima v taki tocki funkcija pol ali vertikalno asimptoto.

Trigonometri¢ne funkcije

Funkcije sinus (sin), kosinus (cos), tangens (tan) in kotangens (cot) definiramo na enotski kroZnici.
Velja

(i

(ii

sin x cosx
, cotr = =
cos x sin z

tanx =

cos?x +sinz =1

_1
sin? x

(iii) 1+ cot?z =

2

2r —sinzx.

Dvojni koti: sin(2z) = 2sinz cosy, cos(2x) = cos

(v

(vi

)
)
)
(iv) Adicijska izreka: sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny, cos(x + y) = coszcosy — sinzsiny.
)
) sin(§ — ) = cosx, cos(§ —x) =sinx.

)

(vii) tan (5 —x) = cot =, cot (§ —x) = tan x.

Funkciji kosinus in sinus sta definirana na celem R, medtem ko funkcija tangens ni definiran v ni¢lah
kosinusa (z = k%, k € ZZ), kotangens pa ni definiran v niclah sinusa (z = k7, k € Z).

Ciklometri¢éne funkcije (krozne funkcije) so obratne funkcije od trigonometri¢nih. Ciklometri¢ne funk-
cije so arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens in arkus kotangens. asin : [-1,1] — [-F,Z].
acos : [—1,1] = [0,7]. atan : R — [-F, 7].

Eksponentna funkcija a* : R — R*

(i) a®t¥ = a%aV.

(ii) Za a > 1 je f(x) = a® strogo narasajoCa funkcija, a < 1 pa je f(z) = a® strogo padajoca
funkcija.

(iii) Poseben primer e*.

Logaritemska funkcija log, z : Rt - R

Eksponentna in logaritemska funkcija sta si med seboj obratni. Velja

(i) y=log,z & a¥ =z,

Hiperboli¢ne funkcije
chx = %, shx =
Funkcija chz je soda, she pa liha. Velja

(i) sh(z + y) = sha chy + shy chx
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(ii) ch(z + y) = chx chy — shx shy

(iii) ch?z — sh?z = 1.

Zaporedja
Zaporedje (a,) v mnoZici M je preslikava a : N — M . Posebna primera
(i) ap =an—1 +d=a; + (n—1)d, kjer sta a;,d € R ... aritmeti¢no zaporedje
(i) a, = an_1q = a1q" 1, kjer sta a;,q € R ... geometrijsko zaporedje
Definicije

(i) Stevilo a € M je limita zaporedja (an), a = lim a,, ce
n—oo

a= lim a, & Ve >0,Ing e N,Vn>ng = la, —a| <e.

n—oo
Ce obstaja limita zaporedja pravimo, da je zaporedje konvergentno, sicer je zaporedje divergentno.

(i) Stevilo s je stekalisce zaporedja (an), ¢e vsebuje vsaka poljubno majhna okolica Stevila s neskon¢no
¢lenov zaporedja (ap).

Zaporedje (ay,) je naraséajoce, e velja a, < anpy1, Vn € N.

Zaporedje (a,) je strogo nara$cajoce, ¢e velja a, < apy1, Vn € N.
Zaporedje (a,,) je padajoce, ¢e velja a,, > ant1, Yn € N.

Zaporedje (ay,) je strogo padajoce, e velja a, > any1, Vn € N.
Zaporedje je monotono, ko je (strogo) naracajoce ali (strogo) padajoce.

Zaporedje (a,) je navzgor omejeno, ¢e IM € R tak, da velja a,, < M, ¥n € N in je navzdol
omejeno, ¢e Im € R tak, da velja a,, > m, Vn € N.

((ix)) Zaporedje je omejeno, ko je navzdol in navzgor omejeno.
((x)) Supremum M' zaporedja (a,) je enak M’ = sup {a,; n € N} =sup (a,).

((xi)) Infimum m' zaporedja (ay) je enak m’ =inf{a,; n € N} =inf (a,,).

Izrek Vsako monotono in omejeno zaporedje je konvergentno.

Izrek Naj bosta (ay,) in (b,) konvergentni zaporedji z limitama lim, . a, = A, lim,, o b, = B in
c € R. Tedaj velja

(i) li_}In (an £b,) = A+ B,
(”) nh_{rgo(an : bn) =A-B,

(iii) nl;rr;o(c cap) =c- A,

A
(iv) lim -

n—oo b, B’

e b, #0 in B # 0.

Vrste

o0
Zan =a;+ag+...+ag+ ...
k=1
imenujemo $tevilska vrsta ali na kratko vrsta, realnim Stevilom aq, as, ... pa pravimo c¢leni vrste. Naj
bo S, =a1+as+ ...+ an, kjer n € N. Ce je zaporedje S, konvergentno, imenujemo njegovo limito S
vsota vrste.
Vsota ¢lenov geometrijskega zaporedja tvori geometrijsko vrsto:

elq| < 1.

)

9 a
at+aq+aqg”+...= 1

Pogoji za konvergenco vrste
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(i) Cauchyjev pogoj

Zak konv. & Ve > 0,3In € N,: |apt1 + ana + - + antp| <€, Vp € N.
k=1

(ii) Potreben pogoj za konvergenco vrste
oo

Ce je vrsta Zak konvergentna, tedaj je lim a, =0.
=1 n—oo

Definicija.  Vrsta ) .-, b, je majoranta vrste Y -,
POgoj

an <b,.
oo
n=1

Pravimo tudi, da je Y7 | a,, minoranta vrste Y - by,.

Konvergenca vrst s pozitivnimi ¢leni

(i) Primerjalni kriterij
oo

o0
E an § pozitivnimi cleni je konvergentna, e ima kaksno konvergentno magjoranto E by, .

n=1 n=1
9] 9]

E an S pozitivnimi cleni divergentna, ¢e ima kaksno divergentno minoranto E by -
n=1

n=1

(ii) Kvocientni ali D’Alembertov kriterij

o0
a
Naj bo Z an vrsta s pozitivnimi c¢leni in naj bo lim ntl q . Tedaj velja, ce je
oyt n—00 Gy
o0
-g¢g<l= Z a, konvergira,
n=1
o0
-g>1= Z a, divergira,
n=1
- q¢ = 1 = kriterij ne da odgovora.
(iii) Korenski ali Cauchyjev kriterij
o0
Naj bo Z an vrsta s pozitivnimi éleni in naj bo lim a, = q. Tedaj velja, ce je
ot n—o0o

o0
-g<l= Z a, konvergira,

n=1

o0
-g>1= Z a, divergira,
n=1

- q¢ = 1 = kriterij ne da odgovora.

(iv) Raabejev kriterij
o0

n—oo

Naj bo Z an, vrsta s pozitivnimi clent in naj bo q limita pridruZenega zaporedja ¢ = lim (n (

n=1
Tedaj velja, ce je

o0
-g>1= Z a, konvergira,
n=1

oo
-g<l= Z a, divergira.

n=1

an, Ce je za vsako naravno Stevilo n izpolnjen

Qn

An+1

_1>).
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Konvergenca alternirajoc¢ih vrst
Alternirajoca vrsta je vrsta s pozitivnimi in negativnimi ¢leni, ki si izmeni¢no sledijo:

o0
a1*a2+a37a4+a5+...:Z(fl)nﬂan

n=1
Leibnizov kriterij
Vrsta > o, an je konvergentna, ce je
e (a,) alternirajoce,
* (Jan|) padajoce,

e lim a, =0.
n—oo

Konvergenca Vrst s poljubnimi ¢leni

Definicija. Vrsta Z a, je absolutno konvergentna, ¢e konvergira vrsta Z |an]-

n=1 n=1

Ce za konvergentno vrsto Z an Vrsta Z |a,,| divergira, potem je Z an pogojno konvergentna.

n=1 n=1 n=1
Potencéne vrste

Potencéna vrsta je vrsta
o0
g anx",
n=0

kjer je (ay) neko zaporedje. Naj bo ¢ takSen kot pri kvocientnem ali korenskem kriteriju za ¢lene a,,.
Tedaj poten¢na vrsta vrsta konvergira za |z| < %. R = % imenujemo konvergencni polmer potenéne
vrste.

Zveznost in limita funkcije
Definicija. Funkcija f ima v a desno limito, L, ée velja:
LT = lim f(z)&Ve>0,36>0,Vxe€ (a,a+6)=|f(z)—LT|<e.
z—a+0
Funkcija f ima v a levo limito, L™, ce velja:

L™= lim f(x)eVe>0,3>0,Vze€(a—d,a)=|f(x)—L7|<e.

z—a—0

Velja
L=Lt"=L" & L=1lim f(z).

Tr—a

Izrek. Naj bo lim,,, f(x) = A in lim,_,, g(z) = B. Tedaj velja:
(i) lim, . (f(z) £ g(x)) = A+ B,

(
(8) limg o (f(2) g(2)) = A B,

(iii) lim, o L2 = 4, B #0.

Definicija. Funkcija f ima limito L, ko gre x proti neskoncno, ce

L= lim f(z) ©Ve>0,IM >0,V > M= |f(z) - L|<e.

T—>00

Funkcija f ima limito L, ko gre x proti minus neskonéno, ce

L= lim f(z)eVe>0,Im<0,Ve<m=|f(z)—-L|<e.

r——00

Pomembnejse limite:
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z—0
In(1
(iv) lim n(l +2) =1
z—0 x

z—0 x Ina
x
N oq at—1
(vi) lim =Ina
x—0 €T

Zveznost funkcije

Definicija. Funkcija f je zvezna v tocki a:
Ye>0,30>0,|x—al<d=|f(x)— fla)] <e.
Definicija. Funkcija f: D — R je zvezna, ce je zvezna v vsaki tocki svoje domene D.
Iz definicij limite in zveznosti sledi:

fjezvezna v a < lim,,, f(z) = f(a).

Izrek. Ce sta funkciji f in g zvezni v tocki a in je ¢ # 0 neko Stevilo, potem so v a zvezne tudi
funkcije

(1) f£g,
(ii) - f,
(iii) f-g,
(iv) 5’ cejeg#0.
Izrek. Ce sta f in g zvezni funkciji v tocki a, tedaj je

lim f(g(z)) = f(lim g(z)).

T—ra r—a

Definicija. Funkcija f : [a,b] — R je zvezna, ce je zvezna v vsaki tocki odprtega intervala (a,b) in v
tocki a obstaja desna limita, ki je enaka f(a) in v tocki b leva limita, ki je enaka f(b):

Ve>0,36>0,0<h<d=
[f(a) = flat+h)| <en[fb) - fb—h)|<e.
Izrek. Najbo f € [a,b] in f(a) f(b) < 0. Tedaj obstaja c € (a,b) taksna, da je f(c) =0.
Definicija. Funkcija f : [a,b] — R je na [a,b] navzgor omejena, de obstaja M € R tak, da je
flz) <M, Vz€la,b].
Podobno je f navzdol omejena, ée obstaja m € R tak, da je
f(x)>m, V€ la,b].

Stevili M in m imenujemo zgornja oz. spodnja meja funkcije f na [a,b].

Definicija. Naj bo f : [a,b] — R. Najmanjsa zgornja meja M’ je natanfna zgornja meja ali
supremum funkcije f:

M' = sup f(z).
z€Ja,b]
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Najvecja spodnja meja m' je natan¢na spodnja meja ali infimum funkcije f:

m' = inf f(x).
z€Ja,b] f< )
Izrek. Vsaka zvezna funkcija definirana na zaprtem intervalu je omejena.
Izrek. Zvezna funkcija f : [a,b] — R doseze na intervalu [a,b] minimum in maksimum.

Izrek. Naj bo f : [a,b] = R zvezna funkcija. Tedaj zavzame vse vrednosti med minimumom in
maksimumom.

Posledica. Zaloga vrednosti zvezne funkcije definirane na [a,b] je interval [m’, M'], kjer je

m' = min f(z) in M’ = max f(x).
z€[a,b] z€la,b]



