FKKT Matematika 2

Integralni racun

Nedoloceni integral

Definicija. Naj bo dana funkcija f : D C R — R. Funkcija F', za katero v vsaki tocki iz x € D
velja
Fl(z) = f()

se imenuje nedoloceni integral funkcije f.

/f(m)dx

Izrek. Ceje F(z) nedoloCeni integral funkcije f(z), je njen nedoloceni integral tudi funkcija F(x)+C,
kjer je C poljubna konstanta. Vsak nedoloc¢eni integral funkcije f(x) je oblike F'(z) + C.
TABELA OSNOVNIH INTEGRALOV:

Jarde =21+ Cor # —1 [shade =cha+C |
[ =l|z|+C [chzdx =shz+C |
[a*dz =2 +C [ tanz dx = —In|cosz| + C |
[etde=e"+C J cotzdr =In|sinz|+ C |
[sinzdx = —cosz + C 2 = —cotz+C ‘
[cosxdr =sinx+ C 4 —tanaz+C ‘
Ik ag‘i$2 = arcsin 4+ C [ s =2 n|¢E| 4+ C, (2] < a) ‘

[ % —le+Va? T a2 +C | [, = latan 4 C |

z2+a?

=lnjz+v2?2—ad?|+C | [ =352 +C, (Jz| > a) \

Osnovna pravila za intergriranje

o [(fi(z) £ fo(x))de = [ fi(z)de £ [ fo(x)
o [cf(z)dz=c/[ f(z)dx

e Uvedba nove spremenljivke 5
Naj bo & = z(t) odvedljiva funkcija. Ce ima funkcija f(x) nedoloceni integral, obstaja tudi
nedolo¢eni integral funkcije f(z(t))2'(t) in velja

[ t@ydo= [ saoya e
/udv:uv—/vdu.
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Integracijske metode

1. Integriranje racionalnih funkcij
o [ 1;((9:)) dz, P, in P, polinoma (stopnja izraZzena v indeksu).
e Cem > n, tedaj po osnovnem izreku o deljenju polinomov obstajata polinoma @Q(x) stopnje
m —n in R(z) stopnje kve¢jemu n — 1 taksna, da velja P, (z) = Q(z)P,(z) + R(x).

e Prevedli smo na intergracijo [ Q(z) + FI,%(Z;)) dz.

o Za [ ;}: ((9;) dx uporabimo ali zapiSemo na parcialne ulomke ali uporabimo metodo Ostro-
gradskega. Prej poiséemo ni¢le polinoma P, (z) = (x — 21)® - (z — 22)? -+ (z — 2 ) (2 +
P + Qn)A(xQ + psx + QS)B co (xQ + pyT + Qy)T-

e Parcialni ulomki:

E(z) Aq B, By ..., _Bs_
P,(z) —  z— zl + (x—21)2 m1)2 +ot (x—z1)™ + mi]\sz + (x—x2)2 + + (m—a:z)/i—’_
... M,y My o Mp
+ + T—T o, + (xfzm)z + + (zfrcmg;‘ +
+ Nix+0; Nox+Oo N AT+04 +
$2'§pn$+Qn (z 2+pnw+qn)2 (oc2+p z+qn)4
1T+
T petg, T (:c2+p ar+q )? Tt (w2+p a:-l-qsg/B+
4+ e+ 12+21 Yox+Z, 4 %
22 +pyztqy (z?+pyz+qy)? (x2+py T"I‘QU)

Pritemso Ay, As,...,Aa, B1,Ba,...,Bg, ..., My, My, ..., M,,...Y1,2Z,,...Y,, Z, konstante.

e (i) Realna in enkratna nicla
/idx:Aln|.T7C‘+C.
(x—¢)

(ii) Realna in veckratna nicla

A A 1
dx = . C,k>1.

/(z—c)k S (z—c)k1+ -
(iii) Kompleksna in enkratna nicla

A B

Izpeljemo
2
P Aprtg=(e+ 0P +q— = @+ 5P+ ()

in s pomo¢jo tega dobimo

/ 1 do — 2 2x+p s
2aprtq - V=D /D

Velja

/ Az + B dx_/§(2z+p)+B‘42pdx
22 4+ pxr+q 2 +pr+q '

(iv) Kompleksna in veckratna nicla

A B

Integral razdelimo na dva integrala:

2B—Ap
2

f 4 (2z+p)+ da:

f Az+B dr
(@ +prtq)k (2 +pz+q)t

2x+p diE-’-QB Apf

= 4 [
2 J (2 +pa+q)* 2-‘:-p w+q)’“
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Prvega izratunamo podobno kot prej, za drugega pa uporabimo rekurzivno formulo:

2B7Apf da _ 2B—Ap x+5
? (@*+pa+e)® 2 [2(-D(- ) @2 patq)h?

2k—3 f dx
20k-1)(g-5) 7 @Fper)t

e Metoda Ostrogradskega

R(z)  Ri(x) Ry (z) .
/mmam+/&@d’

kjer je Py(x) polinom, kjer se vsaka ni¢la P(x) pojavi natanko enkrat, Rs(x) polinom z
neznanimi koeficienti stopnje za eno manj od Pa(x), Pi(z) = P(z) : Py(z) in Ry(z) polinom
z neznanimi koeficienti stopnje za eno manj od P ().

2. Integriranje funkcij s sinusom in kosinusom

(i) [sin™zdz, [cos™ xdx

a) Ce je m liho Stevilo veéje od 1, torej m = 2k + 1, k € N, je moZno integrand zapisati v
obliki
sin™x = (1 — cos?z)*sinx.

Z uvedbo nove spemenljivke cos x = t prevedemo primer na integral polinoma. V drugem

primeru zapiSemo

2, \k

cos™x = (1 —sin® x)" cosx

in uvedemo sinx = t.
b) Ce je m sodo §tevilo, torej m = 2k, k € N, uporabimo zvezo

1-— 2
sin?z = 7(3(;’( z)

S tem se stopnja eksponenta zniza za polovico. Dokler je eksponent sodo Stevilo,
postopek ponavljamo, ko pa pridemo do lihega eksponenta uporabimo tocko a).
V drugem primeru uporabimo zvezo

1 2
Coszxzﬂ%w.

(ii) [sin™ zcos™ zdx Ce je vsaj en eksponent lih, postopamo tako kot v (i.a), sicer pa uporabimo
postopek iz (i.b).
(iii) e sin(az)cos(bz) = 3[sin((a — b)z) + sin((a + b)z)],
e sin(az)sin(bz) = 1[(cos((a — b)x) — cos((a + b)z)],
e cos(az) cos(bz) = 1[(cos((a — b)x) + cos((a + b)xz)].
(iv) Univerzalna subsitucija za [ R(cosz,sinz)dx, kjer je R(u,v) racionalna funkcija
e Vpeljemo novo spremenljivko ¢ = tan 3.

_2
T+t2

1—t2
1+¢2°

e dx = dt, sinx = cosxT =

2t
T+£2>
3. Integriranje funkcij pod korenskim znakom (iracionalnih funkcij)
s dzx
() [t
Preoblikujeno izraz pod korenom
dg — p?

x2+pw+q=($+2)2+ 1

2

in uvedemo novo spremenljivko t = x + §.
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" dz
(11) f v —z2+pr+q

Podobno kot prej preoblikujemo izraz pod korenom:

dg +p°
(p—Py2y datr

YT 1

in uvedemo novo spremenljivko t = z — £.

ees dx
(i) [ -tz
ax2+bx+c
Izpostavimo ﬁ, s ¢imer prevedemo primer na enega od prej$njih dveh primerov.
a

(iv) [ m dx, P,(z) poljuben polinom stopnje n
Nastavek

/ )V az? +bx+c+D/
\/axz—i—bx—i—c \/a:rz—l—bm—i—c

kjer je Q(x) polinom z neznanimi koeficienti stopnje kve¢jemu n—1 in D neznana konstanta.

Doloceni integral

Definicija. Ce obstaja limita
a0 Zi:l f(&)d:,

potem Stevilo I imenujemo dolo¢eni integral funkcije f na intervalu [a, b] in ozna¢imo

/abf(x)da:

Izrek. Ce je funkcija f na intervalu [a,b] zvezna, je na njem tudi integrabilna.
Velja tudi naslednje:

o [Pf@)de = [°fa)dz+ [’ f(z)da
o [Vf(x)de =~ [ f(z)dx

o [“f(x)dx=0

(@) < J2 17(@)

g(x) > f(x) za vsak z € [a,b], teda] fabg(x) dz > fab f(z)dz

Izrek. (O srednji vrednosti) Naj bo m natanéna spodnja meja in M natanéna zgornja meja na
intervalu [a, b] integrabilne funkcije f. Tedaj obstaja taka vrednost ¢ med m in M, da je

/f (b a).

Ce pa je funkcija f tudi zvezna, je ¢ = f(€) za neki ¢ € [a, D).
Zveza med doloc¢enim in nedoloc¢enim integralom
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Izrek. Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj je njen dolo¢eni integral F'(x f f@)

x € |a,b], odvedljiva funkcija in velja F' = f.

Posledica. (Newton-Leibnizova formula) Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Ce je F nedoloceni

integral funkcije f, potem je

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a).

Trditev. Naj bo f zvezna funkcija in x = 2(t) zvezno odvedljiva funkcija. Tedaj je

AU@Mx:[?@@WVMt

kjer je z(t) zvezno odvedljiva funkcija ter velja a = z(c) in b = z(d).

Glede na sodost oziroma lihost funkcije na simetri¢nem intervalu [—a, a] velja naslednje

e fsoda, tedaj [ f(z)de =2 [ f(z)dx

e f liha, tedaj [ f(z)dz =0

Uporaba doloc¢enega integrala v geometriji

1. Plos¢ina lika med krivuljama
b
[ tata) = sGa) s

2. DolZina loka

b
l= / V14 f(x)?dx.
3. Prostornina rotacijskega telesa
b
V= / mf%(x) du .
4. Povrsina rotacijske ploskve

b
Pzzﬁ/ F@VIT (@) de.

Posploseni integral
Definicija.

(i) Ce je funkcija f integrabilna na [a,b] za vsak b € R, b > a, tedaj je
b
/ f(x)dx = lim f(x)dx
b—oo J,

(ii) Ce je funkcija f integrabilna na [a,b] za vsak a € R, a < b, tedaj je

b b
| f@ds = tim [ f@ie

a— —0oQ
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(iii) Ce je funkcija f integrabilna na [a,b] za vsak a,bR, a < b, tedaj je

oo 0 b
/ f(z)dx = lim f( Ydx + blim f(z)dz
oo —o0 Jo

a——o0

Vsi trije integrali so posploSeni integrali funkcije f, ¢e le obstajajo ustrezne limite.

Funkcija T’

o D(z+1) = [~ t e~tdt,

)=
o I'(z+1)=0al(x),
1)

(
I'(n+
L(3) =7
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