
Poglavje 1

Funkcije ve£ spremenljivk

1.1 Skalarne funkcije

Funkcija n spremenljivk f : D ⊆ Rn → R je funkcija, ki vsaki to£ki (x1, x2, . . . , xn) ∈ D ⊆ Rn priredi
realno ²tevilo.

f : (x1, x2, . . . , xn) 7→ f(x1, x2, . . . , xn)

Mnoºica D je de�nicijsko obmo£je funkcije f .
Graf funkcije f : D ⊆ Rn → R je mnoºica to£k v Rn+1, ozna£ujemo Γ(f), za katero velja

Γ(f) = {(x1, x2, . . . , xn, y) | (x1, x2, . . . , xn) ∈ D, y = f(x1, x2, . . . , xn)}.

Naj bo f : D ⊆ Rn → R in naj bo a ∈ R. Nivojnica Na je mnoºica

Na = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ D | f(x1, x2, . . . , xn) = a}.

Prerez dobimo tako, da si izberemo neko krivuljo v D in gledamo, kako se funkcija obna²a nad to
krivuljo.

Naj bo (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn in δ > 0. Tedaj je odprta krogla okoli to£ke (a1, a2, . . . , an) mnoºica

Kδ(a1, a2, . . . , an) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn |
√
(a1 − x1)2 + (a2 − x2)2 + . . .+ (an − xn)2 < δ}.

Naj bo f : D ⊆ Rn → R in (a1, a2, . . . , an) ∈ D. �tevilo L je limita funkcije f v to£ki (a1, a2, . . . , an),
pi²emo L = lim

(x1,x2,...,xn)→(a1,a2,...,an)
f(x1, x2, . . . , xn), £e za vsak ϵ > 0 obstaja tak δ > 0, da iz

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Kδ(a1, a2, . . . , an) ∩D, (x1, x2, . . . , xn) ̸= (a1, a2, . . . , an), sledi

|f(x1, x2, . . . , xn)− L| < ϵ .

Funkcija ve£ spremenljivk f : D ⊆ Rn → R je zvezna v to£ki (a1, a2, . . . , an) ∈ D, £e za vsak ϵ > 0
obstaja tak δ > 0, da za vsak (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kδ(a1, a2, . . . , an) ∩D velja

|f(x1, x2, . . . , xn)− f(a1, a2, . . . , an)| < ϵ .

Izrek 1.1 Funkcija ve£ spremenljivk f : D ⊆ Rn → R je zvezna v to£ki (a1, a2, . . . , an) ∈ D natanko
tedaj, ko je

lim
(x1,x2,...,xn)→(a1,a2,...,an)

f(x1, x2, . . . , xn) = f(a1, a2, . . . , an) .

V primeru f : D ⊆ R2 → R je v£asih laºje preu£evati zveznost funkcije s pomo£jo polarnih koordinat,
tj. x = r cosφ, y = r sinφ, kjer je r > 0 in argument φ ∈ [0, 2π).

Funkcija f : D ⊆ R2 → R zvezna v to£ki (a, b) ∈ D, £e za vsak ϵ > 0 obstaja tak δ > 0, da za vsak
r < δ velja

|f(a+ r cosφ, b+ r sinφ)− f(a, b)| < ϵ .
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FKKT Matematika C

Naj bo f : D ⊆ Rn → R in (a1, a2, . . . , an) ∈ D. �e obstaja limita diferen£nega kvocienta

lim
h→0

f(a1, . . . , ai + h, . . . , an)− f(a1, . . . , ai, . . . , an)

h
,

tedaj jo imenujemo parcialni odvod funkcije f po spremenljivki xi v to£ki (a1, a2, . . . , an). Ta odvod
ozna£imo s

∂f

∂xi
(a1, a2, . . . , an) ali fxi(a1, a2, . . . , an) .

Nadalje, funkcija f : D ⊆ Rn → R je parcialno odvedljiva na D, £e je parcialno odvedljiva v vsaki to£ki
obmo£ja D i je zvezno parcialno odvedljiva, £e so parcialni odvodi zvezne funkcije.

Gradient funkcije f : D ⊆ Rn → R je

grad f = (fx1 , fx2 , . . . , fxn) .

Funkcija f : D ⊆ Rn → R je v to£ki (a1, a2, . . . , an) ∈ D diferenciabilna, £e obstajajo vsi parcialni
odvodi fxi

(a1, a2, . . . , an), i = 1, 2, . . . , n, in je

lim
(h1,h2,...,hn)→(0,0,...,0)

f(a1 + h1, a2 + h2, . . . , an + hn)− f(a1, a2, . . . , an)−
∑n

i=1 fxi
(a1, a2, . . . , an)hi√

h2
1 + h2

2 · · ·+ h2
n

= 0 .

Izraz

df =

n∑
i=1

fxi
(a1, a2, . . . , an))hi

imenujemo totalni diferencial.

Izrek 1.2 Naj bo funkcija f : D ⊆ R2 → R diferenciabilna in naj bo z = f(x, y). Spremenljivki x in y
naj bosta odvedljivi funkciji parametra t, torej x = x(t), y = y(t). Tedaj je z(t) = f(x(t), y(t)) posredna
funkcija parametra t, katere odvod je enak

z′(t) =
∂f

∂x
x′(t) +

∂f

∂y
y′(t) .

Posledica 1.3 (Veriºno pravilo) Naj bo funkcija f : D ⊆ R2 → R diferenciabilna in naj bo z = f(x, y).
Spremenljivki x in y pa naj bosta diferenciabilni funkciji novih spremenljivk u in v, torej x = x(u, v) in
y = y(u, v). Potem je z posredno odvisna od spremenljivk u in v ter velja

∂z

∂u
=

∂f

∂x

∂x

∂u
+

∂f

∂y

∂y

∂u

∂z

∂v
=

∂f

∂x

∂x

∂v
+

∂f

∂y

∂y

∂v
.

Naj bo f : D ⊆ Rn → R funkcija. Odvod funkcije f v to£ki (a1, a2, . . . , an) ∈ D v smeri enotskega
vektorja s⃗ = (s1, s2, . . . , sn), oznaka fs⃗(a1, a2, . . . , an), je

lim
h→0

f(a1 + hs1, a2 + hs2, . . . , an + hsn)− f(a1, a2, . . . , an)

h
.

Ta odvod lahko izra£unamo tudi takole

fs⃗(a1, a2, . . . , an) = (gradf(a1, a2, . . . , an)) · (s1, s2, . . . , sn).

Funkcija f : D ⊆ Rn → R ima parcialne odvode drugega reda, £e obstajajo odvodi

fxixj =
∂2f

∂xi∂xj
, 1 ≤ i, j ≤ n .
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FKKT Matematika C

Vsi parcialni odvodi drugega reda funkcije f sestavljajo Hessejevo matriko H, ki je kvadratna matrika
reda n

H =


fx1x1

fx1x2
· · · fx1xn

fx2x1
fx2x2

· · · fx2xn

...
...

. . .
...

fxnx1 fxnx2 · · · fxnxn

 .

Izrek 1.4 Naj bodo f : D ⊆ R2 → R dvakrat parcialno odvedljiva funkciji in naj bosta fxy in fxy zvezni
funkciji. Tedaj sta me²ana parcialna odvoda enaka

fxy = fyx .

Zgornji izrek laho reduciramo tudi na konkretno to£ko (a, b) ∈ D za funkcijo f : D ⊆ R2 → R. Podobno
bi raz²irili izrek na funkcije ve£ spremenljivk.

Izrek 1.5 (Taylorjeva formula) Funkcija f : D ⊆ R2 → R naj bo n+1 krat zvezno parcialno odvedljiva
na obe spremeljivki v okolici to£ke (a, b) ∈ D. Tedaj velja

f(a+ h, b+ h) = f(a, b) + (fx(a, b)h+ fy(a, b) k)+

1

2!

(
fxx(a, b)h

2 + 2fxy(a, b)hk + fyy(a, b) k
2
)
+

1

3!

(
fxxx(a, b)h

3 + 3fxxy(a, b)h
2k + 3fxyy(a, b)hk

2 + fyyy(a, b) k
3
)
+ · · ·+

1

n!

(
n∑

i=0

(
n

i

)
∂nf

∂xn−i∂yi
(a, b)hn−iki

)
+Rn ,

kjer je

Rn =
1

(n+ 1)!

n+1∑
i=0

(
n+ 1

i

)
∂n+1f

∂xn+1−i∂yi
(a+ ϑh, b+ ϑk)hn+1−iki, 0 < ϑ < 1 .

Opomba:
(
n
i

)
= n!

(n−i)!i! je binomski koe�cent.

Ostanek Rn je napaka, ki jo naredimo, £e vrednost funkcije f(a+h, b+k) ocenimo z vsoto £lenov reda do
n v Taylorjevi formuli. �e je funkcija f(x, y) neskon£nokrat parcialno odvedljiva na obe spremenljivki
in je

lim
n→∞

Rn = 0 ,

tedaj lahko Taylorjevo formulo nadomestimo s Taylorjevo vrsto

f(a+ h, b+ k) =

∞∑
n=0

1

n!

(
n∑

i=0

(
n

i

)
∂nf

∂xn−i∂yi
(a, b)hn−iki

)
.

Zgornje formule lahko raz²irimo tudi za funkcije f : D ⊆ Rn → R.
Zvezna funkcija f : D ⊆ Rn → R zavzame v to£ki (a, b)

1. lokalni minimum, £e obstaja tak δ > 0, da je

f(x, y)− f(a, b) ≥ 0

za vsako to£ko (x, y) ∈ Kδ(a, b),
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2. lokalni maksimum, £e obstaja tak δ, da je

f(x, y)− f(a, b) ≤ 0

za vsako to£ko (x, y) ∈ Kδ(a, b).

Lokalni ekstrem je lokalni minimum ali lokalni maksimum.

Izrek 1.6 (potrebni pogoj)
Naj bo f : D ⊆ R2 → R odvedljiva funkcija v to£ki (a, b) ∈ D. �e je (a, b) lokalni ekstrem funkcije f ,
tedaj je

fx(a, b) = 0 in fy(a, b) = 0 .

Izrek 1.7 (zadostni pogoj)
To£ka (a, b) ∈ D naj bo stacionarna to£ka dvakrat zvezno parcialno odvedljive funkcije f : D ⊆ R2 → R.
Nadalje, naj bo

fxx(a, b) = A , fxy(a, b) = B , fyy(a, b) = C

in H(a, b) Hessejeva matrika funkcije f v to£ki (a, b). Potem velja:

(i) £e je |H(a, b)| = AC−B2 > 0, tedaj je v (a, b) lokalni minimum, £e je A > 0 in lokalni maksimum,
kadar je A < 0,

(ii) £e je |H(a, b)| = AC −B2 < 0, tedaj je v (a, b) sedlo,

(iii) £e je |H(a, b)| = AC − B2 = 0, tedaj na podlagi drugih parcialnih odvodov ne morem sklepati o
obstoju lokalnega ekstrema v (a, b).

De�nicija 1.8 Naj bo A simetri£na matrika reda n. �e za vsak (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn\{(0, 0, . . . , 0)}
velja

A(x1, x2, . . . , xn)(x1, x2, . . . , xn) > 0

pravimo, da je matrika A pozitivno de�nitna. �e je

A(x1, x2, . . . , xn)(x1, x2, . . . , xn) < 0

re£emo, da je matrika A negativno de�nitna.

Izkaºe se, da na pozitivno oz. negativno de�nitnost matrike vplivajo njene lastne vrednosti in sicer
je matrika pozitivno de�nitna, £e ima same pozitivne lastne vrednosti in negativno de�nitna, £e so le-te
negativne.

Izrek 1.9 Naj bo f : D ⊆ Rn → R zvezna in zvezno parcialno odvedljiva do odvodov drugega reda.
Nadalje naj bo (a1, a2, . . . , an) stacionarna to£ka funkcije f . Tedaj velja:

(i) £e je H(a1, a2, . . . , an) pozitivno de�nitna matrika, tedaj ima funkcija f v to£ki a lokalni minimum,

(ii) £e je H(a1, a2, . . . , an) negativno de�nitna matrika, tedaj ima funkcija f v to£ki a lokalni maksi-
mum.

Izrek 1.10 Ekstreme funkcije f : D ⊆ Rn → R pri pogojih g1(x1, x2, . . . , xn) = 0, g2(x1, x2, . . . , xn) =
0, . . . , gm(x1, x2, . . . , xn) = 0 i²£emo tako, da na obi£ajen na£in i²£emo ekstreme funkcije

F (x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm) = f(x1, x2, . . . , xn)

− λ1 g(x1, x2, . . . , xn)− λ2 g(x1, x2, . . . , xn)− . . . λm g(x1, x2, . . . , xn) .

S tem dobimo vse kandidate za ekstreme razen tistih, za katere je

g(a1, a2, . . . , an) = 0, gxi
(a1, a2, . . . , an) = 0, ∀i = 1, 2, . . . , n.
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1.2 Ve£kratni integrali

Naj bosta f, g : D ⊆ R2 → R integrabilni na obmo£ju D in c ∈ R. Tedaj velja

1.
∫
D

∫
c f(x, y) dS = c

∫
D

∫
f(x, y) dS

2.
∫
D

∫
(f(x, y) + g(x, y)) dS =

∫
D

∫
f(x, y) dS +

∫
D

∫
g(x, y) dS

3. £e je D = D1 ∪D2, D1 ∩D2 = ∅,∫
D

∫
f(x, y) dS =

∫
D1

∫
f(x, y) dS +

∫
D2

∫
f(x, y) dS.

Izrek 1.11 Naj bosta p, q : [a, b] → R osekoma zvezni funkciji in naj velja p(x) ≤ q(x) za vsak x ∈ [a, b].
Naj bo ²e D = {(x, y)|a ≤ x ≤ b, p(x) ≤ y ≤ q(x)} in f omejena, integrabilna funkcija. Tedaj je∫

D

∫
f(x, y)dS =

∫ b

a

dx
∫ q(x)

p(x)

f(x, y) dy .

V primeru zgornjega izreka bomo rekli, da integriramo po x najprej.
�e je f : D ⊆ R2 → R pozitivna integrabilna funkcija, tedaj je njen dvojni integral na obmo£ju D

enak prostornini telesa med grafom funkcije f in ravnino z = 0.
Plo²£ino obmo£ja D lahko s pomo£jo drugega integrala izra£unamo na naslednji na£in∫

D

∫
1 dS.

Uvedba novih spremenljivk

Naj bo D obmo£je v ravnini, ki je opremljeno s spremenljivkama x in y. Recimo, da sedaj vpeljemo
x = x(u, v) in y = y(u, v), kjer sta u, v tak²na parametra, da je z njuno vpeljavo opisano obmo£je D
in za vsako to£ko (x, y) obstaja natanko ena (u, v), da je (x, y) = (x(u, v), y(u, v)). Recimo ²e, da smo
vpeljali tako, da obstajata parcialni odovodi xu, xv, yu, yv. Tedaj je Jacobijeva determinanta

J =

∣∣∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣∣∣
Recimo, da obmo£je je ∆ tisto obmo£je v ravnini, ki nam ob zvezi x = x(u, v) in y = y(u, v) s
spremenljivkama u in v opi²e D. Tedaj se dvojni integral v novih spremenljivkah u in v izraºa na
naslednji na£in ∫

D

∫
f(x, y) dx dy =

∫
∆

∫
f(x(u, v), y(u, v)) J dudv .

Polarne koordinate: x = r cosφ, y = r sinφ, kjer sta r ≥ 0 in φ ∈ [0, 2π]. V tem primeru je
Jacobijeva determinanta J = r.

1.3 Eulerjevi funkciji Gama in Beta

Funkcija Γ je za vsak x > 0 de�nirana kot Γ(x) =
∫∞
0

e−t tx−1 dt .
Veljajo naslednje lastnosti

1. Γ(1) = 1,
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2. Γ(n+ 1) = n!, za poljuben n ∈ N,

3. Γ(x+ 1) = xΓ(x), za poljuben x > 0,

4. Γ( 12 ) =
√
π,

5. Γ(x)Γ(1− x) = π
sin(πx) , za poljuben x ∈ (0, 1).

Funkcija B, je za poljubna x, y > 0 de�nirana s predpisom B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1 dt.

Veljajo naslednje lastnosti

1. B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) ,

2. B(x, y) =
∫∞
0

tx−1

(t+1)x+y dt, za poljubna x, y > 0,

3.
∫ π

2

0
cos2p−1 φ sin2q−1 φdφ = 1

2B(p, q), za poljubna p, q > 0.

Trojni integral ra£unamo podobno kot dvojni integral. Povejmo le nekatere standardne nove spre-
menljivke in Jacobijeve determinante.

Cilindri£ne koordinate: x = r cosφ, y = r sinφ, z = z, kjer so r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π], z ∈ R. Pri tem je
J = r.

Sferne koordinate: x = r cosφ · cosϑ, y = r sinφ · cosϑ, z = r sin θ, kjer so r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π],
ϑ ∈ [−π

2 ,
π
2 ]. Pri tem je J = r2 cosϑ.

Volumen obmo£ja G ⊆ R3 se s pomo£jo trojnega integrala izra£una kot∫∫
G

∫
1 dV .

Masa telesa, katerega gostota je funkcija ρ : G ⊆ R3 ⇒ R+, je enaka

m =

∫∫
G

∫
ρ(x, y, z) dV .

Teºi²£e telesa (xT , yT , zT ) z gostoto ρ : G ⊆ R3 ⇒ R+, je enako

xT =
1

m

∫∫
G

∫
x ρ(x, y, z) dV

yT =
1

m

∫∫
G

∫
y ρ(x, y, z) dV

zT =
1

m

∫∫
G

∫
z ρ(x, y, z) dV,

kjer je m masa telesa.
Vztrajnostni moment telesa G pri vrtenu okoli to£ke/osi se izra£una kot

J =

∫∫
G

∫
ρ(x, y, z)d2 dV,

kjer je ρ funkcija, ki predstavlja gostoto telesa v dani to£ki, d pa razdalja od poljubne to£ke telesa G
do to£ke/osi okoli katere se vrti.

V primeru, da je telo homogeno, tedaj je ρ = m
V , kjer je m masa telesa, V pa volumen telesa. V

tem primeru se zgornje formule poenostavijo.
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Poglavje 2

Diferencialna geometrija v prostoru

2.1 Krivulje

Krivulja K v prostoru je de�nirana z zvezno funkcijo r⃗ : [a, b] → R3, kjer je r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)).
Funkciji r⃗ pravimo tudi parametrizacija krivulje K. Pri tem so x, y, z funkcije, ki slikajo iz [a, b] v R.

Krivulja je lahko podana tudi kot presek ploskev, ki sta podana implicitno, npr. F (x, y, z) = 0 in
G(x, y, z) = 0.

Naj bo krivulja K dana s parametrizacijo r⃗ : [a, b] → R3, r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)), in naj bo T =
r⃗(x0) ∈ K. �e obstaja limita

lim
h→0

r⃗(x0 + h)− r⃗(x0)

h
,

je ta limita vektor, ki ga imenujemo tangentni vektor na krivuljo K v to£ki x0. Ozna£imo ga s ˙⃗r(a).
Opomba: �e so funkcije x, y, z : [a, b] → R odvedljive v t, tedaj je

˙⃗r(t) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)) .

Naj bo krivulja K dana s parametrizacijo r⃗ : [a, b] → R3, r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)). Premico, ki poteka
skozi to£ko T = r⃗(x0) ∈ K v smeri vektorja ˙⃗r(x0), imenujemo tangenta na krivuljo K v to£ki x0. Ena£ba
tangente se tako izraºa

x = x(x0) + ẋ(x0)λ

y = y(x0) + ẏ(x0)λ

z = z(x0) + ż(x0)λ, λ ∈ R

Opomba: premica je podana v parametri£ni obliki.
Parametrizacija r⃗ : [a, b] → R3 krivulje K je regularna, £e je ˙⃗r(t) ̸= 0 za vsak t ∈ [a, b].
�e je krivulja K podana kot presek ploskev, ki sta podana implicitno z ena£bama F (x, y, z) = 0 in

G(x, y, z) = 0, tedaj se smerni vektor tangente v to£ki T (x0, y0, z0) ∈ K izra£una kot

grad(F (x0, y0, z0))× grad(G(x0, y0, z0)).

Opomba: Naj bosta a⃗ = (a1, a2, a3), b⃗ = (b1, b2, b3) ∈ R3.

1. Skalarni produkt vektorjev a⃗ in b⃗ je

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3.

2. Vektorski produkt vektorjev a⃗ in b⃗ je

a⃗× b⃗ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).
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Normalna ravnina krivulje K v to£ki T ∈ K je ravnina, ki poteka skozi to£ko T in je pravokotna
na tangentni vektor. Normala krivulje K v to£ki T ∈ K je vsaka premica, ki leºi v normalni ravnini in
poteka skozi to£ko T .

Opomba: splo²na ena£ba ravnine se izraºa kot

ax+ by + cz = d.

Pri tem je vektor (a, b, c) vektor, ki je pravokoten na ravnino

ax+ by + cz = d.

Naj bo krivulja K podana s parametrizacijo r⃗ : [a, b] → R3. Tedaj je dolºina loka krivulje K, ℓ(K),
enaka

ℓ(K) =

∫ b

a

√
˙⃗r(t) · ˙⃗r(t)dt .

2.2 Ploskve

Ploskev S je lahko podana

1. parametri£no r⃗ : D ⊆ R2 → R3, r⃗(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

2. implicitno z ena£bo F (x, y, z) = 0,

3. eksplicitno z ena£bo z = f(x, y).

Naj bo ploskev S podana s parametrizacijo r⃗ : D ⊆ R2 → R3 . Naj bo (u0, v0) ∈ D ⊆ R2 poljubna
to£ka in naj bo parameter v = v0 konstanten. Potem vse to£ke, za katere je v = v0 leºijo na krivulji
r⃗(u, v0). Podobno to£ke, za katere je u konstanten, leºe na krivulji r⃗(u0, v). Ti dve krivulji imenujemo
koordinatni krivulji. Odvod koordinatnih krivulj je enak

r⃗(u, v0) ⇒ r⃗u(u, v0) = (xu(u, v0), yu(u, v0), zu(u, v0))

r⃗(u0, v) ⇒ r⃗v(u0, v) = (xv(u0, v), yv(u0, v), zv(u0, v))

Parcialna odvoda sta tangentna vektorja ustrezne koordinatne krivulje v to£ki r⃗(u0, v0).
Pravimo, da je parametrizacija ploskve S regularna, £e so funkcije x = x(u, v), y = y(u, v), z =

z(u, v) zvezno parcialno odvedljive in v vsaki to£ki (u, v) ∈ D velja

r⃗u(u, v)× r⃗v(u, v) ̸= 0 .

Naj bo ploskev S podana z regularno parametrizacijo r⃗ : D ⊆ R2 → R3 . Normalni vektor ploskve
S v to£ki T = r⃗(u0, v0), n⃗(u0, v0) je enak

n⃗(u0, v0) = r⃗u(u0, v0)× r⃗v(u0, v0) .

Ravnino skozi to£ko T z normalo n⃗ imenujemo tangentna ravnina ploskve S v to£ki T .
V primeru, da imamo ploskev S hkrati podano v implicitni obliki z ena£bo F (x, y, z) = 0 in s

pomo£jo parametrizacije r⃗, tedaj velja

gradF = λ(r⃗u × r⃗v) .

Premica skozi to£ko T na ploskvi S v smeri normalnega vektorja se imenuje normala na ploskev S
v to£ki T .

Naj bo ploskev S podana z regularno parametrizacijo r⃗ : D ⊆ R2 → R3. Tedaj je povr²ina ploskve
S

Pov(S) =
∫
D

∫ √
EG− F 2 du dv ,

kjer je
E = r⃗u · r⃗u, F = r⃗u · r⃗v, G = r⃗v · r⃗v.
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Krivuljni in ploskovni integral

Krivulja je gladka, £e je r⃗ v vsaki to£ki zvezno odvedljiva funkcija in njen odvod ˙⃗r ̸= 0. Za nadaljevanje
predpostavimo, da so krivulje gladke.

3.1 Krivuljni integral skalarne funkcije

Naj bo f : K ⊆ R3 → R skalarna funkcija in K krivulja parametrizirana z regularno parametrizacijo
r⃗ : [a, b] → K. Tedaj je krivuljni integral skalarne funkcije f na K enak∫

K

f(x, y, z) ds =
∫ b

a

f(r⃗(t))

√
˙⃗r(t) ˙⃗r(t) dt .

Pri teh predpostavkah veljajo naslednje lastnosti:

1. krivuljni integral je neodvisen od izbire smeri krivulje,

2. £e je K = K1 ∪ K2 in |K1 ∩ K2| = 1, tedaj∫
K

fds =
∫
K1

fds+
∫
K2

fds.

3. velja linearnost: £e λ, µ ∈ R in £e sta f, g : K ⊆ R3 → R skalarni funkciji∫
K

(λ f + µ g)ds = λ

∫
K

f ds+ µ

∫
K

g ds .

Naj bo krivulja K podana parametri£no r⃗ : [a, b] → R3 in naj bo gostota podana s funkcijo ρ : R3 →
R. Tedaj se masa krivulje K izra£una kot

m =

∫
K

ρds.

3.2 Krivuljni integral vektorske funkcije po usmerjeni poti

Naj bo F⃗ : K ⊆ R3 → R3 vektorska funkcija in K krivulja parametrizirana z regularno parametrizacijo
r⃗ : [a, b] → K. Tedaj je krivuljni integral vektorske funkcije f po usmerjeni krivulji K od to£ke r⃗(a) do
to£ke r⃗(b) enak ∫

K

F⃗ (x, y, z) dr⃗ =

∫ b

a

F⃗ (r⃗(t)) · ˙⃗r(t) dt .

Pri teh predpostavkah veljajo naslednje lastnosti.
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1. V primeru sklenjene krivulje podamo orientacijo krivulje s smerjo obhoda in sicer velja, da je
krivulja pozitivno orientirana, ko se premikamo v smeri nasprotni urinemu kazalcu oziroma pri
premikanju mora biti obmo£je na levi strani. V nasprotnem je sklenjena krivulja negativno ori-
entirana.

2. �e je K = K1 ∪K2 in |K1 ∩K2| = 1 ter je orientiracija krivulj K1 in K2 usklajena z orientacijo K,
tedaj ∫

K

F⃗dr⃗ =

∫
K1

F⃗dr⃗ +
∫
K2

F⃗dr⃗.

3. �e je K orientirana krivulja in −K krivulja z nasprotno orientacijo, tedaj je∫
−K

F⃗dr⃗ = −
∫
K

F⃗dr⃗ .

4. Velja linearnost: £e λ, µ ∈ R in £e sta F⃗ , G⃗ : K ⊆ R3 → R vektorski funkciji∫
K

(λ F⃗ + µ G⃗) dr⃗ = λ

∫
K

F⃗ dr⃗ + µ

∫
K

G⃗dr⃗ .

5. Za F⃗ (x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)) lahko krivuljni integral po krivulji K zapi²emo∫
K
F⃗ (x, y, z) dr⃗ =

∫
K
f1(x, y, z) dx+ f2(x, y, z) dy + f3(x, y, z) dz .

3.3 Orientacija ploskve

Ploskev S je gladka, ko ima v vsaki to£ki tangentno ravnino in S je odsekoma gladka, £e jo lahko
razdelimo na kon£no mnogo gladkih ploskev.

Lokalno gledano lahko za vsako ploskev re£emo, da ima dve strani. �e izberemo eno od teh dveh
strani pravimo, da smo ploskev v neki to£ki orientirali. To pomeni, da v to£ki izberemo eno od dveh
normal, ki sta si med seboj nasprotno usmerjeni. Natan£neje, £e v to£ki T izberemo normalo n⃗ in se
premikamo po sklenjeni krivlji na ploskvi S, moramo pri vrnitvi v to£ko T spet dobiti n⃗ (in ne −n⃗).
Ploskev je orientabilna, ko ji je mogo£e dolo£iti orientacijo.

Rob ploskve S, ∂S, tvorijo krivulje, ki omejujejo ploskev S. Naj bo S orientirana ploskev in naj bo
∂S odsekoma gladka krivulja. Orientacija ploskve S dolo£a orientacijo roba ∂S in sicer, £e se postavimo
na S tako, da stojimo v smeri izbrane normale, je orientacija oziroma usmerjenost roba ∂S taka, da je
obmo£je na sprehajal£evi levi strani.

3.4 Ploskovni integral skalarne funkcije

Naj bo S ⊂ R3 gladka ploskev, r⃗ : D ⊂ R2 → S njena regularna parametrizacija in f : S → R zvezna
funkcija. Tedaj je ploskovni integral skalarne funkcije f po ploskvi S enak∫

S

∫
f(x, y, z) dP =

∫
D

∫
f(r⃗(u, v))

√
EG− F 2 dudv ,

kjer je
E = r⃗u · r⃗u, F = r⃗u · r⃗v, G = r⃗v · r⃗v.

Pri zgornjih predpostavkah veljajo naslednje lastnosti
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1. £e je S = S1 ∪ S2 ter se ploskvi S1 in S2 sekata v neki krivulji, teda∫
S

∫
f dP =

∫
S1

∫
f dP +

∫
S2

∫
f dP

2. velja linearnost: £e λ, µ ∈ R in £e sta f, g : P ⊆ R3 → R skalarni funkciji∫
S

(λ f + µ g) dP = λ

∫
S

f dP + µ

∫ ∫
S

g dP .

3.5 Ploskovni integral vektorske funkcije po orientirani ploskvi

Naj bo S ploskev, r⃗ : D ⊂ R2 → S njena regularna parametrizacija, pri £emer je ploskev S orientirana
z normalo n⃗ = r⃗u(u, v)× r⃗v(u, v), ter F⃗ : S → R3 vektorsko polje. Tedaj je ploskovni integral funkcije
F⃗ po ploskvi S oziroma pretok polja F⃗ skozi S enak∫

S

∫
F⃗ dP⃗ =

∫
D

∫
F⃗ (r⃗(u, v)) · (r⃗u(u, v)× r⃗v(u, v)) du dv .

Pri zgornjih predpostavkah veljajo naslednje lastnosti.

1. �e je S = S1 ∪ S2 ter se ploskvi S1 in S2 sekata v neki krivulji, teda∫
S

∫
F⃗ dP⃗ =

∫
S1

∫
F⃗ dP⃗ +

∫
S2

∫
F⃗ dP⃗

2. Velja linearnost: £e λ, µ ∈ R in £e sta F⃗ , G⃗ : P ⊆ R3 → R vektorski funkciji∫
S

(λ F⃗ + µ G⃗) dP⃗ = λ

∫
S

F⃗ dP⃗ + µ

∫ ∫
S

F⃗ dP⃗ .

3. Za vektorsko polje F⃗ = (f1, f2, f3) lahko ploskovni integral po orientrirani ploskvi S zapi²emo
tudi kot ∫

S

∫
F⃗ dP⃗ =

∫
S

∫
f1 dy dz + f2 dx dz + f3 dx dy .

4. �e spremenimo orientacijo ploskve S, tedaj∫
−S

∫
F⃗ dP⃗ = −

∫
S

∫
F⃗ dP⃗ .

3.6 Operacije na skalarnih in vektorskih poljih

Vpeljimo diferencialni operator
−→
∇ =

(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
.

Gradient

Naj bo f : D ⊆ R3 → R parcialno odvedljiva funkcija. Tedaj je gradient funkcije f , oznaka graf(f),
de�niran kot

graf(f) =
−→
∇f = (fx, fy, fz).
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Naj bo F⃗ : R3 → R3 tako vektorsko polje, da obstaja skalarno polje f tako, da je

F⃗ = grad f .

Tedaj je vektorsko polje F⃗ potencialno polje, skalarno polje f pa njegov potencial.
Naj bo F⃗ : D ⊆ R3 → R3 zvezno potencialno polje in K krivulja, ki se jo da parametrizirati z

regularno parametrizacijo z za£etno to£ko v A in kon£no to£ko v B, A,B ∈ D. �e je f potencial polja
F⃗ , tedaj je ∫

K

F⃗ dr⃗ = f(B)− f(A) .

Opomba: pri predpostavkah zgornjega izreka in ¢e K sklenjena krivulja, tj. A = B, tedaj je∫
K

F⃗ dr⃗ = 0.

Divergenca

Naj bo F⃗ vektorsko polje. Tedaj je divergenca vektorskega polja F⃗ de�nirana kot

div F⃗ = ∇ · F⃗ .

Rotor

Rotor vektorskega polja F⃗ je de�niran kot

rot F⃗ = ∇× F⃗ .

Naj bo F⃗ : G ⊂ R3 → R3 zvezno in odvedljivo vektorsko polje. Tedaj so naslednje trditve ekviva-
lentne.

(i) F⃗ je potencialno polje.

(ii) rot F⃗ = 0.

(iii) �e sta A,B ∈ K in je K orientirana krivulja z za£etkov v A in koncem v B, potem je
∫
K
F⃗ dr⃗

neodvisen od krivulje K in odvisen samo od to£k A in B.

3.7 Integralski izreki

Gaussov izrek: Naj bo G omejeno obmo£je v R3 katerega rob ∂G je sestavljen iz ene ali ve£ disjunktnih
ploskev, ki jh lahko parametriziramo z regularno parametrizacijo in je orientiran z zunanjo normalo.
Nadalje naj bo F⃗ zvezno in odvedljivo vektorsko polje v okolici G ∪ ∂G. Tedaj je ploskovni integral
vektorske funkcije F⃗ po ∂G enak trojnemu integralu divergence polja F⃗ po G∫

∂G

∫
F⃗ dP⃗ =

∫∫
G

∫
divF⃗ dV .

Stokesov izrek: Naj bo S orientirana ploskev z normalo n⃗, katere rob ∂S je sestavljen iz kon£no
mnogo gladkih krivulj in orientiran skladno s S. Nadalje naj bo F⃗ zvezno in odvedljivo vektorsko polje
v okolici S ∪ ∂S. Tedaj je krivuljni integral polja F⃗ po robu ∂S enak ploskovnemu integralu rotorja F⃗
po S ∫

∂S

F⃗ d⃗r =

∫
S

∫
rotF⃗ dP⃗ .
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Greenov izrek: Naj bo D omejeno obmo£je v ravnini katerega rob ∂D je sestavljen iz kon£no
mnogo gladkih krivulj in je pozitivno orientiran. Nadalje naj bo F⃗ = (f1, f2) zvezno in odvedljivo
vektorsko polje v okolici D ∪ ∂D. Tedaj je∫

∂D

f1 dx+ f2 dy =

∫
D

∫ (
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
dx dy .

3.8 Uporaba krivuljnega in ploskovnega integrala v �ziki

1. Naj bo ρ funkcija, ki opisuje gostoto v poljubni to£ki, in naj bo K ºica, ki jo opi²emo kot odsekoma
gladko krivuljo. Tedaj je masa ºice K enaka

m =

∫
K
ρ(x, y, z)ds.

Nadalje, teºi²£e ºice je (x0

m , y0

m , z0
m ), kjer je

x0 =

∫
K

xρ(x, y, z)ds, y0 =

∫
K

yρ(x, y, z)ds, z0 =

∫
K

zρ(x, y, z)ds.

2. Delo, ki ga napravimo s silo F⃗ po premiku po poti K (K opi²emo kot odsekoma glahko krivuljo),
se izra£una kot

W =

∫
K

F⃗ (x, y, z)dr⃗.

3. Naj bo ρ funkcija, ki opisuje gostoto v poljubni to£ki, in naj bo S ploskev. Tedaj je masa ploskve
S enaka

m =

∫ ∫
S
ρ(x, y, z)dP.

Nadalje, teºi²£e ploskve je (x0

m , y0

m , z0
m ), kjer je

x0 =

∫
K

∫
xρ(x, y, z)ds, y0 =

∫
S

∫
yρ(x, y, z)ds, z0 =

∫
S

∫
zρ(x, y, z)ds.

4. Pretok pri hitrosti F⃗ skozi ploskev S se izra£una kot

ϕ =

∫
S

∫
F⃗ (x, y, z)dP⃗ .

Nadalje, £e ρ opisuje gostoto teko£ine, tedaj se masa pretoka izra£una na na na£in

ϕ =

∫
S

∫
ρ(x, y, z)F⃗ (x, y, z)dP⃗ .
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Laplaceova transformacija

Naj bo f : (0,∞) → R funkcija. �e obstaja integral

F (z) =

∫ ∞

0

e−z tf(t) dt , z ∈ C ,

tedaj je F Laplaceova transformiranka funkcije f . Pi²emo

F (z) = L(f(t))(z) .

Predpis L : f(t) 7→ F (z) imenujemo Laplaceova transformacija.

Originalno funkcijo f imenujemo inverz Laplaceove transformiranke ali kraj²e inverz od F in pi²emo

f(t) = L−1(F (z)) .

Predpis L−1 : F (z) 7→ f(t) je inverzna Laplaceova transformacija.
Opomba: Laplaceova transformiranka F je kompleksna funkcija kompleksne spremenljivke.
Funkcija f : [0,∞) → R je eksponentnega tipa, £e obstajata taki realni ²tevili M > 0 in c, da je

|f(t)| ≤ M ec t .

Naj bo f (vsaj) odsekoma zvezna funkcija eksponentnega tipa. Tedaj Laplaceova transformiranka
F funkcije f obstaja za vsa kompleksna ²tevila z, za katera je Re(z) > c.

Veljajo naslednje formule Tabela 1: Osnovne Laplaceove transformiranke:

f(t) L(f(t))(z) f(t) L(f(t))(z)

1
1

z
eat

1

z − a

t
1

z2
eat cos(ωt)

z − a

(z − a)2 + ω2

t2
2

z3
eat sin(ωt)

ω

(z − a)2 + ω2

tn
n!

zn+1
eatch(ωt)

z − a

(z − a)2 − ω2

ta, a > −1
Γ(a+ 1)

za+1
eatsh(ωt)

ω

(z − a)2 − ω2
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Tabela 2: Lastnosti Laplaceove transformacije:

L(λ f(t) + µ g(t))(z) = λL(f(t))(z) + µL(g(t))(z)

L(eatf(t))(z) = L(f(t))(z − a)

L(f(at))(z) = 1
aL(f(t))(

z
a ) , a > 0

L(f(t− k))(z) = e−kzL(f(t))(z)

L(f (n)(t))(z) = znL(f(t))(z)− zn−1f(0)− zn−2f ′(0)− · · · − zf (n−2)(0)− f (n−1)(0)

L(f ′(t))(z) = zL(f(t))(z)− f(0)

L(tn f(t))(z) = (−1)n L(n)(f(t))(z)

L(
∫ t

0
f(τ)dτ)(z) =

1

z
L(f(t))(z)

Naj bosta f, g zvezni funkciji. Tedaj je konvolucija funkcij f in g, f ∗ g, enaka

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(τ)g(t− τ) dτ .

Pri zgornjih predpostavkah velja naslednji izrek

L((f ∗ g)(t))(z) = L(f(t))(z)L(g(t))(z) .
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Tabela osnovnih integralov:

∫
xr dx = xr+1

r+1 + C, r ̸= −1
∫
shx dx = chx+ C

∫
dx
x = ln |x|+ C

∫
chx dx = shx+ C

∫
ax dx = ax

ln a + C
∫
tanx dx = − ln | cosx|+ C

∫
ex dx = ex + C

∫
cotx dx = ln | sinx|+ C

∫
sinx dx = − cosx+ C

∫
dx

sin2 x
= −cotx+ C

∫
cosx dx = sinx+ C

∫
dx

cos2 x = tanx+ C

∫
dx√

a2−x2
= arcsinx

a + C
∫

dx
a2−x2 = 1

2a ln |a+x
a−x |+ C, (|x| < a)

∫
dx√

x2+a2
= ln |x+

√
x2 + a2|+ C

∫
dx

a2+x2 = 1
a atan

x
a + C

∫
dx√

x2−a2
= ln |x+

√
x2 − a2|+ C

∫
dx

x2−a2 = 1
2a ln |x−a

x+a |+ C, (|x| > a)

Osnovna pravila

�

∫
(f1(x)± f2(x)) dx =

∫
f1(x) dx±

∫
f2(x) dx .

�

∫
c f(x) dx = c

∫
f(x) dx .

� Uvedba nove spremenljivke
Naj bo x = x(t) odvedljiva funkcija. �e ima funkcija f(x) nedolo£eni integral, obstaja tudi
nedolo£eni integral funkcije f(x(t))x′(t) in velja∫

f(x) dx =

∫
f(x(t))x′(t) dt .

� Integriranje po delih ∫
u dv = uv −

∫
v du .

Za poljubni realni ²tevili a in b velja

� sin(a) cos(b) = 1
2 [sin(a− b) + sin(a+ b)],

� sin(a) sin(b) = 1
2 [(cos(a− b)− cos(a+ b)],

� cos(a) cos(b) = 1
2 [(cos(a− b) + cos(a+ b)].
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Diferencialne ena£be

Diferencialna ena£ba z lo£ljivima spremeljivkama je oblike

y′(x) = f(x)g(y)

in jo re²ujemo ∫
dy
g(y)

=

∫
f(x)dx.

Homogena diferencialna ena£ba je oblike

y′(x) = f
(y
x

)
in jo re²ujemo tako, da vpeljemo novo spremeljivko z = y

x . Posledi£no je y = z · x in y′ = z′x+ z.
Linearna diferencialna ena£ba prvega reda je oblike

y′(x) + f(x)y(x) = g(x),

kjer sta f in g poljubni zvezni funkciji. Re²itev diferencialne ena£be poi²£emo v dveh korakih.

(i) Poi²£emo re²itev homogenega dela y′(x) + f(x)y(x) = 0. Re²itev ozna£imo s yH .

(ii) Partikularno re²itev lahko uganemo ali pa si pomogamo s pomo£jo variacije konstante yP (x) =
C(x)yH(x).

Spo²na re²itev diferencialne ena£be je yS = yH + yP .
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