Poglavje 1

Funkcije ve¢ spremenljivk

1.1 Skalarne funkcije

Funkcija n spremenljivk f : D C R™ — R je funkcija, ki vsaki tocki (21, x2,...,2,) € D C R™ priredi
realno §tevilo.
[z, o, xn) = f(T1,22,. .., 20)

Mnozica D je definicijsko obmocje funkcije f.
Graf funkcije f : D C R® — R je mnozica totk v R"™! oznacujemo I'(f), za katero velja

T(f) ={(z1,22,...,2n,y) | (x1,22,...,2n) € D,y = f(a1,22,...,2,)}.
Naj bo f: D CR"™ — R in naj bo a € R. Nivojnica N, je mnozica
N, ={(z1,22,...,2,) € D | f(x1,22,...,2,) = a}.

Prerez dobimo tako, da si izberemo neko krivuljo v D in gledamo, kako se funkcija obnasa nad to
krivuljo.
Naj bo (a1, az,...,a,) € R™ in § > 0. Tedaj je odprta krogla okoli tocke (a1, as, .. .,a,) mnoZica

Ks(ar,az,...,a,) = {(x1,22,...,2,) € R™ | \/(al —x1)?+ (ag —x2)?2 4+ ...+ (ap — x,)% < 6}

Najbo f: D CR™ — Rin (a,as,...,a,) € D. Stevilo L je limita funkcije f v tocki (ar,a9,...,a,),

pisemo L = lim f(z1,xa,...,x,), Ce za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da iz
(Z1,22, 520 )—>(a1,a2,...,an)
(x1,29,...,2,) € Ks(ay,as,...,an,) N D, (x1,22,...,2,) # (a1, a9,...,a,), sledi

|f(1’1,$2,...,$n)_L| <e€.

Funkcija ve¢ spremenljivk f: D C R™ — R je zvezna v toc¢ki (aj,as,...,a,) € D, e za vsak ¢ > 0
obstaja tak § > 0, da za vsak (z1,xa,...,z,) € Ks(a1,as,...,a,) N D velja

|f(z1,22,...,2n) — fla1,a2,...,a,)| <€.
Izrek 1.1 Funkcija ve¢ spremenljivk f : D C R™ — R je zvezna v tocki (a1, as,...,a,) € D natanko
tedaj, ko je

lim flxy, e, .. xn) = flar,ag, ..., an).

(z1,22,....2n)—(a1,a2,...,an)

V primeru f : D C R? — R je véasih lazje preucevati zveznost funkcije s pomo¢jo polarnih koordinat,
tj. = reos, y = rsinp, kjer je r > 0 in argument ¢ € [0, 27).
Funkcija f : D C R? — R zvezna v tocki (a,b) € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da za vsak
r < ¢ velja
|f(a+ 7 cosp,b+rsing) — f(a,b)] <e€.
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Najbo f: D CR"™ — Rin (ay,as,...,a,) € D. Ce obstaja limita diferen¢nega kvocienta

f(ala'“aai+ha"'7an)_f(ala"'aaia"'aan)

lim
h—0 h ’
tedaj jo imenujemo parcialni odvod funkcije f po spremenljivki z; v tocki (a1,as,...,a,). Ta odvod
oznacimo s
af .
oz, (a1,a9,...,a,) ali  fp,(a1,a2,...,a,).

Nadalje, funkcija f : D C R™ — R je parcialno odvedljiva na D, Ce je parcialno odvedljiva v vsaki tocki
obmocja D i je zvezno parcialno odvedljiva, ¢e so parcialni odvodi zvezne funkcije.
Gradient funkcije f : D CR"™ — R je

gradf = (f$1?f$27"'7f13n)'

Funkcija f : D CR" — R je v tocki (a1, as,...,a,) € D diferenciabilna, ¢e obstajajo vsi parcialni
odvodi fy,(a1,az2,...,a,), i =1,2,...,n,in je
lim flar+hi,as + ho, .. an + hy) — flar,az, .. an) = Yoiy foi (a1, a2, ... an) hy _o.

(h1,h2,...,hn)—(0,0,...,0) A /h% + h% S h%

Izraz .
df = me,i(al,ag, ceyGp)) By
i=1

imenujemo totalni diferencial.

Izrek 1.2 Naj bo funkcija f : D C R? — R diferenciabilna in naj bo z = f(x,y). Spremenljivki x in y
naj bosta odvedljivi funkciji parametra t, torej x = x(t), y = y(t). Tedaj je z(t) = f(x(t),y(t)) posredna
funkcija parametra t, katere odvod je enak

0 0
(1) = 9 at(r) + 3—§y'<t>.

Posledica 1.3 (Verizno pravilo) Naj bo funkcija f : D C R? — R diferenciabilna in naj bo z = f(x,y).
Spremenljivki x in y pa naj bosta diferenciabilni funkciji novih spremenljivk v in v, torej x = x(u,v) in
y = y(u,v). Potem je z posredno odvisna od spremenljivk u in v ter velja

0: _ ojos 0j0y
ou Oz ou  Oyou
0: _ ofor ooy
ov Oz dv Oyov’
Naj bo f: D C R™ — R funkcija. Odvod funkcije f v tocki (a1, as,...,a,) € D v smeri enotskega
vektorja § = ($1,S2,...,8n), oznaka fz(a,as,...,a,), je
lim flay + hsy,ag + hsa, ... an + hsy) — flar,az, ..., ap)
h—0 h '

Ta odvod lahko izra¢unamo tudi takole
fzlar,ag, ... a,) = (gradf(ai,as,...,an))  (S1,82, ..., 8n).

Funkcija f : D C R™ — R ima parcialne odvode drugega reda, ¢e obstajajo odvodi

0% f
= , 1<3,7<n.
8332-8:10]« =5J

fmiwj
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Vsi parcialni odvodi drugega reda funkcije f sestavljajo Hessejevo matriko H, ki je kvadratna matrika
reda n

fwlwl fmlwg fwlmn

frnzl fznxQ e fzn:vn

Izrek 1.4 Naj bodo f : D C R? — R dvakrat parcialno odvedljiva funkciji in naj bosta fy,, in fr, zvezni
funkciji. Tedaj sta meSana parcialna odvoda enaka

fauy = fyl

Zgornji izrek laho reduciramo tudi na konkretno tocko (a, b) € D za funkcijo f : D C R? — R. Podobno
bi razgirili izrek na funkcije ve¢ spremenljivk.

Izrek 1.5 (Taylorjeva formula) Funkcija f : D C R? — R naj bo n+ 1 krat zvezno parcialno odvedljiva
na obe spremeljivki v okolici tocke (a,b) € D. Tedaj velja

f(a+h7b+h) = f(aab)+(fz(avb)h+fy(aab)k)+

% (fou(a,b) B* +2f,y(a,b) hk + fyy(a,b) k?) +

1
3! (frzz(av b) h® + 3 fzay(a,b) Wk + 3 fayy(a,b) hk? + fyyy(a,b) k?’) t+t

1 n n 6nf o
n! (Z (i)ﬁa:"i@yi(a’b)h k) + R,

=0

kjer je

1 n+1 +1 6"+1 N
Rn:(n+1)|2(nz >M(a+ﬂh7b+ﬁk)hn+l_lkzvO<19<1~
T i=0

Opomba: (7;) = (n#'),l, je binomski koeficent.

Ostanek R, je napaka, ki jo naredimo, ¢e vrednost funkcije f(a+h, b+k) ocenimo z vsoto ¢lenov reda do
n v Taylorjevi formuli. Ce je funkcija f(x,y) neskonénokrat parcialno odvedljiva na obe spremenljivki
in je

lim R, =0,

n—oo

tedaj lahko Taylorjevo formulo nadomestimo s Taylorjevo vrsto
1 [ (n o"f i

Zgornje formule lahko razsirimo tudi za funkcije f: D CR"™ — R.
Zvezna funkcija f: D C R" — R zavzame v tocki (a,b)

1. lokalni minimum, Ce obstaja tak § > 0, da je

f(:(:,y)—f(a,b) ZO

za vsako tocko (z,y) € Ks(a,b),
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2. lokalni maksimum, e obstaja tak ¢, da je

f(xay) _f(aab) S 0
za vsako tocko (z,y) € Ks(a,b).

Lokalni ekstrem je lokalni minimum ali lokalni maksimum.

Izrek 1.6 (potrebni pogoj)
Naj bo f: D C R? = R odvedljiva funkcija v tocki (a,b) € D. Ce je (a,b) lokalni ekstrem funkcije f,
tedaj je

fz(a,b) =0 in fy(a,b)=0.

Izrek 1.7 (zadostni pogoj)
Tocka (a,b) € D naj bo stacionarna tocka dvakrat zvezno parcialno odvedljive funkcije f : D C R? — R,
Nadalje, naj bo

foa(a,b) = A, fﬂv’y(a7b):B7 fyy(a,b):C'

in H(a,b) Hessejeva matrika funkcije f v tocki (a,b). Potem velja:

(i) ¢eje|H(a,b)| = AC—B? > 0, tedaj je v (a,b) lokalni minimum, e je A > 0 in lokalni maksimum,
kadar je A <0,

(ii) ¢e je |H(a,b)| = AC — B? < 0, tedaj je v (a,b) sedlo,

(iii) ¢e je |H(a,b)| = AC — B? = 0, tedaj na podlagi drugih parcialnih odvodov ne morem sklepati o
obstoju lokalnega ekstrema v (a,b).

Definicija 1.8 Naj bo A simetricna matrika reda n. Ce za vsak (z1,22,...,2,) € R™\{(0,0,...,0)}

velja
Ay, 29, ... 2 ) (X1, T2, ..., 2y) >0

pravimo, da je matrika A pozitivno definitna. Ce je
Az, 22, ..., zn) (21,22, ..., 2,) <0
recemo, da je matrika A negativno definitna.

Izkaze se, da na pozitivno oz. negativno definitnost matrike vplivajo njene lastne vrednosti in sicer
je matrika pozitivno definitna, ¢e ima same pozitivne lastne vrednosti in negativno definitna, e so le-te
negativne.

Izrek 1.9 Naj bo f : D C R™ — R zvezna in zvezno parcialno odvedljiva do odvodov drugega reda.

Nadalje naj bo (a1,as,...,a,) stacionarna tocka funkcije f. Tedaj velja:
(i) ¢eje H(ay,as,...,ay) pozitivno definitna matrika, tedaj ima funkcija f v tocki a lokalni minimum,
(ii) ce je H(ay,as,...,a,) negativno definitna matrika, tedaj ima funkcija f v tocki a lokalni maksi-
maum.

Izrek 1.10 Ekstreme funkcije f : D CR™ — R pri pogojih g1(x1,%2,...,2n) = 0,g2(1,%2,...,%pn) =
0,...,9m(x1,22,...,2,) =0 i8¢emo tako, da na obicajen nacin iféemo ekstreme funkcije

F(xl,xg,...,xn,)\l,/\g,...,/\m) Zf(.’I,‘l,IQ,...,J?n)

- )\lg(‘rtha"w"En) - )\29($1,$27...,$n) - ...)\mg(xl,x27...,xn) .
S tem dobimo vse kandidate za ekstreme razen tistih, za katere je

glar,az,...,a,) =0, gz, (a1,a2,...,a,) =0,Vi=1,2,...,n.
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1.2 Veckratni integrali

Naj bosta f,g: D C R? — R integrabilni na obmo¢ju D in ¢ € R. Tedaj velja

1. Z/cf(x,y)dS—cZ/f(x,y)dS
2 [ [t +owunas= [ [ rawas+ [ [oaas
D D D

3. éejeD:D1UD2,DlﬁD2:®,

//f(m,y)ds: //f(:r,,y)dS—k //f(x,y)dS.
D D1 Do

Izrek 1.11 Naj bosta p,q : [a,b] — R osekoma zvezni funkciji in naj velja p(x) < q(z) za vsak x € [a, b].
Naj bo se D = {(z,y)|la <z <b,p(z) <y <q(x)} in f omejena, integrabilna funkcija. Tedaj je

// f(w)dS/: dx/(()) fe.y) dy.
D

V primeru zgornjega izreka bomo rekli, da integriramo po x najprej.

Ce je f: D C R? — R pozitivna integrabilna funkcija, tedaj je njen dvojni integral na obmoéju D
enak prostornini telesa med grafom funkcije f in ravnino z = 0.

Plos¢ino obmocja D lahko s pomocjo drugega integrala izra¢unamo na naslednji nacin

/ / 1ds.
D
Uvedba novih spremenljivk
Naj bo D obmoc¢je v ravnini, ki je opremljeno s spremenljivkama x in y. Recimo, da sedaj vpeljemo
x = z(u,v) in y = y(u,v), kjer sta u,v taksna parametra, da je z njuno vpeljavo opisano obmocje D
in za vsako toc¢ko (z,y) obstaja natanko ena (u,v), da je (x,y) = (z(u,v),y(u,v)). Recimo Se, da smo
vpeljali tako, da obstajata parcialni odovodi ., x4, Yu, Y. Tedaj je Jacobijeva determinanta

J Ty Ty
Yu Yo

Recimo, da obmodje je A tisto obmocje v ravnini, ki nam ob zvezi * = z(u,v) in y = y(u,v) s
spremenljivkama u in v opise D. Tedaj se dvojni integral v novih spremenljivkah « in v izraza na

naslednji nac¢in
f(z,y) dedy = f(a(u,v),y(u,v)) J dudv.
!/ Z/

Polarne koordinate: z = rcosy, y = rsiny, kjer sta r > 0 in ¢ € [0,27]. V tem primeru je
Jacobijeva determinanta J = r.

1.3 Eulerjevi funkciji Gama in Beta

Funkcija T je za vsak x > 0 definirana kot I'(z) = fooo e te*1dt,
Veljajo naslednje lastnosti
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2. T'(n+ 1) = n!, za poljuben n € N,

3. I'(x + 1) = 2T'(z), za poljuben = > 0,

4 T(3) = V7,

5. D(@)I'(1 — =) = 57, za poljuben z € (0,1).

Funkcija B, je za poljubna z,y > 0 definirana s predpisom B(z,y) = fol t*=1(1 —t)v—tdt.
Veljajo naslednje lastnosti

I'(z)D
1. B(z,y) = F<d+<yy)>,

2. B(z,y) = [y % dt, za poljubna z,y > 0,

3. fog cos? 1 sin* ! pdyp = LB(p, q), za poljubna p,q > 0.

Trojni integral ra¢unamo podobno kot dvojni integral. Povejmo le nekatere standardne nove spre-
menljivke in Jacobijeve determinante.

Cilindric¢ne koordinate: x = rcosp, y =rsinp, z = z, kjer so r > 0, ¢ € [0,27], z € R. Pri tem je
J=r.

Sferne koordinate: © = rcosp - cosd, y = rsing - cost, z = rsinf, kjer so r > 0, ¢ € [0, 27],

¥ € [-%,%]. Pritem je J =r?cos?.

Volumen obmoéja G C R? se s pomocjo trojnega integrala izra¢una kot

/!/hlv.

Masa telesa, katerega gostota je funkcija p : G C R® = R™, je enaka

m=[[[ seyzav.
G

Tezis¢e telesa (w1, yr, 27) 7 gostoto p : G C R = RT, je enako

%///xp(x,y,z)dv
G
1 z,Y, 2
mi/G//yp( y,2)dV
zT:%///zp(x,%z)dV,
G

xrT

kjer je m masa telesa.
Vztrajnostni moment telesa G pri vrtenu okoli tocke/osi se izra¢una kot

1= [[[ sev s av.
G

kjer je p funkcija, ki predstavlja gostoto telesa v dani tocki, d pa razdalja od poljubne tocke telesa G
do tocke/osi okoli katere se vrti.

V primeru, da je telo homogeno, tedaj je p = 77, kjer je m masa telesa, V' pa volumen telesa. V
tem primeru se zgornje formule poenostavijo.
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Poglavje 2

Diferencialna geometrija v prostoru

2.1 Kirivulje

Krivulja K v prostoru je definirana z zvezno funkcijo 7 : [a,b] — R3, kjer je 7(t) = (x(t), y(t), 2(t)).
Funkeiji 7 pravimo tudi parametrizacija krivulje K. Pri tem so z,y, z funkcije, ki slikajo iz [a,b] v R.
Krivulja je lahko podana tudi kot presek ploskev, ki sta podana implicitno, npr. F(z,y,z) = 0 in
G(z,y,z) =0.
Naj bo krivulja K dana s parametrizacijo 7 : [a,b] — R3, #(t) = (z(¢),y(t), 2(t)), in naj bo T =
F(xo) € K. Ce obstaja limita
lim ’F(l‘o + h) - ’F(Z‘o)
h—0 h

9

oy

je ta limita vektor, ki ga imenujemo tangentni vektor na krivuljo K v tocki zg. Oznagimo ga s 7(a).
Opomba: Ce so funkcije z,y, z : [a,b] — R odvedljive v ¢, tedaj je

Naj bo krivulja K dana s parametrizacijo 7 : [a,b] — R3, #(t) = (z(t), y(t), 2(t)). Premico, ki poteka
skozi to¢ko T' = 7(x¢) € K v smeri vektorja 7(xg), imenujemo tangenta na krivuljo K v toéki xy. Enacba
tangente se tako izraza

Opomba: premica je podana v parametri¢ni obliki. _

Parametrizacija 7 : [a,b] — R? krivulje K je regularna, ¢e je 7(t) # 0 za vsak t € [a, b)].

Ce je krivulja K podana kot presek ploskev, ki sta podana implicitno z enacbama F(xz,y,z) =01in
G(z,y,z) =0, tedaj se smerni vektor tangente v tocki T'(xq, Yo, 20) € K izra¢una kot

grad(F(IOa Yo, ZO)) X grad(G(‘T()v Yo, ZO))
Opomba: Naj bosta @ = (a1, az,as),b = (by, ba, bs) € R3.
1. Skalarni produkt vektorjev @ in 5je

a- g: a1b1 + (ZQbQ -+ a3b3.

2. Vektorski produkt vektorjev d in gje

a x g: (agbg — agbg,agbl — a1b37a1b2 — agbl).
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Normalna ravnina krivulje K v toc¢ki T" € K je ravnina, ki poteka skozi tocko T in je pravokotna
na tangentni vektor. Normala krivulje K v toc¢ki T € K je vsaka premica, ki lezi v normalni ravnini in
poteka skozi tocko T

Opomba: splosna enacba ravnine se izraza kot

ax + by 4+ cz = d.
Pri tem je vektor (a, b, c) vektor, ki je pravokoten na ravnino
axr + by 4+ cz = d.
Naj bo krivulja K podana s parametrizacijo 7 : [a,b] — R3. Tedaj je dolzina loka krivulje K, £(K),

enaka
UK) = /ab /() - F(t) dt .

2.2 Ploskve

Ploskev S je lahko podana
1. parametri¢no 7: D C R? — R3, #(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)),
2. implicitno z enatbo F(z,y,z) =0,
3. eksplicitno z enacbo z = f(x,y).

Naj bo ploskev S podana s parametrizacijo 7 : D C R? — R3. Naj bo (ug,vo) € D C R? poljubna
tocka in naj bo parameter v = vy konstanten. Potem vse tocke, za katere je v = vy lezijo na krivulji
7(u, vp). Podobno tocke, za katere je u konstanten, leze na krivulji 7(ug, v). Ti dve krivulji imenujemo
koordinatni krivulji. Odvod koordinatnih krivulj je enak

u,v0) = Tulu,v9) = (@4 (6, v0), yu(u, vo), 24 (1, vo))

’F(’LLQ,’U) = Fv(uOﬂ}) = (:Cv(u();v)vyv(u07v)vZU(”Ovv))

Parcialna odvoda sta tangentna vektorja ustrezne koordinatne krivulje v tocki 7(ug, vo).
Pravimo, da je parametrizacija ploskve S regularna, ¢e so funkcije z = x(u,v), y = y(u,v), z =
z(u,v) zvezno parcialno odvedljive in v vsaki tocki (u,v) € D velja

T (1, 0) X Ty (u,v) #0.
Naj bo ploskev S podana z regularno parametrizacijo ¥ : D C R? — R®. Normalni vektor ploskve
S v tocki T = #(ug,vo), 7(ug, vo) je enak
7i(ug, vo) = Tu(uo,v0) X T (uo, vo) -

Ravnino skozi to¢ko 7' z normalo 7 imenujemo tangentna ravnina ploskve S v tocki 7.
V primeru, da imamo ploskev S hkrati podano v implicitni obliki z ena¢bo F(z,y,z) = 0 in s
pomocjo parametrizacije 7, tedaj velja

grad F' = A(Ty X 7).

Premica skozi tocko T na ploskvi S v smeri normalnega vektorja se imenuje normala na ploskev S
v tocki T.
Naj bo ploskev S podana z regularno parametrizacijo ¥ : D C R? — R3. Tedaj je povrsina ploskve

Pov(S) = //\/mdudv,

D

S

kjer je
E:Fuﬁu F:_’u'F’Ua G:Fv"’?v-
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Poglavje 3

Krivuljni in ploskovni integral

Krivulja je gladka, Ce je 7 v vsaki tocki zvezno odvedljiva funkcija in njen odvod 7 # 0. Za nadaljevanje
predpostavimo, da so krivulje gladke.

3.1 Krivuljni integral skalarne funkcije

Naj bo f : K C R® — R skalarna funkcija in K krivulja parametrizirana z regularno parametrizacijo
7 [a,b] = K. Tedaj je krivuljni integral skalarne funkcije f na K enak

/f(a:,y,z) ds = /abf(F(t))\/Wdt.
K

Pri teh predpostavkah veljajo naslednje lastnosti:
1. krivuljni integral je neodvisen od izbire smeri krivulje,

2. teje K =K1 UKy in |[K1 NKsy| =1, tedaj

/fds:/fds+/fds.

K K1 K2

3. velja linearnost: ¢e A\, u € R in ¢e sta f,g: K C R® — R skalarni funkciji

/(/\f+ug)ds_)\llfds+u/gds.

K K

Naj bo krivulja K podana parametri¢no 7 : [a, b] — R? in naj bo gostota podana s funkcijo p : R? —
R. Tedaj se masa krivulje K izra¢una kot
m = / pds.
K

3.2 Krivuljni integral vektorske funkcije po usmerjeni poti

Naj bo F : K C R3 — R3 vektorska funkcija in K krivulja parametrizirana z regularno parametrizacijo
7: [a,b] = K. Tedaj je krivuljni integral vektorske funkcije f po usmerjeni krivulji K od toc¢ke #(a) do
tocke 7(b) enak

b
/ Fla,y, =) d = / F(# (1)) - #(t) dt.
](: a
Pri teh predpostavkah veljajo naslednje lastnosti.
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1. V primeru sklenjene krivulje podamo orientacijo krivulje s smerjo obhoda in sicer velja, da je
krivulja pozitivno orientirana, ko se premikamo v smeri nasprotni urinemu kazalcu oziroma pri
premikanju mora biti obmocje na levi strani. V nasprotnem je sklenjena krivulja negativno ori-
entirana.

2. Ceje K =K1 UKy in |[K1NKy| = 1 ter je orientiracija krivulj K in Ky usklajena z orientacijo K,

tedaj
/ﬁdF: /ﬁd?+/ﬁdf.
K K1 Ko
3. Ce je IC orientirana krivulja in —/C krivulja z nasprotno orientacijo, tedaj je

/ ﬁdF:—/ﬁdF.

-K K

4. Velja linearnost: ¢e A\, € R in Ce sta ﬁ, G : K C R® — R vektorski funkciji

/(Aﬁ+ué)dF=A/ﬁdF+u/édf.
K K

5. Za ﬁ(gc, y,2) = (fi(z,y, 2), fa(z,y, 2), f3(x,y, z)) lahko krivuljni integral po krivulji K zapiSsemo

/ﬁ@%@szﬁm%AM+ﬁw%a@+ﬁw%aw.
K c

3.3 Orientacija ploskve

Ploskev S je gladka, ko ima v vsaki toc¢ki tangentno ravnino in S je odsekoma gladka, Ce jo lahko
razdelimo na konéno mnogo gladkih ploskev.

Lokalno gledano lahko za vsako ploskev rec¢emo, da ima dve strani. Ce izberemo eno od teh dveh
strani pravimo, da smo ploskev v neki tocki orientirali. To pomeni, da v tocki izberemo eno od dveh
normal, ki sta si med seboj nasprotno usmerjeni. Natanc¢neje, ¢e v toc¢ki T izberemo normalo 77 in se
premikamo po sklenjeni krivlji na ploskvi S, moramo pri vrnitvi v tocko T" spet dobiti 7 (in ne —i).
Ploskev je orientabilna, ko ji je mogoce dolociti orientacijo.

Rob ploskve S, 0S8, tvorijo krivulje, ki omejujejo ploskev S. Naj bo S orientirana ploskev in naj bo
0S8 odsekoma gladka krivulja. Orientacija ploskve S doloc¢a orientacijo roba OS in sicer, ¢e se postavimo
na S tako, da stojimo v smeri izbrane normale, je orientacija oziroma usmerjenost roba 0S taka, da je
obmocdje na sprehajaléevi levi strani.

3.4 Ploskovni integral skalarne funkcije

Naj bo S C R? gladka ploskev, 7 : D C R? — S njena regularna parametrizacija in f : S — R zvezna
funkcija. Tedaj je ploskovni integral skalarne funkcije f po ploskvi S enak

//f(x,y,z)dP: //f(f’(u,v))\/mdudv,
S D

kjer je
E=7 Ty, F=71y -7y, G=7,- 7.

Pri zgornjih predpostavkah veljajo naslednje lastnosti
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1. ¢e je S = S1 US, ter se ploskvi &7 in Sy sekata v neki krivulji, teda

é/fdP:Zl/fdP+//fdP

Sa

2. velja linearnost: e \,u € R in &e sta f,g : P C R® — R skalarni funkciji
/(Af+ug)dP:)\/fdP+u//gdP.
S S s

3.5 Ploskovni integral vektorske funkcije po orientirani ploskvi

Naj bo S ploskev, 7: D C R? -+ S njena regularna parametrizacija, pri Cemer je ploskev S orientirana
z normalo 71 = 7, (u,v) X 7y (u,v), ter F : S — R3 vektorsko polje. Tedaj je ploskovni integral funkcije
F po ploskvi S oziroma pretok polja F skozi S enak

//ﬁdﬁz //ﬁ(F(u,v))~(Fu(u7v) X 7y (u,0)) du do
S D

Pri zgornjih predpostavkah veljajo naslednje lastnosti.

1. Ce je & = 8§ USs ter se ploskvi 87 in Sy sekata v neki krivulji, teda

//ﬁdﬁ: //ﬁdﬁ+ //ﬁdﬁ
Sa

S S1

2. Velja linearnost: ¢e A\, u € R in e sta ﬁ, G : P C R® — R vektorski funkciji
JOFsudap=x [Fapsu [ [Fap.
s s s

3. Za vektorsko polje F = (f1, f2, f3) lahko ploskovni integral po orientrirani ploskvi S zapisemo

tudi kot
//ﬁdﬁ://fldydz+f2dxdz+f3dmdy.

S S

4. Ce spremenimo orientacijo ploskve S, tedaj

//ﬁdﬁ:_//ﬁdﬁ.

-8 S
3.6 Operacije na skalarnih in vektorskih poljih
Vpeljimo diferencialni operator ? = (%, 6%, d%)

Gradient

Naj bo f : D C R3 — R parcialno odvedljiva funkcija. Tedaj je gradient funkcije f, oznaka graf(f),
definiran kot

graf(f) = V f = (far fyr [2).
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Naj bo F :R3 — R3 tako vektorsko polje, da obstaja skalarno polje f tako, da je
F = grad f .

Tedaj je vektorsko polje F potencialno polje, skalarno polje f pa njegov potencial.

Naj bo F : D C R3 — R3 zvezno potencialno polje in K krivulja, ki se jo da parametrizirati z
regularno parametrizacijo z zacetno tocko v A in kontno tocko v B, A, B € D. Ce j je f potencial polja
F', tedaj je

/Fﬁ:ﬂm—ﬂm.
K
Opomba: pri predpostavkah zgornjega izreka in ¢e K sklenjena krivulja, tj. A = B, tedaj je

/ﬁdfzo.

K

Divergenca

Naj bo F vektorsko polje. Tedaj je divergenca vektorskega polja F definirana kot
divF=V-F.

Rotor
Rotor vektorskega polja F je definiran kot
rot F =V x F.

Naj bo F : G C R3 = R3 zvezno in odvedljivo vektorsko polje. Tedaj so naslednje trditve ekviva-
lentne.

(i) F' je potencialno polje.
(ii) rot F = 0.

(iii) Ce sta A,B € K in je K orientirana krivulja z zacetkov v A in koncem v B, potem je fﬁdF
K
neodvisen od krivulje K in odvisen samo od toc¢k A in B.

3.7 Integralski izreki

Gaussov izrek: Naj bo G omejeno obmoéje v R? katerega rob 0§ je sestavljen iz ene ali ve¢ disjunktnih
ploskev, ki jh lahko parametriziramo z regularno parametrizacijo in je orientiran z zunanjo normalo.
Nadalje naj bo F zvezno in odvedljivo vektorsko polje v okolici G U ag Tedaj je ploskovni integral
vektorske funkcije F po 0G enak trojnemu integralu divergence polja F po G

//ﬁdﬁ:///divﬁdv.
oG g

Stokesov izrek: Naj bo S orientirana ploskev z normalo 7i, katere rob 0S je sestavljen iz kon¢no
mnogo gladkih krivulj in orientiran skladno s S. Nadalje naj bo F zvezno in odvedljivo vektorsko polje
v okolici SUJS. Tedaj je krivuljni integral polja F po robu 9§ enak ploskovnemu integralu rotorja F

po S
/ﬁd?: //rotﬁdﬁ.
oS S
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Greenov izrek: Naj bo D omejeno obmodje v ravnini katerega rob 9D je sestavljen iz konéno
mnogo gladkih krivulj in je pozitivno orientiran. Nadalje naj bo F = (f1, f2) zvezno in odvedljivo
vektorsko polje v okolici D U 9D. Tedaj je

alfldx—i—fgdy: 4/(88]2—862) dzdy.

3.8 Uporaba krivuljnega in ploskovnega integrala v fiziki

1. Naj bo p funkcija, ki opisuje gostoto v poljubni tocki, in naj bo I Zica, ki jo opiSemo kot odsekoma
gladko krivuljo. Tedaj je masa Zice K enaka

m=/p($,y7Z)d8-
K

Nadalje, tezisce Zice je (72,22, 22) kjer je

To = /:vp(w,y,Z)ds, Yo = /yp(:my,?r)ds, Z0 = /Zp(:my,Z)d&

K K K

2. Delo, ki ga napravimo s silo F po premiku po poti K (K opisemo kot odsekoma glahko krivuljo),
se izra¢una kot

W = /F(z,y,z)df.
K

3. Naj bo p funkcija, ki opisuje gostoto v poljubni tocki, in naj bo S ploskev. Tedaj je masa ploskve

S enaka
m:// p(x,y, z)dP.
s

Nadalje, teZisée ploskve je (£2, 40 203 kier je

To = //Ip(I7y,Z)dS, yOZ//yp(I7y,Z)dS, 20://2P($ayaz)d5'
K S S

4. Pretok pri hitrosti F skozi ploskev S se izracuna kot

¢ = //ﬁ(x,y,z)dﬁ.
S

Nadalje, ¢e p opisuje gostoto tekocCine, tedaj se masa pretoka izratuna na na nacin

¢ = //P(x,y,z)ﬁ(a:,y,z)dﬁ.
s
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Laplaceova transformacija

Naj bo f : (0,00) — R funkcija. Ce obstaja integral

F(z):/oce_”f(t)dt, ec,

0
tedaj je F' Laplaceova transformirankae funkcije f. PiSemo

F(z) = L(f(£))(z).
Predpis £ : f(t) — F(z) imenujemo Laplaceova transformacija.
Originalno funkcijo f imenujemo inverz Laplaceove transformiranke ali krajSe inverz od F' in piemo
f(t)=LTHE(2)).

Predpis £L7!: F(z) — f(t) je inverzna Laplaceova transformacija.
Opomba: Laplaceova transformiranka F' je kompleksna funkcija kompleksne spremenljivke.
Funkcija f : [0,00) — R je eksponentnega tipa, ¢e obstajata taki realni §tevili M > 0 in ¢, da je

[f(@)] < Me.

Naj bo f (vsaj) odsekoma zvezna funkcija eksponentnega tipa. Tedaj Laplaceova transformiranka
F funkcije f obstaja za vsa kompleksna $tevila z, za katera je Re(z) > c.
Veljajo naslednje formule Tabela 1: Osnovne Laplaceove transformiranke:

ft) L(F@)(=2) || f(#) L(f(1)(2)
! A —
I at z—a
t = e cos(wt) G_aZ+u?

2 w
2 t o
t ; e® sm(wt) m
nl zZ—a
n at
t g e ch(wt) Caf—o?
T'la+1) . w
ta, a>—1 W e? Sh(wt) m
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Tabela 2: Lastnosti Laplaceove transformacije:

LS®) +pgt)(z) = ALUF@))(2) + p L(g(t)(2)

L f(1)(z) = L (1) (z —a)

L(f(at))(z) = ;L(f(E)(2), a>0

L(f(t—k)(2) = e =L(f(1))(2)

L)) = £ O)(z) = 271 F(0) = 22 F(0) = -+ = 20 (0) -

£-0(0)

LI/ ()(z) = 2L(f(1))(2) = £(0)

LI f()(2) = (=1)" LD (£())(2)

LUy F(r)dn)(z) = L L(F(D)(2)

Naj bosta f, g zvezni funkciji. Tedaj je konvolucija funkcij f in g, f * g, enaka

(f * o)t /f ot — ) d

Pri zgornjih predpostavkah velja naslednji izrek

L((f*9)(8)(z) = LIF(£)(2)L(g(8))(2) -

15
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TABELA OSNOVNIH INTEGRALOV:

Jarde =250+ Cor #£ -1 [shzde =chz+C

[% =nz[+C [chzdz =shz +C

[a*de =2 +C Jtanz dx = —In|cosz| + C
[etdr=¢e"+C [ cotwdr =In|sinz|+ C
[sinxdr = —cosz + C sig;”m = —cotx+C

[cosxdr =sinx+ C Co‘iﬁm =tanz + C

il a‘:ffﬂ = arcsinZ + C' [ 225 =L In|¢E |+ C, (Jz] < a)
J A= =+ Va2 +a? [+ C | [ G = patan g +C

J g =hlp+ Va2 —a?[+ 0| [ G5 = |52+ C, (2] > a)

OSNOVNA PRAVILA
o [(fi(z) £ fo(2)) dz = [ fi(z) dz £ [ fo(z)da.
e [cf(z)dz=c/[ f(z)dz.

e Uvedba nove spremenljivke 3
Naj bo z = z(t) odvedljiva funkcija. Ce ima funkcija f(x) nedoloCeni integral, obstaja tudi
nedoloceni integral funkcije f(x(t))2’(¢) in velja

[ 1wt = [ 16 wa.

e Integriranje po delih

/udv:uv—/vdu.

e sin(a) cos(b) = L[sin(a — b) + sin(a + b)],

Za poljubni realni stevili a in b velja

o sin(a)sin(b) = 3[(cos(a — b) — cos(a + b)],
o cos(a) cos(b) = 1[(cos(a — b) + cos(a + b)].
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DIFERENCIALNE ENACBE
Diferencialna enacba z locljivima spremeljivkama je oblike

Y (x) = f(z)g(y)

/ gc(lg) - / F(@)da.

Homogena diferencialna enacba je oblike

y(@ =1 (%)

in jo reSujemo

in jo reSujemo tako, da vpeljemo novo spremeljivko z = £. Posledi¢no je y = z- 2 in 3 = 2’z + 2.

Linearna diferencialna enacba prvega reda je oblike

y'(z) + f(2)y(z) = 9(=),
kjer sta f in g poljubni zvezni funkciji. ReSitev diferencialne enacbe pois¢emo v dveh korakih.

(i) Pois¢emo resitev homogenega dela y'(x) + f(z)y(x) = 0. Resitev oznacimo s yy.

(ii) Partikularno regitev lahko uganemo ali pa si pomogamo s pomocjo variacije konstante yp(x)

Cla)yu ().

Sposna resitev diferencialne enacbe je ys = yg + yp.
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