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Poglavje 1

Linearna algebra

1.1 Vektorski prostori
Definicija 1.1.1 Neprazni mnoZict V', ki je opremljena z operacijama
1. +:VxV =V,
2. FxV =V,
ki zadoscata pogojem
(i) Ve,yeV : x+y=y+uz,
(i) Ve,y,z€V 1 (z+y)+z=a+ (y+ 2),
(i) 30 e VVx eV 12 +0=0+2x =z,
(w)VeeV,3—z eV x+(—z)=(-2)+z=0,
(v) Ve,y e V,VAEF : A (z+y)=X-x+ Xy,
(vi) Ve e VYA peF: A+p)-z=X-z+p-x,
(vit) Ve e VYA peF : X (u-z)=(A-p) -z,
(viii) 31 € F, Yz eV : 1.2 =z,

pravimo vektorski prostor (nad obsegom F ). Elemente mnoZice V' imenujemo
vektorji, elementi F pa so skalarji. Nevtralni element 0 vektorskega prostora
(V,+,-) imenujemo nicelni vektor.

Definicija 1.1.2 Neprazna podmnozZica W wvektorskega prostora V' je wvek-
torski podprostor, ce je zaprta za seStevanje in mnoZenje s skalarji:
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e Vx,yeW :x+yeW;

eVaoeF inVeeW :a-xeW.

Naloge:

1.

Na mnozici R? naj bosta definirani operaciji seStevanja in mnoZenja s
skalarjem na naslednji nacin:

(21, 22) + (Y1,92) = (21 + Y1, T2 + y2)
A (z1,m2) = (21, A 12)

Ali je (R?, +, -) vektorski prostor?

Na mnozici R? naj bo definirano standardno se$tevanje, mnoZenje s
skalarjem pa na naslednji nac¢in

A (.Tl,LUQ, Ig) == (0, 07 >\.T3)
Ali je (R3, +, -) vektorski prostor?

Na mnoZici R? naj bo definirano standardno mnoZenje s skalarjem,
seStevanje pa na slede¢ nacin

(x1,22) + (Y1, 92) = (21 +3y1,222+ 1Y)

Ali je (R?, +, -) vektorski prostor?

. Naj bo M mnoZica vseh tock premice skozi koordinatno izhodisée v R?,

kjer imamo standardni operaciji seSteveanja in mnozenja s skalarjem.
Ali je (M, +, -) vektorski prostor?

. Naj bo M mnozica vseh tock premice, ki ne gre skozi koordinatno

izhodigée v R?, kjer imamo standardni operaciji sestevenja in mnoZenja
s skalarjem. Ali je (M, +, -) vektorski prostor?

. Ali je mnozica vseh polinomov s standardnima operacijama seStevanja

in mnozenja s skalarjem vektorski prostor?

Naj bo M = {(z1,75) € R*|z; > 0} opremljena s standardnima op-
eracijama. Ali je (M, +, -) vektorski podprostor od R??

Naj bo M = {(x1,29,73) € R® |22, — 29 + 23 = 0}}. Ali je (M, +,")
vektorski prostor (R?, +,-)?



9.

10.

11.

12.

13.

14.

Naj bo M, (R) vektorski prostor realnih n x n matrik s standardnima
operacijama seStevanja in mnozenja s skalarjem.

a) Ali je mnozica vseh diagonalnih matrik vektorski podprostor od
M, (R)?

b) Ali je mnozica vseh matrik oblike

3 b
0 c
vektorski podprostor od My(R)?

Naj bo Cla, b] mnozica vseh zveznih realnih funkcij na [a, b].

a) Ali je mnozica vseh polinomov stopnje kveéjemu n, R, [z], vek-
torski podprostor Cla, b]?

b) Ali je mnozica vseh funkcij, za kater je f(5) = 10 vektorski pod-
prostor od Cla, b], ¢e je a <5 < b?

Naj bo W mno#Zica tock ravnine skozi koordiantno izhodisée v R?. Ali je
W vektorski podprostor od R? s standardnima operacijama sestevanja
in mnozenja s skalarjem?

Naj bo W mnozica matrik oblike

0 a
b ¢
d e

Ali je (W, +, -) vektorski podprostor prostora pravokotnih matrik M;»(R)
s standardnima operacijama seStevanja in mnozenja s skalarjem?

Ali je mnozica vseh diagonalnih matrik skupaj s standardnima op-
eracijama seStevanja in mnozenja s skalarjem vektorski podprostor vek-
torskega prostora vseh zgornje trikotnih matrik skupaj s standardnima
operacijama seStevanja in mnoZenja s skalarjem?

Naj bo V' = Rs[z] vektorski prostor vseh polinomov stopnje kve¢jemu
pet in U = {p € V|p(0) =0}, W = {p € V|p(0) = 0}. Ali sta
(U,+,-) in (W, +,-) vektorska podprostora (V,+,-)?



1.2 Linearna neodvisnost

Definicija 1.2.1 Naj bo V' wvektorski prostor nad F in vy,...,v, € V. Za
skalarje aq,...,a, € F pravimo izrazu oblike ayv, + - - - + a,v, linearna kom-
binacija vektorjev vy,...,v, € V. Skalarji ai,...,a, so pri tem koeficienti
te linearne kombinacije. MnoZico vseh moznih linearnih kombinaciy vektor-
Jev vy, ..., v, imenujemo linearna ogrinjaca ali linearna lupina in oznacimo

L(vg,...,0p).

Definicija 1.2.2 MnoZica vektorjev vy, ...,v, € V je linearno neodvisna, ce
jge i+ ..+ v, =0, Ay, ..., A\, € F, samo takrat, ko je \y = ... =\, = 0.

Naloge:
1. Vektor @ = 9i + 45, razstavi v smeri vektorjev j = 2i — 3;’ ing=1i+2j.
2. Podan je pravilni Sestkotnik ABCDEF in d = 1@ ter b = ﬁ

(a) Vektorje 1@ , E, B? in ﬁ izrazi kot linearno kombinacijo @ in
b.

(b) V kaksnem razmerju BD deli AC?
3. Dokazi, da se diagonali v paralelogramu razpolavljata.

4. Poisci linearno lupino, dolo¢eno z vektorjema

#=(1,0,0,1) in = (0,2,0,—1).

5. Ali je linearna lupina vektorjev
00 n 10
10 01

6. Poisci tri razli¢ne mnozice, za katere bo veljajo, da je njihova linearna
lupina enaka Rs[z].

enaka Ms(R)

7. Ali je linearna lupina vektorjev

(a) & = (2,0,1), T = (—1,3,4), 75 = (1,1, —2);
(b) # = (1,2,—1), & = (3,—1,1), 75 = (—3,8,—5).

enaka R3?



10.

11.

12.

Preveri linarno neodvisnost vektorjev (1, —2, 3, —4), (-1, 3,4,2), (1,1, —

. Dani so vektorji iz R*:

71 =(1,-2,0,1), ¥ = (0,1,—-1,-3), 3 = (1,0, -2, =5), &4y = (—3,5,1,0).

Ali lahko 74 predstavimo kot linearno kombinacijo preostalih vektorjev?

Preveri, ali je naslednja mnozica vektorjev (matrik) linearno neodvisna.
(a) [0 0 0]7{0 1 0}7[0 0 o}'
1 00 1 01 001
wlai) o 7]
Ali so polinomi
pi(r) =22° — 2+ 7, po(x) = 2 + 4o + 2, in p3(x) = 2 — 22+ 4

linearno neodvisni?

Dokazi, da ¢e so vektorji @, b in € linearno nedovisni, potem so tudi
vektorji @ + b, b+ ¢ in ¢+ @ linearno neodvisni.



1.3 Baza

Definicija 1.3.1 MnoZica vektorjev B = {vy,vs,...,v,} C V je baza vek-
torskega prostora V, ce

(1) V= L(B) in
(ii) B je linearno neodvisna mnoZica.

Elemente baze imenujemo bazni vektorji.

Definicija 1.3.2 Vektorski prostor (V,+,-) je dimenzije n, ée njegova baza
moci n.

Naloge:

1. Ali je mnozica vektorjev

(a) fl = (2,0, 1), fg = (—1,3,4), fg = (1, 1, —2),
(b) Z = (1,—1,1), & = (0,1,2), F5 = (3,0, —1),
(C) Z)_S"l = (1,0, ].), ZfQ = (0,3,4), ZfQ = (1, ].,O), Z)_L”4 = (1, ]., ].)

baza prostora R3?
2. Dana je mnozica vektorjev
M ={(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0)} .
(a) Pokazi, da mnoZzica M ni baza prostora R*?
(b) Dopolni M do baze prostora R?.
3. Poiséi koordinatni vektor za p(z) = 4 — 2x + 322 glede na
(a) standardno bazo prostora polinomov stopnje kvedjemu dva R[],
(b) bazo B = {pi(x) = 2, p2(z) = —4x, p3(z) = 52® — 1}.
4. Kateri izmed
po(z) =2, pi(x) = =2z, po(z) = 1—4, py = 2> —4x, py(x) = 2°4+22+1.

tvorijo bazo prostora Ry[z]?

5. Ali sta mnozici {sin*z, % cos?z,5} in {ze”,e*"} linearno neodvisni v

vektorskem prostoru vseh zveznih realnih funkcij C(R)?
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6. Naj bo M5(C) mnozica kompleksnih 2 x 2 matrik.

(a) Poisci kako bazo kompleksnega prostora vektorskega prostora My (C).

(b) Poisci kako bazo realnega prostora vektorskega prostora My(C).

7. Dani so vektorji

171 = (1’ _17 1)7172 = (07 172)763 = (3707 _1)

(a) Pokazi, da vektorji dolo¢ajo bazo B prostora R3.
(b) Naj bo B’ standardna baza prostora R3. Izracunaj [u]g, Ce je
[U]BI = (9, —1, 8)
8. Dani sta mnozici B = {(1,—1),(0,6)} in C = {(2,1),(—1,4)}.

(a) PokaZi, da sta obe mnoZici bazi prostora R?
(b) Pois¢i matriko prehoda iz baze C v B.
(c) Pois¢i matriko prehoda iz baze B v C.
9. Danistabazi B = {(1,-1,1),(0,1,2),(3,0,—1)}inC = {(1,1,1), (1, 1,0), (1,0,0)}
prostora R3.

a) Pois¢i matriko prehoda iz baze B v standardno bazo.

(a)

(b) Pois¢i matriko prehoda iz baze C v standardno bazo.

(c) Pois¢i matriko prehoda iz standardne baze v bazo B.

(d) Pois¢i matriko prehoda iz standardne baze v bazo C.
)

(e) Pois¢i matriko prehoda iz baze B v bazo C.

10. Naj bo B standardna baza prostora Ms(R) in C = { X7, Xs, X3, X4},
kjer je
-3 0 }

10 2 0 0 1
&_hoy&_ﬁ4oy&_h1y&_{oz

(a) Poisc¢i matriko prehoda iz baze C v B.
(b) Poisci matriko, katere koordinatni vektor je [X]c = (-8, 3,5, —2).

11. Naj bo B standardna baza prostora polinomov stopnje kveé¢jemu dva Py
inC = {p1($)7 pQ(x)a p3(l')}7 kjer je Pl(x) =2, P2($) = —4x, pg(l’) =
S5x? — 1.

(a) Poiséi matriko prehoda iz baze C v B.
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(b) Poisci polinom, katerega koordinatni vektor je [x]c = (—4, 3,11).

12. Dana je mnozica U = {X € My(R) | AX = X A}, kjer je

0 1
A= [1 _1] .
(a) Pokazi, daje (U, +, -) vektorski podprostor v prostoru realnih 2 x 2
matrik Ms(R).

(b) Poiséi bazo in dimenzijo U.



1.4 Evklidski prostori

Definicija 1.4.1 Naj bo V' wvektorski prostor nad obsegom F, u,v,w € V in
A € F. Skalarni produkt vektorjev u in v je preslikava, ki vektorjema u in v
priredi realno stevilo (u,v) in zado$ca naslednjim pogojem:

(i) (u,v) = (v,u),
(11) (u+v,w) = (u,w) + (v, w),
(111) (Au,v) = X (u,v),

(iv) u# 0= (u,u) > 0.

Naloge:
1. Naj bosta v = (uq,ug,...,u,) in v = (vq1,vs,...,v,) poljubna vek-
torja iz R* ter naj bodo wy, ws, ..., w, pozitivna realna Stevila (utezi).

Pokazi, da je s predpisom

(u,v) = Z WUV
i=1
definiran skalarni produkt. (Ta produkt imenujemo uteZeni standardni
skalarni produkt v R™.)

2. Naj bosta u = (2,—1,4) in v = (3,2,0) vektorja iz R?, ki je opremljen
z utezenim standardnim skalarnim produktom, pri ¢emer so utezi w; =
1wy = §, w3 = 5. Izratunaj

(u, v) , [Jul], d(u,v).
Ali sta vektorja u in v ortogonalna glede na

(a) standardni skalarni produkt,

(b) utezeni standardni produkt iz prej$nje naloge?

3. Za p,q € R,[z] in za poljubno realno funkcijo u, definiramo

(pla) :/0 u(x)p(x)q(x) dx.

Ali je R, [z] s tako definiranim produktom evklidski prostor?



4. Za f,g € Cla, b] definiramo

(flg) = /0 F(2)g() da

Ali je Cla, b] s tako definiranim produktom evklidski prostor?

5. V prostoru M,,«,,(R) definiramo skalarni produkt matrik na naslednji
nacin
(A, B) =sled(BTA).
Ali je M, 5m(R) s tako definiranim produktom evklidski prostor? (Opomba:

sled kvadratne matrike A, sled(A), je vsota njenih diagonalnih elemen-
tov.)
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1.5 Ortonormirana baza

Definicija 1.5.1 Naj bosta u in v vektorja unitarnega prostora. Vektorja u
in v sta ortogonalna, ko je
(u,v) =0.

Definicija 1.5.2 Pravimo, da je mnoZica vektorjev S iz unitarnega prostora
ortogonalna, ce je poljuben par vektorjev iz S ortogonalen. Nadalje, pravimo
da je S ortonormirana mnozica, ce je S ortogonalna mnoZica in je norma
vsakega vektorja iz S enaka 1.

Definicija 1.5.3 Ce je B = {vy,vs,...,v,} baza evklidskega prostora or-
togonalna oziroma ortonormirana, potem jo imenujemo ortogonalna baza
oziroma ortonormirana baza.

Naloge:

1. Razsiri mnozico S = {(2,0,—1),(2,0,4)} v ortogonalno bazo prostora
R3 glede na standardni skalarni produkt.

2. Dolo¢i ortogonalno bazo prostora R?, ki vsebuje vektor v; = (1,2, 3).

3. Glede na standardni skalarni produkt skunstruiraj iz vektorjev v; =
(1,-1,0),v9 = (2,1,-3),v3 = (0,2,1)) ortonormirano bazo prostora
R3.

4. Iz baze v1 = (1,1,1,1),v, = (1,1,1,0),v3 = (1,1,0,0),vs = (1,0,0,0)
prostora RY s standardnim evklidskim skalarnim produktom skonstru-
iraj ortonormirano bazo.

5. Ali je mnozica V = {1, z,sin(z)} glede na definiran skalarni produkt,
o) = [ 1o

6. V evklidskem prostoru Rq[z] s skalarnim produktom

ortonormirana?

(pla) = / p(2)q(x) de

poisci kako ortogonalno bazo.

7. Glede na skalarni produkt v nalogi 5 skonstruiraj ortonormirano bazo
M5 (R).
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1.6 Fourierova vrsta

Naj bo f zvezna funkcija.

o0

f(@) =ao+ > (a, cos(naw) + b, sin(nzw)),
o

kjer je

w=op [ 1@

0 = % /_ Z F(z) cos(naw)

b= [ s,
o=,
Naloge:

1. Funkcijo f, f(x) = 2, razvij na [0, | v sinusno trigonometrijsko vrsto.

2. Funkcijo f, f(z) = 22, razvij na [0, 7] v kosinusno trigonometrijsko
vrsto in s pomocjo le-te izra¢unaj vsoto vrste

1 1
l—l—i—i-?—i—....

3. Naj bo a > 1. Funkcijo f : [—a,a] — R,

0 ; —alz<-1
flx)=qa ; -1<z<1
0 ; —-1<z<a
razvij v Fourierjevo vrsto.
4. Naj bo a > 1. Funkcijo f : [~a,a] — R, f(z) = cos(§), razvij v
Fourierjevo vrsto in izracunaj vsoto vrste i L
) ) L9k 1
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