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Diferencialni racun vektorskih
funkcij

Zanimale nas bodo vektorske funkcije, to so funkcije, ki slikajo iz
R™ — R™.

Najprej se bomo omejili na funkcije, katerih kodomena je R in jih imenujemo
skalarne funkcije, (n = 1), v nadaljevanju pa bomo pogledali e preostale, (n > 1),
torej vektorske funkcije. Spomnimo se, da je R™ karteziéni produkt n-faktorjev
R:

Rf'=RxRx---xR.

Elementi mnozice R™ so urejene n-terice:
x€ER"=x=(x1,29,...,2,), B, ER, Vi=1,....,n.

Vcasih jih enac¢imo z matrikami z enim samim stolpcem in n-vrsticami ter jih
imenujemo vektorji

X1
X2

X = (21,29, ...,2T,) =
T
V nadaljevanju bomo potrebovali skalarni produkt dveh vektorjev oz. urejenih

n-teric.

Definicija 1.1 Naj bosta x = (x1,%2,...,%,) iny = (Y1,Y2,...,Yn) elementa
mnozice R". Tedaj je njun skalarni produkt enak

<X7 Y> - Z TilYi -
=1



1.1. SKALARNE FUNKCIJE

1.1 Skalarne funkcije

1.1.1 Definicijsko obmocje in graf

Funkcije, ki slikajo iz R™ v R, imenujemo funkcije ve¢ spremenljivk ali tudi ska-
larne funkcije vektorske spremenljivke. .

Definicija 1.2 Funkcija n spremenljivk priredi vsaki tocki x = (x1,za,...,%,)
podmnozice D C R™ realno stevilo y = f(x) = f(x1,x9,...,x,), torej je presli-
kava

f:DCR"—=R.

MmnozZica D je definicijsko obmocje funkcije f.

Ce definicijsko obmoéje ni posebej podano, je to najve¢ja mnozica, za katero
je predpis f smiselen.

Zgled 1.3 Za naslednje primere funkcij vec spremenljivk poisci definicijska obmodija.

1. f(z,y) =+/1— 2% —y?

1—22—
2

y° = 0
% + 92 1

IN IV

Definicijsko obmoéje je krog v R? s polmerom ena, skupaj z robom.

2. f(z,y) =vV1I—a2+/1—¢2

1 — 2
1—y2

ANV
o

Definicijsko obmogje je kvadrat [—1,1]%.
3. Formula za izracun prostornine valja je f(r,h) = nr?h

r,h>0=D=R" xR".

4' f(x7yaz) = \/1_‘7"2_3/2_22

Definicijsko obmogje je krogla v R? s polmerom ena, skupaj z robom.
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

O funkcijah dveh (ali ve¢ neodvisnih spremenljivk) lahko govorimo le, ¢e so vse
spremenljivke definicijskega obmo¢ja D medsebojno neodvisne. V R? na primer
premica ali krivulja ni taka mnozica, medtem ko recimo kvadrat ali krog sta
primera mnozic, kjer sta obe spremenljivki medsebojno neodvisni. Za formalno
definiranje neodvisnosti potrebujemo pojem e-okolice tocke v R™, ki je posplositev
pojma okolice, ki smo ga spoznali pri Matematiki I.

Definicija 1.4 Naj bo ¢ > 0 in a = (ay,as,...,a,) € R". Tedaj je e-okolica
tocke a mnozica tock x = (x1, 22, ...,T,) € R", ki zados¢ajo neenacbi

Vi —a)? + (g —ag)? 4+ + (2, —an)2 < €.

V R? je to krog (brez roba) s polmerom €, v R? pa krogla (prav tako brez
roba). Prav zato bomo za e-okolico tocke a uporabljali oznako K (a).

Zdaj lahko formalno definiramo definicijsko obmocje funkcije ve¢ spremen-
ljivk.

Definicija 1.5 Podmnozica D C R" je lahko definicijsko obmocje funkcije n
spremenljivk, ce vsebuje kaksno e-okolico vsaj ene svoje tocke.

S pomocjo e-okolice lahko definiramo lego tocke glede na obmocje D.

Definicija 1.6 Naj bo D C R". Tocka x € D je notranja tocka mnozice D, ce
kaka njena e-okolica vsebovana v D. Tocka je zunanja tocka, ce kaksna njena
e-okolica ne seka mnoZice D. In nazadnje x € D je robna tocka, ce vsaka njena
€ okolica vsebuje tako tocke iz D kot tudi tocke, ki niso v D.

Ce je vsaka tocka mnozica D notranja, tedaj je D odprta mnoZica.

Tako je recimo v R? krog brez roba odprta mnozZica, z robom pa ne. Podobno
velja v R? za kroglo.

Funkcijo dveh spremenljivk f : D C R? — R lahko geometrijsko ponazorimo
z njenim grafom

U(f) =A{(z,y,2); (z,y) € D,z = f(x,y)} CR?,

ki predstavlja neko ploskev v prostoru R3.

Pri risanju grafa funkcije dveh spremenljivk so nam v pomo¢ nivojnice.

Definicija 1.7 Naj bo f : D C R? — R in naj bo ¢ € R. Nivojnica N, je
mnozica tock (z,y) € D, za katere velja

f(iﬁ,y) =cC.

3 Petra Zigert Pletersek



1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Poleg nivojnic za predstavitev grafa funkcije dveh spremenljivk uporabljamo
Se prereze. Prerez dobimo tako, da si izberemo neko krivuljo v D in gledamo,
kako se funkcija obnasa nad to krivuljo.

Zgled 1.8 S pomocjo nivojnic in prerezov predstavi graf funkcije:

a) f(z,y) =2+ ¢,

b) flx.y) = a2+ 42,

¢) flz,y)=/1—a22+ 42,
d) flz,y)=3-35—y

1.1.2 Zveznost in limita

Zveznost in limita funkcije ve¢ spremenljivk se definira na podoben nacin kot za
funkcijo ene spremenljivke. Najprej bomo nove pojme pogledali za funkcijo dveh
spremenljivk, ter jih zatem posplosili.

Definicija 1.9 Naj bo f : D C R? = R in L realno stevilo. Ce za vsak € > 0
obstaja 6 > 0 tak, da iz (z,y) € Ks(a,b), (z,y) # (a,b), sledi

‘f(xvy) - L’ <€,
tedaj je Stevilo L limita funkcije f v tocki (a,b) in pisemo

L= lim f(z,y).

(z,y)—(a,b)

Definicijo limite lahko posplosimo na funkcije ve¢ spremenljivk.

Definicija 1.10 Naj bo f : D C R® — R in L realno stevilo. Ce za vsak € > 0
obstaja 6 > 0 tak, da iz (x1,79,...,2,) € Ks(ay,a9,...,a,), (1,%,...,2,) #
(a1, as,...,a,), sledi

|f(z1,29,...,2,) — L| <,
tedaj je Stevilo L limita funkcije f v tocki (ay,as, ..., a,) in pisemo
L =lim f(z1,22,...,2,) .
X—a

Definicija 1.11 Funkcija dveh spremenljivk f : D C R?> = R je zvezna v tocki
(a,b) € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja § > 0 tak, da za vsako tocko (z,y) € Ks(a,b)
velja

|f(z,y) — fla,b)| < e.
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Zgled 1.12 Ali je funkcije f : R? — R, podana s predpisom
22— o

flay)={ TV

0 ; (z,y)=1(0,0)

; (w,y) #(0,0)

zvezna.

Opazimo, da je f(z,0) = 1, kar pomeni, da se tocke na x osi blizu (0,0) vse
preslikajo v 1, medtem ko se (0,0) preslika v 0, kar pomeni, da f ni zvezna.

Definicijo zveznosti lahko seveda posplosimo na funkcijo ve¢ spremenljivk.

Definicija 1.13 Funkcija ve¢ spremenljivk f : D C R™ — R je zvezna v tocki

(ay,aq,...,a,) € D, ée za vsak € > 0 obstaja 6 > 0 tak, da za vsako tocko
(x1,To,...,1,) € Ks(ay,as,...,a,) velja
|f(x1, 20, ... 2n) — flag,as, ... a,)] <e€.

Iz definicij zveznosti in limite neposredno sledi izrek.

Izrek 1.14 Funkcija vec spremenljivk f . D CR™ — R je zvezna v tock:
a= (ay,as,...,a,) € D natanko tedaj, ko je

lim f(z1,29,...,2,) = f(a1,a9,...,a,).
X—a

Podobno kot velja za funkcije ene spremenljivke, velja tudi za funkcije vec
spremenjlivk, da so vsota, razlika in produkt zveznih funkcij spet zvezne funkcije.
Kvocient zveznih funkcij je zvezna funkcija povsod tam, kjer je definiran.

Zgled 1.15 Ali je funkcija f: R™ — R, dana s predpisom

flxy, 20, 20) = 27,
zvezna?

Naj bo x € Ks(a), kar pomeni, da je \/> ;_, (zx — ax)? < d. Tedaj je

|f($1,1‘2,--~;$n)—f(ai,a2a---,an)| = |Ii—az'|
< \/ZZ:1 (zp — ag)?
< 9.

Tako za vsak € > 0 izberemo ¢ < €, s ¢imer zadostimo definiciji zveznosti.
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1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Vcasih je preprosteje preverjati zveznost v polarnih koordinatah, zato vpe-
ljiimo polarne koordinate in nato definirajmo zveznost. Ze pri kompleksnih stevilih
smo videli, da lahko lego poljubne tocke v ravnini R? opiSemo namesto v kar-
tezicnem koordinatnem sistemu s polarnimi koordinatami:

T = Tcosp

Yy = 7rsing,
kjer je polmer r > 0 in argument ¢ € [0,27) ter veljata zvezi
r = / 12 + y2

tany = g.
z

Poglejmo si zdaj zveznost v polarnih koordinatah.

Definicija 1.16 Funkcija dveh spremenljivk f : D C R? =+ R je zvezna v tocki
(0,0) € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja 6 > 0 tak, da za vsak r < ¢ velja

| f(r cosp, 7 sing) — £(0,0)] <e.

Nadalje je f zvezna v tocki (a,b) € D ¢e za vsak € > 0 obstaja § > 0 tak, da za
vsak r < 0 velja

|f(a+7 cosp,b+rsing) — f(a,b)] <e.

Zgled 1.17 Ali je funkcije f : R? — R, podana s predpisom

Y
S (z,y) # (0,0)
f(z,y) = vy
0 ; (0,0)

wezna?

Poglejmo, kako preverimo zveznost v polarnih koordinatah. Problemati¢na tocka
je samo tocka (0, 0).

r2(cos psin )

V/12(cos? p + sin? p)

1
f(r cosp,r sing) = =3 sin(2¢p) .

Tedaj je
1 1
|f(rcosp,rsing — £(0,0)| = |§rsin(230)| < SURE

Ce je za poljuben ¢ > 0 § = 2e¢, tedaj smo zadostili definiciji zveznosti v tocki
(0,0).

6 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Zgled 1.18 Ali je funkcije f : R? — R, podana s predpisom

ot 1 2y
> 9 (z,y) # (0,0)
flay) =4 © 1Y
0 :(0,0)

vezna?

Problemati¢na tocka je ponovno samo tocka (0,0). Poglejmo funkcijsko vrednost
v polarnih koordinatah:

12 cos? p(cos? @ + sin® )

. 2 2
7 oS, T sinp) = : =r’cos’ .
I/ 7 ?) 12(cos? ¢ + sin? @) 4

Tedaj je

|f(rcosep,rsing — f(0,0)] = [r*cos® p| < 7r? <.
Ce je za poljuben € > 0 § = /e, tedaj smo zadostili definiciji zveznosti v tocki
(0,0).

Zgled 1.19 Ali je funkcije f : R? — R, podana s predpisom

22 — g2
s & (xy) #(0,0)
flay)y=4 © 1Y
0 : (0,0)

zvezna.

[zracunajmo najprej funkcijsko vrednost v polarnih koordinatah:

72(cos? ¢ — sin? )

f(r cosp,rsing) = = €08 2¢.

72(cos? ¢ + sin® )

Funkcijska vrednost je neodvisna od r, kar pomeni, da se vse tocke na nekem
poltraku slikajo v vrednost cos(2¢). Tako se lahko dve tocki blizu (0,0), ena na
x osi, druga na y osi, slikata v 1 oziroma —1 in posledi¢no f ni zvezna.

Zgled 1.20 Pokazi, da je zvezna poljubna funkcija f oblike

gi(z,y) + g2(z,y) y
ELELIY () # (0,0
fla,y) = Ty
0 ; (z,y) =(0,0),
kjer je

lim x,y) = lim x,y)=0.
o oY) mmemm”( y)
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1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Preveriti moramo zveznost v tocki (0, 0):

g1(r cos p, r sin )rcos p + ga(r cos @, r sin p)rsin @
r

f(r cosp,rsing) =

= g1(r cos,r sin) cos @ + go(r cos,r sinp)sinp.

Iz predpostavke
lim gy (7 cos p, r siny) = lim go(r cos @, r siny) = 0
r—0 r—0

zato sledi
lin%f(r cosp, T sing) =0.
r—

Ker je limita v tocki (0,0) enaka funkcijski vrednosti v tej tocki, je funkcija
Zvezna.

1.1.3 Parcialni odvod

Naj bo D C R? odprta mnoZica in f : D — R funkcija dveh spremenljivk.
Izberimo tocko (a,b) € D. Fiksirajmo drugo koordinato b, prvo koordinato x
pa spreminjamo. Zanima nas, kako se pri tem spreminjajo funkcijske vrednosti
f(z,b). Funkcija f(x,b) je funkcija ene spremenljivke in pisimo f(x,b) = g(x).

Definicija 1.21 Ce obstaja limita diferencnega kvocienta

i 9@+ M) —g(a) . fla+h.b) = f(a,b)

h—0 h h—0 h ’

jo imenujemo parcialni odvod funkcije f po spremenljivki x v tocki (a,b) in ga
0znacimo
of

%(a, b) ali fu(a,b).

Geometrijsko gledano na vrednost f,(a,b) opisuje hitrost spreminjanja vrednosti
funkcije f, ¢e se iz (a,b) premikamo v smeri z osi.

Na podoben nacin definiramo odvod po drugi spremenljvki.

Definicija 1.22 Ce obstaja limita diferencnega kvocienta

bR —g) Sl b+ k) = (o,
k—0 k k—0 k

)

jo imenujemo parcialni odvod funkcije f po spemenljivki y v tocki (a,b) in ga
0znacimo

a—(a,b) ali  fy(a,b).

8 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Zgled 1.23 Izracunaj oba parcialna odvoda funkcije dveh spremenljivk

flz,y) =2* + 229 +ylnz + 3.

Parcialna odvoda sta enaka

felz,y) = 4a3+2y° + Yoin
x
fylz,y) = 4ay+Inzx.
Zgled 1.24 Poisci parcialna odvoda funkcije
Yy
——  (z,9) #(0,0)
[02 L 02
flzy) = Ty
0 ; (z,y) = (0,0).

Pracialni odvod izracunamo tako, da v tocki (0,0), kjer ne moremo uporabiti
pravil za odvajange, parcialno odvajamo po definiciji odvoda:

4 @L r 3

fx($, y> = ox = ($2 + y2)5 )
\ hth_m w \ 0
oy 3
Bl = % _ | @+
L hHlk_m w \ 0

Definicijo parcialnega odvoda lahko posplosimo na funkcije ve¢ spremenljivk.

Definicija 1.25 Ce obstaja limita diferencnega kvocienta

lim f(al,...,ai—l—h,...,an)—f(al,...,ai,...,an)’
h—0 h

jo imenujemo parcialni odvod funkcije f po spemenljivki x; v tocki (aq,as, . .., ay)
m ga 0znacimo
of
('33:2-

(a1, a9,...,a,) ali fp,(ar,a9,...,0a,).

9 Petra Zigert Pletersek



1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Definicija 1.26 Funkcija f : D C R™ — R je parcialno odvedljiva na D, ce
je parcialno odvedljiva v vsaki tocki obmocja D. Nadalje, f je zvezno parcialno
odvedljiva, ce so parcialni odvodi zvezne funkcije.

Zgled 1.27 Izracunaj parcialni odvod po x3 funkcije stirih spremenljivk

5 4
[y, w9, w3, 04) = 23wy + ™73 + 31y + w374 .

fx3(~7~:1,x2,$3,x4> = 4@x1+4$3+x4.

Funkcija n spremenljivk f(zq,zs,...,z,) ima torej n parcialnih odvodov pr-
vega reda, ki skupaj sestavljajo vektor iz R". Imenujemo ga gradient funkcije

f
gradf = (fa:lafxm . '7fxn) .

Zgled 1.28 [zracunaj gradient funkcije f v tocki (1,0,1,1).

5 4
f($1,132,$3, $4) = x1x9 + e 4 3y + T3y .

Gradient v poljubni tocki je
gradf(xy, v, x3,14) = (D179 + em1tizs x?, de™1 4% 4 g0 34 r3)

in v dani toc¢ki
gradf(1,0,1,1) = (€°,1,4¢e® +1,4).

1.1.4 Totalni diferencial

Definicija 1.29 Funkcija dveh spremenljivk z = f(x,y) je v tocki (a,b) diferen-
ciabilna, ce obstajata parcialna odvoda f,(a,b), f,(a,b) in je

f(a+hb+k) = f(a,0) + fola, )b+ f(a,b)k + o(h, k),
pi cemer za napako o velja

_ o(h, k)

lim —=—==0

(h.k)=(0,0) /% + k2
Izraz
df = fola,b) h + fy(a,b) k

imenujemo totalni diferencial.

Funkcija je diferenciabilna na obmocju D, ko je diferenciabilna v vsaki tocki
1z D.

10 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Ce upostevamo, da je = a + h in y = b + k poljubna tocka v okolici tocke
(a,b), tedaj za diferenciabilno funkcijo f velja

fz,y)=f(a,b) +df = f(a,b) + fo(a,b)(x —a) + f,(a,b)(y —b),

kar pomeni, da je totalni diferencial dobra ocena za prirastek funkcije. Gre za
linearno aproksimacijo funkcijske vrednosti v tocki (a + h,b+ k), saj enacba

2= [(z,y)=f(a,b) + fola, b)(z — a) + f,(y = D)

doloca enacho ravnine, ki jo imenujemo tangentna ravnina.

Zgled 1.30 S pomodcjo totalnega diferenciala izracunaj f(0,1.2), ce je

fla,y) =2 +y*.

£(0,1.2) = f(0,1)+ £.(0,1)(0 —0) + £,(0,1)(1.2 — 1)
= 14202

= 14.
FEksaktna vrednost je f(0,1.2) = 1.44, zato je napaka enaka 0.04.

Zgled 1.31 Izracunaj totalni diferencial funkcije

Z:f($ay)__
1

— —h——k
Y )
1

= —dx—%dy
Y )
ydr —xdy

= y2 .
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1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Zgled 1.32 Zaradi povisane temperature se polmer in visina valja povecata za 1
%. Za koliko % se priblizno poveca prostornina valja?

Vir,v) = wr?v

av Vedr +V,dv

V V

2rrvdr + mr? dv
2

mriy
2dr dv
= = 4
r v

= 2%+ 1% = 3%
Zgled 1.33 Pokazi, da funkcija f(x,y) = /2% + y? ni diferenciabilna v tocki
0,0).

Izrac¢unajmo parcialni odvod po x v tocki (0, 0):

£0.0) = Ty, 1080 = /(0.0)

h
) vh? -0
= limp0 —F
h
. h
= limy_o %
= =+l1.

Ker ne obstaja parcialni odvod, funkcija ne more biti diferenciabilna.

Obstoj parcialnih odvodov Se ne zagotavlja diferenciabilnost funkcije, kar nam
pokaze naslednji primer.

Zgled 1.34 Pokazi, da funkcija
LY

fay)={ VOV

0 5 (2,9)=1(0,0)

ni diferenciabilna v tocki (0,0), c¢eprav obstajata oba parcialna odvoda in je f
zvezna v tocki (0,0), kar smo preverili v Zgledih 1.24 in 1.17 .

; (z,9) # (0,0)
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Vemo ze, da sta oba parcialna odvoda v tocki (0,0) enaka 0. Ce bi bila f
diferenciabilna v tocki (0,0), potem

' O(ha k)
0 = hm(h,k)%(O,O)\/W

f(h,k) — f(0,0) — f,(0,0)h — f,(0,0)k

= limg (00 Vi 4 k2
» £, 1)
= 1m(h,k)a(0,0)\/ﬁ

hk

= limp k) (0,0) EEwEh

Ampak za h = k velja
f(h, k) : h?

im ——— = lim — =

1
(hk)=(00) VA2 - 2 (hk)—(0,0) 2h2 2
zato f ni diferenciabilna v tocki (0,0). Ce preverimo zveznost parcialnih odvodov
opazimo, da le-ta ni izpolnjena.
Ce k obstoju parcialnih odvodov dodamo njihovo zveznost in §e zveznost same

funkcija f, tedaj bo f diferenciabilna.

Izrek 1.35 Zvezna funkcija f : D C R? — R je diferenciabilna, ce je f zvezno
parcialno odvedljiva.

Dokaz. Naj bo

Af = flet+hy+k)=f(z,y) = fle+hy+k) = fle+hy)+f(@+hy) - f(z,y).
Po Lagrangeovem izreku obstaja £ med z in x + h tak, de je
fx+hy) = flz,y) = glz+h)—g()
= J(©)h
= folz+hyh 0<9<l1.
Na podoben nacin je
fle+hy+k)—flzr+hy = fle+hy+dk)k 0<vy<l1.
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1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Ker sta oba parcialna odvoda zvezni funkciji, je
fx(iﬂ + 191}% y) = fx(x7 y) + Ol(h)
fy(l’ + h’a Yy + 792k) - fy(xhy) + 02(h7 k) )
kjer limh_>0 01(h> =01in lim(h’k)ﬁ(gyo) OQ(h, k) = (. Tako je

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) N '

Ta limita je enaka 0, kar smo preverili v Zgledu 1.20. | |

Zgled 1.36 Lineariziraj funkcijo

1'2:1/
flz,y) = @+ )
v okolici tocke (1,2).

Ker sta parcialna odvoda v tocki (1,2) zvezni funkciji, smemo uporabiti aproksi-
macijo s totalnim diferencialom:

2zy(y? — %) 12
fa(z,y) NGRS = (1,2 =

2 2_3 2 11
) = S gy - -

flay) = fA+h2+k) = f(1,2) + fo(L,2)h + f,(1,2)k

— 12 . _ 11 4
= 1% 1Yt

Ce gledamo v prostoru R? kjer je f(z,y) = z, dobimo enaébo
122 — 11y — 1252 = 20,
ki doloc¢a tangentno ravnino.

Zgled 1.37 Poisc¢i obmocje, na katerem je funkcija f(x,y) = /22 — y? diferen-
ciabilna.

Preverimo zveznost obeh parcialnih odvodov in vidimo, da je problemati¢na
tocka (0,0), zato je obmocje zveznosti R? \ {(0,0)}.

Definicijo totalnega diferenciala lahko seveda posplosimo na funkcijo vec spre-
menljivk.
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Definicija 1.38 Funkcijan spremenljivk f(x1,xa,...,,) je vtockia = (ai,as, ..., a,)
diferenciabilna, ce obstajajo vsi parcialni odvodi f, (a), i =1,2,...,n in je

lim flar +hi,as+hoy oo oyan + hy) — flar,as, ..o an) — Y0 fo(8) By _0

h—0 Vh2+h3-+h2 '
Izraz

df = fr(a) by
=1

imenujemo totalni diferencial.

1.1.5 Posredno odvajanje

Gre za modifikacijo veriznega pravila, ki ga poznamo pri odvajanju kompozituma
realnih funkcije realne spremenljivke.

Izrek 1.39 Naj bo funkcija z = f(z,y) diferenciabilna, spremenljivki x in y pa
naj bosta odvedljivi funkciji parametra t, torej x = x(t), y = y(t). Tedaj je
z(t) = f(x(t),y(t)) posredna funkcija parametra t, katere odvod je enak

Aﬂ:%w@+%ww
Dokaz.
)t 2R =2 ).yl h) = F(0).0(0)

h—0 h h—0 h

Naj bo Ax = z(t + h) — z(t) in Ay = y(t + h) — y(t). Tedaj je
() + Ary(t) + Ay) - f(0).9()

h—0 h

(1) =
Ker je f diferenciabilna funkcija, je

fa(t)+Az, y(t)+Ay)—f(x(t), y(t) = fe(x(t), y(1)) At fy (x(t), y(t)) Ay+o(Az, Ay) ,

pri cemer je

I C T
(Az,Ay)—(0,0) A2r + AQy
Zato je
J(t) = limy faa(t),y() Az + fy(x(t),y(t)) Ay + o(Az, Ay)

h

= fo(z(t),y(t))limy_o % + fy(z(t),y(t)) lim % + lim
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1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Poglejmo zadnjo limito:

2 2
i, AT AY) L o(AeAy) V(A2 + (Ay)

h V(Az)? + (Ay)? h

o(Az, Ay)
(Az)? + (Ay)?

— \/(x(t + h})L - :v(t))Q .\ (y(t + hf)b - y(t)>2

= 0- /(@) + (W(©)?)

= 0.

= limaz,ay)—(0,0) v

z(t+ h) — x(t)

y(t+h) —y(t)
h

() = falx(t),y(1)) limp g + fy(x(t), y(1)) lim

h—0
= Ja(2 (), y(0)2'(t) + fy(x(t), y()y/'(¢) -
i

Pravilo za posredno odvajanje lahko uporabimo pri izracunu odvoda funkcije
ene spremenljivke, kar je ilustriranu na zgledu 1.40.

Zgled 1.40 Izracunaj odvod funkcije z(t) = (t + 1)
x(t) = t+1
y(t) =
2(t) = flat),y@) = ¥
2(t) = fo'(t) + fyy' (1)
= ya¥ 1+ a2¥nx2t

= (t+ D) (t+ 1) In(t 4 1)2t.
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Posledica 1.41 (Verizno pravilo) Naj bo zdaj funkcija z = f(x,y) diferencia-
bilna, spremenljivki  in y pa naj bosta diferenciabilni funkciji novih spremenljivk
u in v, torej x = x(u,v) in y = y(u,v). Potem je z posredno odvisna od spre-
menljivk u in v ter velja

0: _ 0jor 0oy
ou  Oxdu Oyou
0: _ 0j0r 00y
v Ordv dyov’

0z
Dokaz. Pri racunanju parcialnega odvoda — upostevamo, da je v = ¢ kon-

ou

stanta, kar pomeni, da sta z in y odvisni samo od spremenljivke u, © = z(u, c)
in y =y(u,c). Naj bo z = f(z(u,c),y(u,c)) = z(u). Po izreku 1.39 tedaj velja

2w) = Doy + Py

ox Jy
0= _ 0fox 0foy
ou  O0xrdu Oyou’
Podobno pokazemo za drugi parcialni odvod. | |

Posplositev veriznega pravila ima naslednjo obliko. Naj bo

Z:f<x):f(l'1,{]32,...,l’n)

diferenciabilna funkcija n > 1 spremenljivk, te pa naj bodo diferenciabilne funk-

cije m > 1 novih spremenljivk t,to, ..., t,, torej z; = z;(t1,t,...,t,) za vsak
1 =1,2,...,n. Potem je z posredno odvisna od spremenljivk t,%9,...,%, in za
vsak k=1,2,...,m velja

0z  Of Oxy  Of Oxy af oz,

(‘%k n 81’1 (‘%k 81’2 8tk al‘n atk )

Zgled 1.42 Naj bo z = f(r) in r = \/x? + y? polmer v polarnem koordinatnem
sistemu. Izracunaj parcialna odvoda.

0z  ofor . \x
2 ~ oros 1%
0z  Ofor y
oy ~ oroy ) )
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1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Parcialni odvod f,(a,b) opisuje hitrost spreminjanja funkcije f, ¢e se iz tocke
(a,b) premaknemo po premici, ki je vzpredna osi z, torej v smeri vektorja (1,0).
Podobno f,(a,b) opisuje hitrost spreminjanja funkcije f, ce se iz tocke (a,b)
premaknemo po premici, ki je vzpredna osi y, to je v smeri vektorja (0, 1). To idejo
lahko posplosimo na odvod v poljubni smeri. Ker zelimo spremembe funkcijskih
vrednosti v posamezni smeri med seboj primerjati po velikosti, naj bo smerni
vektor dolzine 1.

Smerni odvod funkcije f v smeri vektorja s je tako enak odvodu funkcije f vzdolz
premice, ki gre skozi tocko (a,b) in ima smerni koeficient enak 2. Pois¢imo
enacbo te premice v parametri¢ni obliki:

y = Z(x—a)+b

y—>b r—a

52 51
Tako se enacba premice skozi tocko (a,b) s smernim koeficientom 2 glasi

x(h) =s1h+a, y(h) =s2h+b, helR.

Zato je smiselna naslednja definicija odvoda v smeri.

Definicija 1.43 Naj bo s = (s1,52) poljuben vektor dolzine 1. Smerni odvod
funkcije f v tocki (a,b) v smeri vektorja s je

f(a.b) = Tim fla+hsi,b+ hsy) — f(a,b) |

h—0 h

Smerni odvod funkcije f v smeri vektorja s dolzine ena meri hitrost, s katero
se spreminja funkcija f, ¢e se iz tocke (a,b) premaknemo v smeri vektorja s =
(s1,52). Ce uporabimo standardno oznako za parameter ¢ = h in pisemo z(t) =
f(z(t),y(t)) je f(a,b) = z(0), torej je za tocko (a,b) parameter ¢t = 0. Iz formule
za posredno odvajanje sledi

8- of , . of

= fa(@(t),y(8) 51+ fy(2(2), y(t)) 52

Z upostevanjem, da je t = 0, dobimo formulo za racunanje smernega odvoda
funkcije f v tocki (a,b)

fs(a,b) = fula,b) sy + fy(a,b) 52
- <gradf(aa b),S> :

18 Petra Zigert Pletersek
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Formulo lahko seveda posplosimo na funkcijo ve¢ spremenljivk. Naj bo f: D C

R™ — R . Tedaj je odvod funkcije f(z1,xs, ..., 2,) v tocki (a, as, ..., a,) v smeri
vektorja s = (s1, 2, ..., 8,) enak
fs(ar,ag, ... a,) = fe(ar,a0,...,6,) 81+ + fo,(a1,a2,...,a,) S,

= (grad f(ai,as,...,a,),s) .

Zgled 1.44 Izracunaj odvod funkcije f(x,y,2) = 2%+ 3zy + 2* v tocki (0,1,1) v
smeri vektorja (—1,2,4).

Najprej normirajmo smerni vektor

Sp =

(—1,2,4).

—_

Tako je odvod v smeri enak

fs(0,1,1) =

S

(22 + 3y, 32,32%)(0, 1, 1), =(~1,2, 4)>

= £:((3,0,3),(~1,2,4))

o

To pomeni, da se vrednost funkcije poveca za \/% enot na enoto poti pri

)

premiku iz tocke (0,1, 1) v smeri vektorja (—1,2,4).

Vidimo, da so parcialni odvodi samo poseben primer odvoda v smeri.

Poglejmo e, kdaj ima smerni odvod fs(a,b) = (gradf(a,b),s) najvecjo vre-
dnost. Naj bo f funkcija dveh spremenljivk in naj bo gradient funkcije f v tocki
(a,b) nenicelen. V mnozici R? ima skalarni produkt dveh vektorjev geometrijski
pomen in sicer je enak produktu dolzin obegh vektorjev s kosinusom kota, ki ga
vektorja oklepata. Le-ta doseze maksimalno vrednost 1 pri kotu 0, kar pomeni,
da imata oba vektorja enako smer, v nase primeru je torej

s = Agradf(a,b), A € R\ {0}.

Vidimo, da bo smerni odvod maksimalen v smeri gradienta oziroma vektor gradf
iz tocke (a, b) kaze v smer, v kateri funkcijska vrednost f(x,y) najhitreje narasca.

19 Petra Zigert Pletersek



1.1. SKALARNE FUNKCIJE

1.1.6 Taylorjeva formula

Naj bosta parcialna odvoda funkcije f : D C R? —+ R spet parcialno odvedljiva
po obeh spremenljivkah. Obstajajo stirje taki odvodi, ki jih imenujemo parcialni
odvodi funkcije f drugega reda

L0 0L O oL
a2 9T ™M dxdoy Oy
_ 21 _ 0k _ o 0k

fyy_8_y2_ Ay’ fw—(‘?y(‘?x_ ox
Zgled 1.45 Poisci parcialne odvode drugega reda funkcije

f(z,y) = 2* 4+ 3ay* — 5oy + 2¢° .

fe=2x+3y*—5by , f,=12xy® — bz + 632,

fox = o 2x o fay = dy =12y 5,
0 0
foe = —8];/ =12y | f= —aj;y = 362y° + 12y.

Parcialne odvode drugega reda lahko definiramo tudi za funcije ve¢ spremen-
ljiivk. Funkcija f : D C R® — R ima n? parcialnih odvodov drugega reda
0% f

o = , 1<ij,<n.
fmzx] (99518% =bh=

Vsi parcialni odvodi drugega reda funkcije f sestavljajo Hessejevo matriko H, ki
je kvadratna matrika reda n

f:(:lcm fazlxg T fxla:n

| fzn;m fznzg e fwnzn i
Zgled 1.46 Poisc¢i Hessejevo matriko funkcije
f(z,y,z,u) =2+ 3yz +u’r —Inzu.
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Parcialni odvodi so

foo= w2t
fy = 3z

f: = 3y,

fu = 2ur—1Inzx.

Tako je Hessejeva matrika meSanih odvodov enaka
[ % 00 2u—1]

0 0 3 0

0 3 0 0

_2u—% 00 2z

Zgled 1.47 Poisc¢i mesana parcialna odvoda funkcije f v tocki (0,0), ce je

ry(z? — y?)
55'2—‘1‘292 ; (z,y) #(0,0)
flz,y) =
0 » (2,y) = (0,0).
Pois¢imo oba parcialna odvoda v poljubni tocki:
( ry(z? — y?)
iy y(at + 4a?y? — y)
— 2 1 ,2)2
Jola,y) = Ox = (4 97) :
\ h
( ry(z? — y?)
0 22+ o2 z(xt — 42?y? — y*)
—a 2 1 ,2)2
ol y) = Oy - (@ +47)
k) — 0
|ty 20D 100

Pois¢imo 8e oba meSana odvoda v tocki (0, 0):

fyx(()’()) = limy,_o fy(h70);fy(070) - 1
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1.1. SKALARNE FUNKCIJE

Na Primeru 1.47 vidimo, da meSana odvoda nista enaka. Naslednji izrek

govori o tem, kdaj bosta meSana odvoda enaka.

Izrek 1.48 Naj bodo v okolici tocke (a,b) zvezne funkcije f, fu, fy, foy 0 [y

Tedaj sta meSana parcialna odvoda v tocki (a,b) enaka
fa:y(aa b) = fyﬂf(aa b).

Dokaz. Definirajmo sledece funkcije

Af = fla+hb+h)— fla+h,b) — fla,b+h)+ f(a,b),

®(s) = flat+sb+h)—flatsb), 0<s<h,

V() = fla+hb+1t)— fla,b+1t), 0<t<h.

Af = (I)(h) — (I)(O) = q)/(Sl)h, 0<si<h

Af = \Ij(h) — CD(O) = \I//(tg)h, O0<ta<h
Odvoda funkcij ® in ¥ sta

P'(s) = fula+s,b+h)— fola+s,b) in

v'(t) = fyla+hb+t)— fla,b+1).

Zato je
Af = P'(s))h = (fela+s1,0+h)— fo(a+ s1,b))h
= ((fo)yla+s1,b+t1)h)h
= fzy(a+317b+t1)h2, O<t1<h
Af = V(t))h = (fyla+h,b+ts) — f,(a,b+t2))h
= ((fy)a(a+ s2,b+ t2)h)h
fyx(a+82,b+t2>h2, 0 < s9 <h
Sledi
fay(a+s1,0+t1) = fye(a+ 52,0+ t2)
+ h—0 +
fa:y(a7b) = fyx(a7b> .
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POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Ce druge parcialne odvode naprej odvajamo, dobimo parcialne odvode tre-
tjega in visjih redov. Tudi za te velja, da ¢e imamo zveznost, so mesSani parcialni
odvodi enaki.

S pomocjo parcialnih odvodov smo linearizirali funkcijo f(z,y) v okolici tocke
(a,b)
fla+h,b+k)=f(a,b) + f.(a,b) h+ fy(a,b) k.

S pomocjo visjih parcialnih odvodov in Taylorjeve vrste, lahko linearno oceno
izboljsamo.

Izrek 1.49 (Taylorjeva formula) Funkcija f(x,y) naj bo n + 1 krat zvezno par-
cialno odvedljiva na obe spremeljivki v okolici tocke (a,b). Tedaj velja

fla+h,b+h) = f(a,b)+ (fu(a,b) h+ fy(a,b)k)+

% (fou(a,b) h? + 2fu,(a,b) hk + f,,(a,b) k;Q) +

1
g (fxmc(a7 b) h3 + 3.f:ca:y(a> b) th + 3focyy(a> b) hk? + fyyy(aa b) k3) + o

1 [« (n\ O"f i

kjer je

1 n+1 1 an+1 ..
R“:WZ <”j )W_Zfayi(wﬁh,mﬁmh"“%z 0<d<1.
T =0

Opomba: (V) = —nl__ je binomski koeficent.

(n—1)l!
Dokaz. Naj bo 0 <t <1 in definirajmo funkcijo spremenljivke ¢ s predpisom
F(t) = f(a+th,b+tk).

Funkcija F' je prav tako n+1 krat zveno odvedljiva v tocki ¢ = 0 in jo lahko
zapisemo s pomocjo Taylorjeve formule

(t—0)*

F(0+1) = F(0) + (= 0) F/(0) + - F"(0) + -+

(t—0)"

n! F(n)(o) + Rn .
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Upostevajmo, da je x = a+th in y = b+ t k ter funkcijo F' posredno odvedimo:
d
F'(t) = Ef(a +th,b+tk) = f.(a+ th,b+tk)x'(t) + f,(a + th,b+ tk)y ()

= fula+th,b+th)h+ f,(a+ th,b+ th)k

F(0) = fula,b)h+ f,(a,b)k
Fi(l) = %(fx(a+th,b+tk:)h+fy(a+th,b+tk)k)

= (foxla+th,b+th)h+ fo,(a+thb+th)k)h+
(fyula+th,b+tk)h + fy,(a+ th,b+th)k)k

F'(0) = foula,0)h2 + 2fuy(a,0)hk + f,y(a, b)h?

Z matematicno indukcijo lahko pokazemo, da za n > 1 velja

i o f o
—\1i ox" 0y

Dobljene odvode vstavimo v Taylorjevo formulo funkcije F' in upostevamo, da je
F(1)=fla+hb+k),

s ¢imer je izrek dokazan. i

Ostanek R, je napaka, ki jo naredimo, ¢e vrednost funkcije f(a+h, b+k) ocenimo
z vsoto ¢lenov reda do n v Taylorjevi formuli. Ce je funkcija f(z, y) neskonénokrat
parcialno odvedljiva na obe spremenljivki in je

lim R, =0,

n—o0

tedaj lahko Taylorjevo formulo nadomestimo s Taylorjevo vrsto

21 (&K (n\ o ey
f(a+h,b—i—k): —< (,)ﬁ(a,b)h” ZH) .
;n! ; i ) Ox" 0y

Zgled 1.50 Razvij funkcijo f(x,y) = e**Y v Taylorjevo vrsto do clenov reda tri
v okolici tocke (0,0).
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1.1.7 Lokalni ekstremi funkcije ve¢ spremenljivk

Obravnavali bomo lokalne ekstreme funkcije dveh spremenljivk in zatem izpeljane
formule posplosili na funkcije ve¢ spremenljivk. Lokalni ekstremi funkcije dveh
spremenljivk so definirani na podoben nacin, kot ekstremi funkcije ene spremen-
ljivke.

Definicija 1.51 Zvezna funkcija dveh spremenljivk f(x,y) zavzame v tocki (a,b)
lokalni minimum, ce obstaja tak &, da je

f(x7y)_f(a’7b) ZO

za vsako tocko (z,y) € Ks(a,b). Podobno ima f(z,y) tocki (a,b) lokalni maksi-
mum, c¢e obstaja tak 9, da je

f(@,y) — fa,0) <0
za vsako tocko (x,y) € Ks(a,b).

Lokalni ekstrem je lokalni minimum ali lokalni maksimum.

Podobno, kot je za funkcijo ene spremenljivke potrebni pogoj za nastop lo-
kalnega ekstrema v tocke a pogoj f'(a) = 0, velja analogija pri funkcijah dveh
spremenljivk.

Izrek 1.52 (potrebni pogoj)
Naj bo D odprta in f : D C R* - R odvedljiva funkcija v tocki (a,b). Ce je
(a,b) lokalni ekstrem funkcije f, tedaj je

fa(a,b) =0 in fy(a,b)=0.

Dokaz. Recimo, da ima funkcija f v (a, b) lokalni minimum. Parcialni odvod po
spremenljivki = je enak

f.(a,b) = lim fla+ h,b) — f(a,b)

h—0 h

Ker ima f v (a,b) lokalni minimum, je za majhne h-je predznak Stevca nenega-
tiven. Ce je h > 0 in gledamo limito, ko gre h proti 0, je diferenc¢ni kvocient in
s tem limita vedno veéja ali enaka 0. Po drugi strani, ¢e je h < 0 in gledamo
limito, ko gre h proti 0, sta Stevec in imenovalec nasprotnega predznaka in zato
je limita manjsa ali enak 0. Torej je edina moznost

f (CL b): lim f(a+h7b)_f(aab)

h—0 h =0,

Podobno bi pokazali za parcialni odvod po spremenljivki y.
V primeru lokalnega maksimuma je dokaz podoben. i
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Zgled 1.53 Poisci lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = x? + y>.
fo = 2e=0=>2=0

fy = 2y=0=y=0.

Iz grafa funkcije f vemo, da v tej tocki nastopi lokalni minimum funkcije.

Definicija 1.54 Tocka (a,b) za katero je

fa(a,b) = fy(a,b) =0,
je stacionarna tocka.

Vsak lokalni ekstrem je stacionarna tocka, medtem ko obratno ne velja, kar kaze
zgled 1.55.

Zgled 1.55 Naj bo f(x,y) = zy.

Vidimo, da je f,(0,0) = f,(0,0) = 0, ampak tocka (0,0) ni lokalni ekstrem, saj
so v vsaki njeni okolici tocke, katerih funkcijske vrednosti so pozitivne in tocke,
katerih vrednosti so negativne. Tako stacionarno tocko imenujemo sedlo.

Velja, da ce v stacionarni tocki funkcija f nima lokalnega ekstrema, tedaj ima
f tam sedlo, a te trditve ne bomo izpeljali.

Podobno kot pri funkcijah ene spremenljivke, kjer nam drugi odvod pove, ali
v stacionarni tocki nastopi ekstrem, velja analogija za funkcije dveh spremenljivk,
¢e so le-te dvakrat zvezno parcialno odvedljive.

Izrek 1.56 (zadostni pogoj)
Tocka (a,b) naj bo stacionarna toéka dvakrat zvezno parcialno odvedljive funkcije
f:DCR? =R, kjer je D odprta mnoZica. Nadalje, naj bo

fmx(aab) :A7 fiﬂy(a’vb) :B, fyy(CL,b):C
in H(a,b) Hessejeva matrika funkcije f v tocki (a,b). Potem velja:

(i) ¢e je |H(a,b)| = AC — B? > 0, tedaj je v (a,b) lokalni minimum, ée je
A > 0 in lokalni maksimum, kadar je A <0,

(ii) ¢e je |H(a,b)| = AC — B* <0, tedaj je v (a,b) sedlo,
(iii) ce je |H(a,b)| = AC — B% =0, tedaj na podlagi drugih parcialnih odvodov

ne morem sklepati o obstoju lokalnega ekstrema v (a,b).
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Dokaz. Zapisimo Taylorjevo formulo za funkcijo f v okolici tocke (a, b) do ¢lenov
reda dva. Ker je (a,b) stacionarna tocka, sta parcialna odvoda enaka 0, zato je

fla+h,b+k)= f(a,b) + %(AhQ +2Bhk + CK*) + R, .
Za dovolj majhne h in k je ¢len R3 zanemarljiv in je predznak razlike
fla+h,b+k)— f(a,b)
odvisen od predznaka izraza
g(h, k) = Ah? +2Bhk + Ck?*,

ki ga za A # 0 lahko preoblikujmo

B?k* — B*k* _ (Ah+ Bk)* + (AC — B?)k?

_ 2 2
g(h, k) = Ah® + 2Bhk + CK* + 1 1

Loc¢imo naslednje primere:

(i) Ceje AC' — B? > 0, morata biti A in C razli¢na od 0 in enakega predznaka,
zato je izraz g(h, k) za vsak (h, k) # (0,0) enakega predznaka kot A. Torej,
¢e je A > 0, v tocki (a, b) nastopi lokalni minimum in ¢e je A < 0 je v (a,b)
lokalni maksimum.

(ii) Ce je AC' — B? < 0, moramo lociti dve moznosti in sicer je lahko vsaj eden
od A in C razli¢en od 0, kar pomeni da lahko preoblikujemo funkcijo g(h, k)
ali pa sta oba enaka 0.

Naj bo najprej A # 0. Potem je predznak izraza g(h, k) odvisen od izbire h
in k. Recimo, ¢e je k = 0, tedaj ima g(h, k) enak predznak kot A. Ce pa je
na primer Ah = — Bk, tedaj je predznak izraza g(h, k) nasproten predznaku
od A. Zato v tocki (a,b) ne more biti lokalni ekstrem. Podobno pokazemo,
ce je C' # 0.

Naj bosta sedaj A = C' = 0, kar onemogoca preoblikovanje funkcije g(h, k).
Iz AC — B? < 0 sledi, da mora biti B # 0 in posledi¢no je predznak izraza
g(h, k) = 2Bhk spet odvisen od izbire h in k. Ce je h = k, je izraz enakega
predznaka kot B, ¢e pa je h = —k, tedaj je g(h,k) ravno nasprotnega
predznaka kot B in zato ni ekstrema v (a,b).

(iii) Ce je AC — B? = 0, pri nekaterih & in k na predznak razlike f(a + h,b+
k) — f(a,b) vpliva celo ostanek Ry. Ce je recimo A # 0 in je Ah+ Bk =0,
je g(h,k) =01inje f(a+h,b+ k) — f(a,b) odvisna od ostanka Ry. Zato na
podlagi drugih odvodov ne moremo sklepati o lokalnem ekstremu.
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Zgled 1.57 Posci lokalne ekstreme funkcije

y 2
flzy) =oy+ =+~
r y
Y
fz(xvy) = _PZO
= y(:z:3 —1))=0=Ti(1,1),T5(1,-1)
2 1
fy(zy) = x—?Jr;:O
2y 1
5 T
H(x,y) =
(. y) . A
Ker je
detH(1,1) =8 >0
in

detH(1,-1) =8 >0,
ima funkcija f v (1,1) lokalni minimum, ter v (1, —1) lokalni maksimum.

Zgled 1.58 (Metoda najmanjsih kvadratov)

Naj bodo dane tocke A(0,0), B(1,3),C(2,5). Poiséi linearno funkcijo, ki se
najbolj prilega danim tockam tako, da je vsota kvadratov navpicnih odmikov naj-
majsa.

Poglejmo metodo najmanjsih kvadratov v splosnem, torej naj bodo (z;,v1),
1 =1,...,n dane tocke. Is¢emo linearno funkcijo y = kx + n tako, da bo vsota
kvadratov navpic¢nih odmikov tock od premice najmanjsa. Navpic¢ni odmik po-
ljubne tocke (z;,v) od premice y = kx +n je enak |y; — y| = |y; — (kx; + n)|.
Minimizirat moramo funkcijo

flhon) = (g — (kwi+n))*.
i=1
Za nas konkretni primer dobimo

fk,n) = n?+ (3 —k—n)>+(5—2k—n)?

fr(k,n) = —=283—k—n)—4(5—2k—n)=2(5k+3n—13) =0
falk,n) = 2n—283—k—n)—2(5—-2k—n)=2Bk+3n—-8) =0
D 1
k=2 pn==
2" 76
5,1
y=g5r+z.
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Iskanje lokalnih ekstremov funkcij ve¢ spremenljivk je v veliki meri odvisno
od Hessejeve matrike in v ta namen moramo definirati pozitivno in negativno
definitnost simetri¢ne matrike, le-ta pa je povezana s skalarnim produktom.

Definicija 1.59 Naj bo A simetricna matrika reda n. Ce za vsakx € R” razlicen
od 0 velja
(Ax,x) >0

pravimo, da je matrika A pozitivno definitna. Ce je
(Ax,x) <0
recemo, da je matrika A negativno definitna.

Dejansko se pozitivna oziroma negativna definitnost simetri¢ne matrike pre-
verja s pomocjo predznaka lastnih vrednosti, ki jih zaenkrat Se ne poznamo, zato
se lahko opremo samo na zgornjo definicijo.

Navedimo zdaj izrek, ki podaja zadostni pogoj za obstoj lokalnih ekstremov
funkcij ve¢ spremenljivk.

Izrek 1.60 Najbo f: D CR" — R, ki je zvezna in zvezno parcialno odvedljiva

do odvodov drugega reda. Nadalje naj bo a = (ay,as,...,a,) stacionarna tocka
funkcije f, torej za vsak 1 =1,...,n velja
fmz<a) =0.

Tedaj velja:

(i) ce je H(a) pozitivno definitna matrika, tedaj ima funkcija f v tocki a lokalni
minimum,

(i) ce je H(a) negativno definitna matrika, tedaj ima funkcija f v tocki a lokalni

maksimum.
i
Zgled 1.61 Poisci lokalne ekstreme funkcije f : D C R™ — R:
flxy,zo,. .., 2,) =23+ a7+ + 22,
Parcialni odvodi so f,, = 2x;, zato je stacionarna tocka (0,0, ...,0). Hessejeva

matrika (mesanih odvodov) je diagonalna matrika z 2 po diagonali, H = 21, in
za poljuben x # 0 € R” je

(Hx,x) = (2Ix%)
= (2(Ix),x)
= (2x,%)
= Y227 >0,
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kar pomeni, da je H pozitivno definitna v poljubni tocki, torej tudi v stacionarni
tocki in zato ima f v tocki (0,0,...,0) lokalni minimum.

1.1.8 Odvod implicitne funkcije in vezani ekstremi

Pri realnih funkcijah ene spremenljivke smo videli, da enacba
F(z,y)=0

lahko doloca implicitno podano funkcijo y = y(x), ni pa to nujno. Naslednji
izrek, ki ga bomo zaradi zahtevnosti in obsega navedli brez dokaza, podaja pogoj
za obstoj funkcije y.

Izrek 1.62 (Izrek o implicitni funkciji) Naj bo f(x,y) zvezna in diferenciabilna
funkcija v okolici tocke (a,b) in naj bo f(a,b) = 0. Ce je f,(a,b) # 0, obstaja
odvedljiva funkcija y = y(x), ki je definirana na neki okolici tocke a € R in
zado$ca pogojema
yla)=b in  f(z,y(z)) =0.
i

Posledica 1.63 Naj g(x,y) = 0 zadoSca pogojem izreka in doloca eksplicitno
podano funkcijo y = y(x) na neki okolici tocke a. Tedaj je

oy Gala,b)
y'(a) = @)’

kjer je y(a) = b.
Dokaz. Funkcijo g(x,y(z)) posredno odvajajmo po parametru z v tocki a

gz(a,b)
gy(a,b)

g'(a) = gx(a,b) 2"+ gy(a,b) y/(a) = 0= ¢/(a) = —

Zgled 1.64 [zracunaj odvod funkcije y = y(x)v tocki (1,1), ce je
vy +22%y —3=0.

V poljubni tocki je odvod enak

L ytday  y(+da) s (1 +42) 3(1 + 4xz)

r+222  x4+222 r+222 (4 222)2°

y(z) =

Tako je odvod v tocki x =1
15

y'(1) = n

30 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 1. DIFERENCIALNI RACUN VEKTORSKIH FUNKCILJ

Tako kot vse do zdaj spoznane pojme, lahko tudi izreko implicitni funkciji
posplosimo na funkcijo ve¢ spremenljivk, a tega ne bomo eksplicitno zapisali.

V nadaljevanju nas ne bodo zanimali lokalni ekstremi na celem odprtem
obmocju D, temve¢ ekstremi na neki krivulji K C D, katere tocke so v zvezi
g(z,y) = 0. Poglejmo nekaj problemov, ki nas bodo zanimali.

2 2
1. Poisci najvecjo vrednost funkcije f(z,y) = 22 + 4y na elipsi T + % =1

2. Poisci ekstrem funkcije f(z,y,2) = xyz, kjer tocka (z,y, z) zadosca zvezi
2+ 4+ 22 =1

3. Poisci ekstrem funkcije f(x1, xo, 23, 74) = 23 + 23 + 235 + 23 pri pogojih

T+ 2o —23+284 =2

201 — X0+ 23— 314 = 3.

Obravnavajmo najprej funkcije dveh spremenljivk, naj bo torej f : D C R? —
R in naj enacba g(z,y) = 0 dolo¢a neko krivuljo K na obmoéju D. Recimo, da
funkcija f doseze ekstrem v tocki (a,b) € K, torej je g(a,b) = 0. Ce g zadoica
pogojem izreka o implicitni funkciji, tedaj g(x,y) = 0 na neki okolici tocke a
dolo¢a zvezno odvedljivo funkcijo y = y(z):

g(r,y) =0 y=y(r).

S tem postane f(x,y) = f(x,y(z)) funkcija ene spremenljivke na okolici tocke a.
Ker ima funkcija f ekstrem v tocki a, mora biti odvod v tej tocki enak 0:

(f(z,y(x)) (@) = 0

fola,b)a'(a) + fy(a,b)y/(a) = O

9:(a, b))
(a,b) -1+ f,(a,b (—— =0
) 1 fyla) (20
Ce je gy(a,b) # 0, tedaj je
fy(a,b)
z(a,b) — (a,b) =0.
fofah) = 28 )
Oznac¢imo fy(@,b) = )\, s ¢imer dobimo pogoja
9y(a,b)

fI(a’ab)_/\gm(a,b) = 0
fyla,0) = Xgy(a,b) = 0.
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Upostevajo¢ pogoj g(a,b) = 0 potemtakem is¢emo lokalne ekstreme funcije

F(mvya)‘) = f(x,y) —/\g(x,y).

S tem smo izpeljali naslednji izrek.

Izrek 1.65 Ekstreme funkcije f(x,y) pri pogoju g(x,y) = 0 iscemo tako, da na
obicajen nacin iscemo ekstreme funkcije

F(x,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y).

S tem dobimo vse kandidate za eksreme razen tistih, za katere je

g(a,b) =0, g,(a,b) =0, g.(a,b) =0.

Zgled 1.66

72 2
Pois¢i nagvecjo vrednost funkcije f(x,y) = x? + 4y na elipsi 1 + % =1.

Nastavimo funkcijo F' in pois¢emo njene stacionarne tocke:
2 2
Fla,y,\) = 2® + 4y — A (”%H% - 1)

F, = 2z —2—

A
F, = 4—2¢=9
ZL‘2 y2
F, = —+Z _1=0.
A 17

Iz 1. pogoja sledi

zato loéimo dve moznosti:

1) z=0
Upostevamo to v preostalih dveh pogojih
A
2—-5=0
L 41=0

in dobimo y = +3, tako da sta mozni resitvi 77(0, 3) in T5(0, —3).
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2) A=2
V tem primeru dobimo sistem dveh enach
1-5=0
22
—+=—-1=0
4 + 9 ’
ki nima resitve, saj bi za y = 9 moral biti 2% = —32.

Za dobljeni tocki T in T poiséemo pripadajoci funkeijski vrednosti
f£(0,3) =12, f(0,—3) = —12

in vidimo, da je najvec¢ja vrednost funkcije f na dani elipsi dosezeni v tocki
Tl (Oa 3)

Izrek 1.65 lahko posplosimo na funkcije ve¢ spremenljivk.

Izrek 1.67 Ekstreme funkcije f : D C R™ — R pri pogojih g;(xy,...,x,) = 0,
1=1,2,...m < n i§¢emo tako, da iscemo lokalne ekstreme funkcije

F(ml,...,mn,)\l,...,/\m):f(:tl,...,xn)—Z)\igi(xl,...,:vn).
i=1

Zgled 1.68 Poisci ekstrem funkcije f(x,y,z) = xyz, kjer tocka (x,y, z) zadosca
wezi 12 +y? + 22 = 1.

Nastavimo funkcijo F' in pois¢emo njene stacionarne tocke:

F<x7y727)\) :$y2—)\(x2+y2+22_1)

F, = yz—2)\x:0:>)\:%
2x

F, = xz—Q)\y:O:>>\:%
2y
F, = 2zy—2\z=0

F, = 22+y*+22-1=0.

Iz prvih dveh pogojev smo izrazili A, zato je

yz  xz
Y
2(y* — x?)

=0 = z2(y*—2%)=0
y

Loc¢imo dve moznosti:
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1) 2=0

Ce je z = 0, tedaj je zy = 0, zato spet lo¢imo dve moznosti:

1.1) =0
V tem primeru je y? = 1 in resitvi sta 71(0,1,0) in T5(0, —1,0).
1.2) y=0

Podobno kot prej je zdaj x? = 1 in resitvi sta T3(1,0,0) in T4(—1,0,0).

2.) 22 —y*=0

V tem primeru je (x — y)(z +y) = 0, zato ponovno lo¢imo dve moznosti:

21) z=y
7 upostevanjem x = y dobimo sistem treh enacb
z
A= —
2
22 =2 2 =0
202+ 22 =1,
katerega resitev so tocke
V3 V3 V3
T5 5 ' a9 v o )
33 3
V3 V3 V3
TG o ' 9 v o )
33 3
V3 V3 V3
T7 T T v T v 9 )
3 33
V3 V3 V3
T8 __’ __7 5
3 3 3
22) x=—y
Podobno kot prej je z upostevanjem x = —y dobimo
z
A= —=
2
22 -2 2 =0
202+ 22 =1,
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in reSitev so tocke

NEERYE]

TlO _7__7__ M
3 3 3
V3 V3 V3

T11 T e v o 0 o )
33 3
NEIRVERERVE)

To\—F %>~ |-
37 3 3

[zracunamo funkcijske vrednosti funkcije f v vseh 12 tockah in vidimo, da
je v tockah Ty, T, T\o, T2 dosezen maksimum, v tockah Ty, Tx, Ty, T11 pa
minimum.

Zgled 1.69 Poisci ekstrem funkcije f(x1, o, T3,74) = T3+T3+75+23 pri pogojih
T1+ 29 — 23+ 214 =2

2%1—1‘2—}—1‘3—31'4 =3.

Nastavimo funkcijo F' in pois¢emo njene stacionarne tocke:
F(x1, 09,73, 04, A1, A) = 25 +a5+23+25 — A\ (01 + 20— 234224 —2) — Ao (201 —To+23—314—3) .
F,, = 2x1—X\ =2\ =0
F,, = 20o—XM+X=0
Fo,, = 2x3+XM —X=0
F,, = 2x4—2\+3X=0
F\y, = z1+2—23+224,—-2=0

F)\Q = 2$1—I2+$3—31’4—3:0
Dobimo 6 x 6 sistem linearnih enacb katerega resitev je

38 b} ) 1
xlz——,$2:2—3,$3:—ﬁ,x4:—2—3.
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1.2 Vektorske funkcije

V tem razdelku bomo zelo na kratko in povrsinsko pogledali vektorske funkcije
vektorske spremenljivke, to so funkcije ki slikajo iz R™ v R™. Zanimala nas
bo predvsem diferenciabilnost takih funkcij, ki nas bo pripeljala do resevanja
sistemov nelinearnih enacb. Nazadnje si bomo kot poseben primer skalarnih in
vektorskih funkcij pogledali skalarna in vektorska polja. pogle

1.2.1 Diferenciabilnost in nelinearni sistemi enacb

Sedaj nas bodo zanimale preslikave
F:R" —-R™,

ki jih imenujemo vektorske funkcije vektorske spremenljivke. Taka preslikava
doloca m funkcij

F = (f17f27~-7fm)'

Zveznost vektorske funkcije F' = (fi, fo, ..., fm) je direktno odvisna od zve-
znosti posamezne skalarne funkcije f; : R™ — R. Nas bo bolj zanimala diferenci-
abilnost vektorske funkcije.

Definicija 1.70 Naj bo D odprta podmnozica v R™. Funkcija F' : D — R™ je
diferenciabilna v tocki a € D, ce obstajata matrika J reda m X n in vektorska
funkcija O = (01,09, ...,04) : R" — R™ taki, da je

F(a+h)=F(a)+ Jh+O(h),

pri cemer je

VoW ()
h—0 «/h%—f—---—}—h%

F' je diferenciabilna na D, ko je diferenciabilna v vsaki tocki obmocja D.

=0.

Izrek 1.71 Funkcija F = (f1, fo,. .., fm) : R" — R™ je diferenciabilna v tocki
a odprtega obmocja D € R"™ natanko tedaj, ko so v tocki a diferenciabilne vse
funkcige f; :R* =R, i=1,...,m.

Dokaz.
F(a+h)=F(a)+Jh+ O(h)
fi(a+h) fi(a) Jin - Jin hy 01(h)
f2(a.+ h) _ f2§a) N ]%1 e an . h:2 N 02(:h)
fm(a+h) fm(a) Jml - Jmn hy, om(h)
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Poljubna vrstica je

kar pomeni, da bo F' diferenciabilna, ce je poljuben element matrike J parcialni

odvod

0fi
Jit = (J)ik .
i
Posledica 1.72 Matrika J je matrika parcialnih odvodov
of of
oz Ctt Ozp
of2 of2
Ofm Ofm
Ba1 T Oxa
ki se imenuje Jacobijeva matrika.
Posledica 1.73 F' je diferenciabilna, ce so funkcije f;, + = 1,2,...,m zvezno

parcialno odvedljive.

Ce je F diferenciabilna v tocki a, potem jo lahko lineariziramo v okolici tocke

F(a+h)=F(a)+ Jh.

Linearizacija vektorske funkcije F' se uporablja pri reSevanju sistemov nelinearnih
enach. Poglejmo, kako lahko pristopimo k resevanju nelinearnega sistema n enacb
z n neznankami podanega z:

fl(xlax%"'axn) =0

fz(l’l,l’g, e ,In) = 0

fo(21, 29, 2,) = 0.

Resevanje nelinearnih sistemov je zelo tezek problem in se resuje z uporabo
numeri¢nih metod. Diferenciabilnost vektorske funkcije nam omogoca naslednji
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pristop k resevanju takih sistemov. Nelinerani sistem najprej zapisimo v matri¢ni

obliki

fl(l'l,l'g,...,l'n) 0
fQ(l’l,l’g,...,iL’n) - 0
| ful@r @, ) | 0]
Funkcije f; naj bodo komponente vektorske funkcije F', ki naj bo diferenciabilne
na obmoéju D. Izberimo poljubno tocko a = (ay, as, . .., a,) obmocja D, ki je po

moznosti blizu zaenkrat Se neznane resitve nelinearnega sistema. Ideja je v tem,
da funkcijo F' lineariziramo v okolici tocke a

F(a+h)=F(a)+ J(a)h
oziroma, ¢e X = a + h, tedaj je
F(x)=F(a)+ J(a)(x —a).

Za nelinearni sistem je F'(x) = 0, zato je v primeru, da je Jacobijeva matrika
obrnljiva, resitev prvega koraka linearizacije enaka

Postopek ponavljamo, s ¢imer dobimo zaporedje priblizkov in ¢e je le-to kon-
vergentno, dobimo resSitev nelinearnega sistema na zahtevano stevilo decimalnih
mest natancno.

Zgled 1.74 Numericno resi sistem nelinearnih enacb
2 _
Yy —zrv+y=1

20+ 2y =6.

Nastavimo funkcijo F' in izberemo poljubno zacetno tocko, recimo ag = (0, 0).
F(z,y) = (zy* =z +y — 1,20+ 2y — 6).
Resujemo enacbo F(z,y) = (0,0), pri ¢emer potrebujemo Jacobijevo matriko
2wy —a+y—1) L2z +ay—6)
Ty =\ )
ey’ —e+y—1) 5 (2z+zy —06)
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in njen inverz je

) 1 x —2zy — 1
I (z,y) =
(Y2’ —1Dz—(y+2)(2zy + 1) =2 yr—1
Prvo tocko iteracije a; = (z1,y;) dobimo iz prvega iteracijskega koraka, kjer

upostevamo, da je zacetna tocka ag = (0,0)
(xla yl) = (07 O) - ‘]71(07 O)F(()? 0)

oziroma v matri¢éni obliki

HERH Nt

1
w
!

Postopek ponovimo na dobljeni tocki a; = (3,4), s ¢cimer dobimo naslednjo tocko
as = (T2, Y2):

HEHE I PN
Yo (4] 105 | ¢ & 12
_ (3,4 -1
oL4] 39
[ 53
- [§]-[%)
| 35 ~

S ponavljanjem iteracijskega postopka in ob upostevanju, da rezultate zaokrozamo
na dve decimalni mesti, dobimo

ag = (1.66,1.47), a, = (1.95,1), a5 = (2,1), ag = a;..

To pomeni, da ob zaokrozanju na dve decimalni mesti pridemo do resitve v petih
iteracijskih korakih. Dobljena resitev je v tem primeru tudi eksaktna reSitev
sistema, v splosnem je natancnost resitve dolocena z izbranim stevilom decimalnih
mest pri zaokrozevanju.
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1.2.2 Operacije na skalarnih in vektorskih poljih
Skalarno polje f je preslikava, ki deluje iz
f:R* = R.
Vektorsko polje f je preslikava, ki deluje iz
f:R* = R3.
Na skalarnih poljih smo ze vpeljali operacijo gradienta, ki skalarnemu polju
f priredi vektorsko polje, katerega komponente so posamezni parcialni odvodi

polja f. Za skalarni polji f in g, ter skalarja (konstanti) A in p ni tezko pokazati
naslednjih lastnosti gradienta:

(i) grad(A f + pg) = Agradf + pgradg,

(i) grad(fg) = feradg + ggradf.

Vpeljimo diferencialni operator nabla na slede¢ nacin
o 0 0
V=|— —,=—].
(8:70 Jy 82)

of of o
ax’ﬁy’az)'

Tedaj je gradient
gradf =V . f= (
Na vektorskih poljih pa lahko s pomocjo diferencialneg operatorja nabla vpe-
ljemo operaciji rotorja in divergence.

Definicija 1.75 Naj bo F vektorsko polje. Tedaj je divergenca vektorskega polja
F enaka

divF = (V,F) .
Rotor vektorskega polja F je enak

rotF =V x F.

Medtem ko je divergenca skalarno polje, je rotor vektorsko polje.

Iz definicij sledijo naslednje lastnosti obeh polj. Za vektorsko polje F, skalarja
A, i in skalarno polje f velja:

(i) div(AF + pu G) = AdivF + pdiv G,
(ii) div (fF) = fdivF + (F, grad f).
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Podobno velja za rotor
(i) rot (AF+pG) = Arot F + prot G,

(i) rot (fF) = frotF + grad f x F.

Zgled 1.76 Izracunaj obe operaciji vektorskega polja

F(.flﬁ',y,Z) = (‘TQ - yanZ - y27x2) .

0 0 0
div(z? — y%, 22 —yz,2%) = —(2° —9*) + =— (22 — y2) + —(2?
= 2x—2z
e €2 €3
rot(xz—y2,$2—yza$2) = % % %
22—y zz—yz 2?

= (1,0,0)(—x +vy) —(0,1,0)(2z) 4+ (0,0,1)(z — 2y)

1.3 Uvod v diferencialno geometrijo

Pogledali si bomo krivulje in ploskve v prostoru, ter nekah osnovnih geometrijskih
pojmov v povezavi z njimi. Ker je odvod tukaj bistvenega pomena, imenujemo
to podrocje diferencialna geometrija.

1.3.1 Kirivulje v prostoru

Naj bo K krivulja v prostoru R3. Vsaka tocka na krivulji K je dolocena s ko-
ordinatami (x,y, z). Krivulja je lahko podana z zveznima funkcijama y = y(x)
in z = z(x). Ko z pretece vrednosti na nekem intervalu, pripadajoce tocke
T(z,y(z), z(x)) lezijo na krivulji K.

Krivulja K je lahko podana tudi implicitno kot presek dveh ploskev F(z,y, z) =
0in G(z,y,2z) =0.
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Najbolj obicajen je parametriéni nacin podajanja krivulje. Ce uspemo kri-
vuljo K predstaviti kot sliko neke podmnozice realnih stevil (obic¢ajno intervala)
pravimo, da smo krivuljo K parametrizirali. Natancéneje, naj bodo

zvezne funkcije spremenljivke ¢ na intervalu [o, 8]. Za vsak t iz tega intervala
dobimo neko tocko krivulje K. Spremenljivko ¢ obi¢ajno imenujemo parameter.
S tem v bistvu dobimo vektorsko funkcijo skalarne spremenljivke ¢, ki jo oznac¢imo
r:

Zgled 1.77 FEnacba vijacnice v parametricni obliki

r(t) = (acost,asint,bt),t € R, a,b > 0.

r = acost
y = asint
z = bt

Ker je 22 + 4% = a? in z = bt, leZi vijaénica na plaséu valja s polmerom a.

V nadaljevanju si bomo pogledali tangento in normalno ravnino krivulje.

Naj bo krivulja K dana s parametrizacijo

r(t) = (z(t),y(t),2(t), te€lapbl.
Na krivulji K izberimo poljubno toéko T = r(a). Ce obstaja limita

lim r(a+h)—r(a) ’
h—0 h

je ta limita vektor, ki ga imenujemo tangentni vektor na krivuljo K v tocki a in
ga oznacimo r'(a). Ce so funkcije 2 = x(t), y = y(t), z = 2(t) odvedljive v t = a,
tedaj je

r'(a) = (2(a), ¥/ (a), 7 (a)).
Omenimo, da se obicajno za odvod parametra namesto oznake s ¢rtico uporablja
oznaka s piko:

Definicija 1.78 Premica, ki poteka skozi tocko T = r(a) krivulje K v smeri
vektorja r'(a), je tangenta na krivuljo K v tocki a.
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Poglejmo, kako pois¢emo enacbo tangente. Naj bo (z,y, z) poljubna tocka na
tangenti, tedaj je

(x,y,z) = r(a)+ Ar'(a)

(z,y,2) = (2(a),y(a), 2(a)) + A(2'(a),y'(a), #'(a)) .

Eliminiramo A in dobimo

r—w(@) _y—yla) _z-z(a)
va) g | #a)

Zgled 1.79 Poisci enacbo tangente na vijacnico v tocki (a,0,0).

Iz (acost,asint,bt) = (a,0,0) sledi, da je t = 0. Pois¢imo smer tangente v
poljubni tocki
r'(t) = (—asint,acost,b)

in Se v dani toc¢ki

r'(0) = (0,a,b).

Enacba tangente je
(,y,2) = (a,0,0) + A (0,a,b)

oziroma v odsekovni obliki p;
S=—r=a.
a a
Recimo, da je krivlja K podana implicitno, kot presek dveh ploskev
F(z,y,2)=0 in G(x,y,2)=0.

Naj bo r(t), r : [, 5] — K parametrizacija krivulje K. Tedaj sta ploskvi odvisni
od parametra t:

Fa(t),y(t), 2(t)) =0 in G(z(t),y(t),2(t)) =0, t € [a, 5].
Odvajajmo F' po t:
OF 0z  OF 0y OF 0z

arot Togot Tzt - Y
oF ,  OF ,  OF ,
Ge O+ G0+ G = 0

(grad,r’(t)) = 0.
Na podoben nacin dobimo

(gradG,r'(t)) = 0.
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Ce je
gradF' x gradG # 0,

tedaj je
r'(t) = A (gradF x gradG), .

S tem se enacba tangente na krivuljo K v tocki (a, b, c) glasi
(x,y,2) = (a,b,¢) + A (gradF' x grad@) .

Zgled 1.80 Poisci enacbo tangente na krivuljo K v tocki (6,9,9), ée je K dolocena
kot presek ploskev
=4z in 2 =24z.

Pois¢imo oba gradienat v dani tocki

grad(z? —4z) = (2z,0,—4)
= (12,0,—4),

grad(z® — 24z) = (322,0,—24)
— (108,0,—24).

Njun vektorski produkt je enak
(12,0,—4)x(108,0,—24) = 48((3,0,—1)%(9,0,—-2)) = (0,—144,0) = —144(0,1,0).
Tangenta ima smer vektorja (0, 1,0) in njena enacba je
(x,y,2) = (6,9,9) + X\(0, 1,0)
oziroma v odsekovni obliki

y=A+92r=6,2=9.

Definicija 1.81 Normalna ravnina krivulje K v tocki T' = r(a) € K je ravnina,
ki poteka skozi tocko T in je pravokotna na tangentni vektor.

Normala krivulje K v tocki T € K je vsaka premica, ki leZi v normalni ravning
i poteka skozi tocko T.

Enacba normalne ravnine parametricno podane krivulje K je enaka

(((z,y,2) —r(a)),r'(t)) = 0.

Ce je krivulja K podana implicitno kot presek ploskev F in G, tedaj je enacba
normalne ravnine v tocki (a, b, ¢) enaka

(((z,9,2) — (a,b,¢)), (gradF' x gradG)) = 0.
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Zgled 1.82 Dana je vijacnica
r(t) = (acost,asint,bt),t € R, a,b > 0.

Poiséi enacbo normalne ravnine v tocki r(0).

Vemo ze, da je
r(0) = (a,0,0) in 1'(0) =(0,a,b),

zato je enac¢na normalne ravnine v tocki (a,0,0) enaka
<((£L‘, Y, Z) - (av 0, 0)), (0’ a, b)) =0

ay+bz=0,zeR.

Poglejmo, kako izracunamo dolzino loka na krivulji oziroma loctno dolzino
krivulje K, podane parameti¢no

r(t) = (2(t),y(t), 2(1)), t€[o,f].

Na podoben nacim, kot smo to naredili pri izracunu loka funkcije ene spremen-
ljivke, razdelimo interval [, 5] na n podintervalov

a=tg<t1 < - <th1<t,=0.

Pripadajoce vrednosti na krivulji K povezemo z daljicami, s ¢imer dobimo poli-
gonsko ¢rto, katere dolzina je

10T, = ZTk—lTk = Z V(e — 251)2 4+ (Ye — Y1) + (26 — 251)2
k=1 k=1

Ce je ty, — ty_1 = 0y, tedaj z uporabo Lagrangeovega izreka dobimo

ToTn =) V(@ (1)60)? + (4 (€6)0%)2 + (' (mi)3%)?

Ker je (2/)%(t) + (v')*(t) + (2/)2(t) = (r'(t),r'(t)), je smiselna naslednja definicija.

Definicija 1.83 Naj bo K krivulja v prostoru R® podana s parametrizacijo r(t) =
(x(t),y(t),2(t)), tela,pB]. Tedaj je lotna dolzina krivulje K, I(K), enaka

B
l(K):/ V), v () dt .
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V primeru, ko je krivulja podana eksplicitno z enacbama y = y(z) in z = z(x),
x € [a,b], dobimo

b
I(K) = / V14 (y(2))2 + (2(x))2 dx .
Zgled 1.84 Poisci dolzino enega zavoja vijacnice.
UE) =[]0, r @) d
= fo% \/((—a sint,acost,b),(—asint,acost, b)) dt

= rVETRd
= 2mV/a? + 2.

1.3.2 Ploskve v prostoru

Ploskve v prostoru R? so lahko podane na razli¢ne nacine:
(i) implicitno z enacbo F(z,y,z) = 0 ali eksplicitno z enacbo z = f(z,y),

(ii) parametri¢no, kjer je ploskev podana kot slika odprte mnozice D C R? s
preslikavo r : D C R? — R3. (Pri tem mora biti preslikava r zvezna in
injektivna.)

Na primer:

(i) z=2+y?

(ii) r(u,v) = (u cosv,u sinv,u?), (u,v) € [0,1] x [0, 5].

Zgled 1.85 Zapisi enacbo plasca neskoncnega valja s polmerom a v parametricni
obliksi.

r(p,z) = (a cosp,asing, z), p € [0,2m), z € R.

Zgled 1.86 Zapisi enacbo sfere x? + y* + 22 = 1 v parametricni obliki.

r(p, ) = (cos p cos v, sin p cos ¥, sind), ¢ € [0,27), J € [—g, g]
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Naj bo ploskev P podana s parametrizacijo r : D C R? — R3.

Naj bo (ug,v9) € D C R? poljubna tocka in naj bo parameter v = vy kon-
stanten. Potem vse tocke, za katere je v = vy leze na krivulji r(u,vy). Podobno
tocke, za katere je u konstanten, leze na krivulji r(ug,v). Ti dve krivulji imenu-
jemo koordiantni krivulji. Skozi vsako tocko na ploskvi potekata dve koordinatni
krivulji. Tako na primer za sfero dobimo kot koordinatne krivulje poldnevnike
(meridiane), ko je ¥ = g in vzporednike, ko je ¢ = ¢g. Odvod koordinatnih
krivulj je enak

h(u) = r(u,v)
h/(U) - (:L‘u(u7U0)7yu(u7U0)a zu(u7UO)) = ru(“’a UO)
k(v) = r(ug,v)
k/('U) = (Iv(u07v)7yv(u07v)7zv(u07v)) = rv(uﬂ)v) .
Vidimo, da sta parcialna odvoda tangentna vektorja ustrezne koordinatne krivulje
v tocki r(ug, vo).
Pravimo, da je parametrizacija ploskve P reqularna, ¢e so funkcije x = z(u,v), y =

y(u,v), z = z(u,v) zvezno parcialno odvedljive in v vsaki tocki (u,v) € D velja

r,(u,v) X ry(u,v) #0.

Definicija 1.87 Naj bo ploskev P podana z regularno parametrizacijo r(u,v).
Normalni vektor ploskve P v tocki T = r(ug,vg), n(ug,vg) je enak

n(uo, Uo) = I'u(UO,’U()) X I‘U(UO,U()) .

Ravnino skozi tocko T z normalo n imenujemo tangentna ravnina ploskve P v
tocky T

Enacba tangentne ravnine v tocki r(ug, vo) je enaka
<<<‘T7 Y, Z) - I'(U(), UO))? n<u07 U0>> =0

(((z,y,2) — r(uo,v0)), Tu(uo, v0) X Ty(uo, v0)) =0,

kar je enako mesanemu produktu treh vektorjev

((x,y, 2) — r(ug,vp)), tu(to, vo), ry(uo, vo)) =0,

ki je enak determinanti matrike, katere vrstice so komponente posameznega vek-
torja.
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Zgled 1.88 Zapisi enacbo tangentne ravnine (enotske) sfere v tocki p = 3, ¥ =

Z.

r(p, ) = (cosycosd,sinpcosd,sind)
ToTy V2 V2

71 = (0 )

2 T2 )

r,(p, ) = (—singcosd,cospcosd,0)
51

|
o
o
wn
©
@
=
N3
|
a.
=
©
=.
=
N
o
o
wn
=

y+z = V2.

Poglejmo, kako se izraza tangentna ravnina implicitno podane ploskve, t.j. z
enacbo F(z,y,z) = 0. Ploskev P parametriziramo z regularno parametrizacijo
r(u,v)

r(u,v) = ((u,v),y(u,v), z(u,v)) € P, (u,v) € D C R?
oziroma
F(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) =0.

Izrac¢unajmo parcialna odvoda funkcije F"
OF 0x OF 0y OF 0z

b= %8u+6_y@u+§8u:0
(gradF,r,) =0
7 _ OFO0x  O0Fdy  O0F0z _

wov  ogov  ozow
(gradF,r,) = 0.

Ker je grad F' pravokoten na oba parcialna odvoda, ima smer njunega vektorskega
produkta
gradF' = A(r, X 1) .

Zato je enafna tangentne ravnine na implicitno podano ploskev F(x,y,z) = v
tocki T' = (a, b, ¢) enaka

((z,y,2) — (a,b,c)),gradF(a,b,c)) = 0.
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Zgled 1.89 Zapisi enacbo tangentne ravnine na (enotsko) sfero v tocéki (1,1,1).

Enacba enotske sfere je

F(r,y,2) =2 +y*+2°—1=0

in njen grafient v dani tocki je

gradF(z,y, z) = (2z,2y,2z) = gradF'(1,1,1) = 2(1,1,1).

Enacna tangentne ravnine je enaka

<((ZL’, Y, Z) - (17 17 1)) ) (17 17 1)>

rT+y+z

Definicija 1.90 Premica skozi tockoT' na ploskvi P v smeri normalnega vektorja
se imenuje normala na ploskev P v tocki T'.

Ce je ploskev dana z regularno parametrizacijo, tedaj je normala na ploskev
v tocki r(ug, vy) doloCena z enacbo

(x,y,2) = r(ug,vo) + A (ry(ug, vo) X ry(ug,vp)) -

V primeru implicitno podane ploskve, je enacba normale v tocki (a, b, ¢) dolocena

7 enacbi

(,y,2) = (a,b,c) + AgradF(a,b,c).

Zgled 1.91 Zapisi enacbo normale na ploskev z(x,y) = 2% — y* v tocki (2,1).

(z,9,2)
(z,9,2)

(z,y, 2)

z

(2,1,3) + A (22, -2y, —1) (2,1,3)

(2,1,3) + A (4, -2, 1)

(2,1,3) + A (4, -2, 1)

9
D p AN = =2
1
1
l—oxm A= 47
2
3—)\:>)\:_22+3.

Enacba normale je tako enaka

r—2 —y+1 —2+43

2 2
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1.4 Naloge

1.4.1 Definicijsko obmocje in graf

(a) f(z,y) =V1—-a>—y>+ /> +y*> —z,
(b) f(z,y) =In(zln(y — ),

(¢) f(x,y) =asin(l —y) + asin% :
2. S pomocjo nivojnic in prerezov skiciraj graf funkcije:
(a) flz,y) =4a®+y°,

(b) flz,y) =a*—2x+y* — 4y +6,
(c) flz,y) =2"—y*.

1.4.2 Zveznost in limita
1. Ali je funkcija f : R? — R, podana s predpisom
2zy
gy =4 Y
0 ; (0,0

) (ﬂf,y) 7& (Oa 0)

zvezna.
2. Ali je funkcija f : R?> — R, podana s predpisom
22y
2 | .2
flay) =4 © Y
0 5 (0,0)

) (m,y) # (07 O)

zvezZna.

3. Dolo¢i vrednost funkcije g : R* — R v tocki (0,0) tako, da bo le ta zvezna,
ce je
xy?

I\T,Y) = —F——=
()= =

za vsak (z,y) # (0,0).
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1.4.3 Parcialni odvodi in totalni diferencial

1. Poiséi parcialna odvoda funkcije
fla,y) = (® + 2y* — da)*.
2. Poisci parcialna odvoda funkcije
f(z,y) = vatan(zy)
3. Dana je funkcija f : R? = R
22y

flay) =4 TV
0 ; (0,0),.

(a) Ali je f parcialno odvedljiva?

(b) Ali je f zvezno parcialno odvedljiva?

4. 7 diferencialom izracunaj priblizno vrednost izrazov:

(a) In(+/1.03 + v/0.98) — 1.
0.97 - 1.04
(b) 099

5. Za koliko se priblizno spremeni prostornina kozarca v obliki stozca z visino
10 cm in polmerom 5 cm, ¢e se viSina poveca za 3 mm, premer pa zmanjsa

za 1 mm.

6. Ce ima polinom 2 + ax 4 b realni nicli, potem funkcija g paru (a, b) priredi

vecjo od obeh nicel polinoma.

(a) Poisci definicijsko obmocje funkcije g.

(b) Izracunaj priblizno vrednost v tocki (—1.01, —1.97).

7. Ce ima polinom x2 + az + b realni nicli, potem funkcija g paru (a, b) priredi

vecjo od obeh nicel polinoma.

(a) Poisci definicijsko obmocje funkcije g.

(b) Izrac¢unaj priblizno vrednost v tocki (—1.01, —1.97).
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1.4.4 Posredno odvajanje in Taylorjeva formula

1

w o

I[zracunaj odvod funkcije f(z) = (22 + 1)°82.
Izracunaj odvod funkcije f(z,y) = 22 +y% e jex = s — 2t in y = 2s + .

(a) Izraz = z, + y 2, pretvori v polarne koordinate.

(b) Izracunaj zgornji izraz za z = f(¥), kjer je f poljubna odvedljiva
funkcija.

Naj funkcija f(x,y) = 2zy-+x? opisuje temperaturno porazdelitev v ravnini.

(a) Izracunaj smerni odvod funkcije v smeri vektorja (1,1).

(b) Doloci smer, v kateri temperatura v tocki (1, 1) najhitreje narasca.

. Dana je funkcija f : R? - R

2 .2
o wars o En)#00)
r,Y) =
0 ; (0,0),.

Pokazi, da mesana parcialna odvoda v tocki (0,0) nista enaka. Utemelji
zakaj.

Razvij funkcijo f(x,y) = 2 + xy® v Taylorjevo vrsto do ¢lenov reda 2 v
okolici tocke (2,1).

1.4.5 Ekstremi funkcij dveh spremenljivk

1

Poisci lokalne ekstreme funkcije
flz,y) = a* +y° = 3xy.

Poisci ekstrem funkcije f(x,y,z) = xyz, kjer tocka (x,y, z) zadosca zvezi
iy 427 =1

Med vsemi stozci s povrsino 47 poisci tistega z najvecjo prostornino.

Poisci globalni ekstrem funkcije f(z,y) = 32? — 2zy + 3y? na krogu
2’ +y? < 4.

Poisci ekstrem funkcije f(z1, o, x3) = 2% + 23 + 73 pri pogojih

$1+[L‘2-[E3 =2

2x1—x2+a:3 =3.
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1.4.6 Vektorske funkcije vektorske spremenljivke

1. Dana je funkcija F' : R? — R?

f(x,y) = (" cosx,e” sinz).

a) Kam se preslika pravokotnik [1,2] x [0, 7].

b) Kam se preslika okolica tocke 7'(In 3, ).
2. Zapisi Jacobijevo matriko za sferne koordinate.
3. Zapisi Jacobijevo matriko za cilindri¢ne koordinate
x(r,p,z) =rcosp, y(r,p,z) =rsing, z(r,p,2) = z,

kjer jer > 0,0 € [0,27),2z € R.

1.4.7 Uvod v diferencialno geometrijo

1. Krivulja K je podana s parametrizacijo
. .t
r(t) = (t —sint, 1 — cost,4sin 5), teR.

(a) V tocki T(% — 1,1,2v/2) izracunaj enacbo tangente in normalne rav-
nine.

(b) Izracunaj locno dolzino med tockama T'(5 — 1,1, 2v/2) in T7(0,0,0).
2. Krivulja K je dana kot presek ploskev

Pt = A4
?+y? -2z = 0.

Poisci enacbo tangente v tocki (0,0, 2).
3. Krivulja K je podana eksplicitno z
t?=3y in 2zy=9z.
Poisci dolzino krivulje K" med tockama (0,0,0) in (3, 3, 2).
4. Krivulja K je podana parameti¢no
r(t) = (ach(t),ash(t),,at), a >0, ;t € R.
Poisci enacbo tangente na krivuljo K v tocki (3a,2a,aln2).
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5. Parametriziraj valj podan z
4+ =40<2<5,
ter poisci enacho tangentne ravnine v tocki (1,+/3,3).
6. Poisc¢i normalni vektor v poljubni tocki ploskve, podane z enacho

2+ +y* =0.

7. Ploskev P je podana s parametrizacijo
r(u,v) = (u cosv,u sinv,u® + 1), u > 0, v € [0,27).

(a) Skiciraj ploskev P.
(b) Poisci enac¢bo normale v tocki (0,2, 5).

(c) Poisci vse tocke na ploskvi P, v katerih gre tangentna ravnina skozi
koordinatno izhodisce.
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Laplaceova transformacija in
njena uporaba

2.1 Laplaceova transformacija

Laplaceova transformacija ima v inzenirski matematiki veliko uporabno vrednost,
saj problem resevanja diferencialnih enacb prevede na resevanje algrebrajskih
enach. Posebej uporabna je za reSevanje tezkih problemov v zvezi z diferencial-
nimi enacbami, za katere ne obstajajo analiticne metode resevanja. Nas cilj je
s pomocjo Laplaceove transformacije znati resiti sistem diferencialnih enacb in
prevesti parcialne diferencialne enacbe na navadne diferencialne enacbe.

Definicija 2.1 Naj bo f(t) dana funkcija, definirana za t > 0. Ce obstaja inte-
gral

F(z):/oooe“f(t)dt, zeC,

tedaj je F'(z) Laplaceova transformiranka funkcije f(t).

Transformiranko oznac¢imo tudi

Predpis
L: f(t)— F(2)

je Laplaceova transformacija.

Originalno funkcijo f(t) imenujemo inverz Laplaceove transformiranke ali krajse
inverz od F'(z) in pisemo

Predpis
L7V F(2) = f(1)

je inverzna Laplaceova transformacija.
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2.1. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

Poudarimo, da funkcija f : [0,00) — R, torej je realna funkcija realne spre-
menljivke, ki jo oznacujemo s ¢, saj se v praksi obi¢ajno nanasa na cas. Lapla-
ceova transformiranka F' je kompleksna funkcija kompleksne spremenljivke, saj

F:C— C.

Kaj sploh vemo o izrazu e **, kjer je 2 € C in t € R? Naj bo z kompleksno

stevilo z = a +1b. Tedaj je

et — 6f(a+i b)t

— e—at e—zbt

= e **(cos(bt) —i sin(bt)).

Poglejmo Se njegovo absolutno vrednost

le=#t = |e *'cos(bt) —ie ! sin(bt)]

= /(e cos(bt))? + (e=at sin(bt))?

= /(e 2)2(cos(b1))? + sin(b1))?)

=l

= e %> 0.

Zgled 2.2 Poiséi Laplaceovo transformiranko funkcije f(t) = t.

Uporabimo metodo integracije po delih:

F(z) = [Te?tdt

0

2z e?t

1 1 00
- O_Z_2€Zt ’0

= ~30-1)

1
= .

= -1t |x -I—% foooe’“dt

Definicija 2.3 Funkcija f : [0,00) — R je eksponentnega tipa, ée obstajata

konstanti M > 0 in c taki, da je

[f(t)] < Met.

o6
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POGLAVJE 2. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA IN NJENA UPORABA

Tako sta na primer eksponentnega tipa obe hiperboli¢ni funkciji, saj je
cht <e' in sht<e'.

Prav tako je eksponentnega tipa potencna funkcija, saj je

2 t3

t
n let = nl e
t" < nle n.(1+t+2!+3!+ ).

Za funkcije eksponentnega tipa velja naslednji izrek.

Izrek 2.4 Naj bo f (vsaj) odsekoma zvezna funkcija eksponentnega tipa. Tedaj
Laplaceova transformiranka F(2) funkcije f obstaja za vsa kompleksna Stevila z,
za katera je Re(z) > c.

Dokaz. Naj bo z = a4 ¢ 3. Naredimo naslednjo oceno za Laplaceovo transfor-
miranko: - -
[F(z)l = | [y f)e7=tdt| < [7 |f(t) ™| dt
= Jo If@lle*dt < [T 1f(t)] =" dt
< S Metertdt =M [ el dt

_ 1 e(c—a)trm _ M
0
C— C—

(0-1)

M .
= , Ceje c—a<0.
a—c

Pokazali smo, da Laplaceova transformiranka obstaja, ce je Re(z) = a > c. i

Zgled 2.5 Poisci Laplaceovo transformiranko funkcije f(t) = e*t, a € R.

F(z) = [Je=tertdt

= | ela=2)t qt

— 1 _(a—2)t |o©
afze |0

= —-L(0-1)

a—

1

z—a
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2.1. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

Izrek pove, da c¢e funkcija ne narasca prehitro, tedaj zanjo obstaja Laplace-
ova transformiranka za dolocena kompleksna stevila. Obstajajo pa funkcije, ki
ne zadoscajo pogojem Izreka 2.4, a vseeno lahko poiséemo njihove Laplaceove
transformiranke. Zaradi tega je Izrek 2.4 zadostni pogoj za obstoj Laplaceove
transformiranke, ne pa tudi potrebni pogoj. Primer funkcije, ki ne zadosca zado-
stnemu pogoju je funkcija f(t) = \/%, saj je limy_ % = 00. Izra¢unajmo njeno
Laplaceovo transformiranko.

Zgled 2.6 Izracunaj Laplaceovo transformiranko funkcije
f(z)=t*, a€eR.

Z vpejavo nove spremeljivke u = 2t = du = z dt izracunajmo integral:

Jmestdn = [y

z

- z“% fooo ute™™ d7u
Spomnimo se funkcije gama I'(z) = [°u*' e du, ki konvergira za z > 0. Tako
je
o [a+1)
L(t)() W,a>—1.

Tako za a = —= dob1m0

Za naravni eksponent n € N pa je

Ly = O

Ena od pomebnih lastnosti Laplaceove transformacije je linearnost:

L) +ng®)(z) = [~ e (Af(t) + pg(t)) dt
= [ e FINft)dt+ [T e tug(t)) dt
= A [ Tet f(t)dt+p [T et g(t)) dt
= AL(f@))(2) + uLg(1))(2)

Z upostevanjem linearnosti Laplaceove transformacije brez tezav izpeljemo
Laplaceovo transformiranko obeh hiperboli¢nih funkecij ch(wt) in sh(wt), w € R:

ﬁ(ch(wt)(z):c(%)(z)zé( L )

Z—Ww Z+w
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POGLAVJE 2. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA IN NJENA UPORABA

Tako je
z
L(ch(wt)(z) = R
in na podoben nacin izra¢unamo
w
L(sh(wt)(z) = Rk

Zgled 2.7 Izracunaj Laplaceovo transformiranko funkcije f(t) = cos(wt).

[zracunajmo Laplaceovo transformiranko
F(z) = L(cos(wt)) = / cos(wt) e *"dt
0

z integracijo po delih

u = cos(wt) dv = e #tdt
du = —wsin(wt)dt v o= —leFt
J cos(wt)e tdt = —Le*t cos(wi)|P — < [ sin(wt) e =t dt

Ponovno naredimo integracijo po delih

u = sin(wt) dv = e ?tdt
du = w cos(wt)dt v o= —let
in dobimo
F(z) = —1(0—cos0) =2 (=Le " sin(wt)[5" + 2 [ cos(wt) e~*" dt)
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Na podoben nacin lahko bralec sam za vajo izpelje

w
22+ w?’

L(sin(wt)) =
Poleg linearnosti bomo potrebovali Se naslednje lastnosti Laplaceove transfor-
macije.
L L f(1)(z) = L(f(t))(z — a)
Lt f(t)(z) = [y e f(t)e =" dt
= [ f@) e dt

— L(f(t)(z —a).

2. L(f(at))(z) = LL(F()(E), a> 0

Vpeljimo novo spremenljivko uv = at = du = a dt:
L(flat))(z) =[5 flat)e = dt

= Jo flw)em@r

= LLU) (3)
3. Za k > 0 naj bo
flt—k) ; t>k
f(t_k):{ 0 0<t<k.

L(f(t = k))(2) = e*FL(f(1))(2)

Vpeljimo novo spremenljivko v =t — k = du = dt:
LfE=k)(z) = [ flt—k)e*"dt
= [ ft—k)e=tat
= [ Fw)e 0 du
= e [ 7 f(u)e " du

e *RL(f(t))(2)
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4. Ce je poljuben odvod funkcije f funkcija eksponentnega tipa, tedaj je

L) () = 2"L(f (1)) (2)==" "1 f(0)==" 2 f/(0) = .2 f=2(0)— f"~1(0).
Uporabimo integracijo po delih
u = et dv = fO(t)dt
du = —ze ?tdt v o= fO(,.
7 zaporedno uporabo dobljene formule lahko izpeljemo:
LfM0)(=) =[5 [P (e =" dt
= [ + 2[5 fr (e dt
= —f00) + 2 L(FV(1)(2)
= —fOD0) + 2 (= f7P(0) + 2 LF2())(2))

= —f07(0) = 2 fO7P(0) + 2 (2 = FU7(0) + 2 LIS (1))(2))

= —fOD(0) — 2 f=D(0) — 22 fO-H) ... n3 F7(0)4
272 (= f0) + 2 LI (1))(2))

= —fD(0) = 2 fOD(0) — 22 fOH — o — B (0) -
22 f10) + 2" (= f(0) + 2L(f(1))(2))

= —fOD(0) — 2 fO=D(0) — 22 f(=B) .. 3 () —

272 f1(0) = 2" F(0) + 2" L(f(1)(2) .-

Za n =1 se formula glasi

L(f (0)(z) = 2 L{f(1)(2) = f(0).

5. L(" f(1))(2) = (=1)"LW(f(1)(2) = (=1)"F"(z2), n € N

Laplaceovo transformiranko odvajajmo po spremenljivki z do odvodov n-
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tega reda:
F(z) = [ ft)e=tdt

Fi2) = [ f)(-t)etde

F'(z) = [ fo)t2e=tdt

FM(2) : I f) (=)t e =t dt
= (=1)" [y (f()tr)e=tdt
= (=D)L f(1))(=).

6. Ce je f odsekoma zvezna in eksponentnega tipa, tedaj je
t
1
e[ 1mar) @)= et
0

Naj bo fg f(r)dr = g(t). Ker lahko funkcijo ¢ navzgor omejimo z

9@ = |fy Fr)dr| < fy £ dr
< fOtMe”dT:%(eCt—l), c>0,

je g funkcija eksponentnega tipa za katero vemo, da obstaja Laplaceova
transformiranka. Zaradi zveznosti je ¢’ = f in z upoStevanjem lastnosti 4.
dobimo

LgM)(z) = =zL(9(1))(2) = 9(0)

L)) = =L{o(0)(=) ~ 9(0) = 2 £lg(1))(=) ~ 0.
L)) = - LFD)(2).

Zgled 2.8 Uporabi izpeljane lastnosti pri izracunu Laplaceovih transformirank
naslednjih funkcij:

1. f(t) = e** cos(wt)
Ker je £(e!f(8))(2) = £(F())(= — a), je
L(e*" cos(wt))(z) = L(cos(wt))(z — a) =

Z—a
(z —a)?+w?’

62 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 2. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA IN NJENA UPORABA

2. f(t) = e sin(wt)

Ll sin(wt))(z) = L(sin(wt))(z — a) = (Z—J;W .
3. f(t) =e*"ch(wt)

L ch(wt))(2) = L(ch(wt))(z — a) = (Z_a);?_aﬂ .

4. f(t) =e**sh(wt)

L(e™ sh(wt))(2) = L(sh(wt))(z — a) = -

(z—a)?—w?’

5. f(t) =sin® t

Upostevamo, da je f'(t) = 2sintcost = sin(2t) v formuli

LIP0)(z) = =2L(f(1))(2) = f(0)
L(sin(2t))(z) = 2z L(sin?t)(z) — sin(0) = z L(sin®t)(2)
L(sin’t)(z) = L1L(sin(2t))(z) = 1225

Tabela 1: Osnovne Laplaceove transformiranke:

f(t) Lf@)(=2) || f() L(f(t))(z)
1 1
1 - et
z Z—a
1 “ zZ—a
t ; et cos(wt) m
. w
t2 ; et SlIl(QJt) m
N nl at zZ—a
t ZnJrl (& ch(wt) m
. T(a+1) . w
t , a > —1 W e tSh(Wt) m
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Tabela 2: Lastnosti Laplaceove transformacije:

LONS(E) +pg(t)(z) =

AL(F(8))(2) + 1 L£(g(1)(2)

L f()(z) = LIf({1))(z —a)

L(f(at)(z) = ;L(f1)(Z), a>0

L(f(t—k))(z) = e L(f(1))(2)

LUFO)LFM)(2) = 2" LI (1))(2) = 2" f(0) — 2" 2f/(0) — -+ — 2f07(0) —

FI0)

LIf'(1)(2) = 2L(f (1)) (2) — f(0)

L f(1))(z) = (1" LI (f(1))(2)

LU F(r)dr)(2) = LU (0)(2)

z+5 S Sa

Zgled 2.9 Za dano Laplaceovo transformiranko L(f(t))(2) = 135 poisci njen

inverz f(t).

f(t)

— 245 _ - z+5
£ (z2+—5z+5) =L ((z+i;2+4>

-1 z+1 -1 2
= L (_(z+1)2+4> +2£L ((z+1)2+4>

et cos(2t) + 2 et sin(2t)
e *(cos(2t) + 2 sin(2t))

242

Zgled 2.10 Za dano Laplaceovo transformiranko L(f(t))(z) = = poisci

njen inverz f(t).

f(t)

r-1 (Z;Q) _ 1 < (z—2)+4>

22—4z-5 (z—2)2-9

L7 () + £ (o)
e? ch(3t) + 3e* sh(3t)
7.5t 1 -t

66 66 .
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Drugi mozni nacin reSevanja je s pomocjo razcepa na parcialne ulomke:

z+4+2 A n B
(z—=5)(z+1) 2z—5 z+1°

Resitev sistema enacb je A = % in B = —%. Tako je

f0) = L7 () = £ (6

Zelo uporabna pri iskanju Laplaceovih transformirank je operacija konvolucije
dveh funkcij. Naj bo

F(z) = Lf(1)(2) in G(z) = L(g(1))(2) -
I3¢emo funkcijo h, katere Laplaceova transformiranka je enaka produktu F'(2)G(z).

Definicija 2.11 Naj bosta f, g zvezni funkciji. Tedaj je konvolucija funkcij f in

g, [ *xg, enaka
(G = [ gt =)

Uporabo konvolucije podaja naslednji izrek, katerega dokaz bomo izpustili,
saj sega na podrocje veckratnih integralov.

Izrek 2.12
L((f*9)(1)(2) = L{f())(2)L(g(t))(2) -

1
L) = =g
P = oq = =L () =
G(z) = . 41_ 5 = g(t) = L*l(ﬁ) o2t
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L (m) = L(F(2)G(2))
= (f*g)®)
= [y f(r)glt —7)dr

= f(f e Gl

_ t
= e ? [[eTdr

e 31t
- 3 € |0

et _ =2t

3
Nalogo bi seveda lahko resili tudi s pomocjo razcepa na parcialne ulomke.

2.2 Navadne diferencialne enacbe

Laplaceovo transformacijo lahko uporabimo pri reSevanju razli¢nih vrst navadnih
diferencialnih enach, kot tudi njihovih sistemov. Metoda je bolj ali manj upo-
rabna, odvisno od danega problema. Poglejmo si posamezne primere.

2.2.1 Linearne diferencialne enacbe s konstantnimi koefi-
cienti

Najprej se omejimo na navadne diferencialne enacbe prvega reda s konstantimi

koeficienti. Te sicer ze znamo reSevati, a poglejmo Se kako jih lahko resimo s

pomocjo Laplaceove transformacije.

Za Laplaceovo transformiranko n-tega odvoda funkcije f moramo poznati
f(0) in vrednost v tocki T = 0 vseh prvih n — 1 odvodov. To pomeni, da ne
moremo najti splosne resitve take diferencialne enacbe, temvec¢ le partiukularno
resitev pri danih zacetnih pogojih. Poglejmo nacin resevanja diferencialne enacbe
2. reda. Naj bo za neznano funkcijo # = z(t) dana diferencialna enacba

az 2" (t) + ay 2’ (t) + ag z(t) = ¢(t)

z zaCetnima pogojema x(0) = ¢1, 2/(0) = ¢o. Na celotno diferencialno enacbo
delujemo z Laplaceovo transformacijo

L(az2"(t) + a1 2'(t) + ao x(1))(2) = L(q(t))(2) -
Zaradi linearnosti Laplaceove transformacijo dobimo

ag L(z"(1))(2) + a1 L(2'(1))(2) + a0 L(2(1))(2) = L(q(1))(2) -
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Vpeljemo oznaki

Nadalje upostevamo pravili
L('(t))(2) = 2L(z(1))(2) — 2(0) = 2X(2) — &1
L(2"())(2) = 22L(z(t))(2) — z2(0) — 2/(0) = 22X (2) —zc1 — ¢
Tako dobimo
ay (22X (2) —zc1 —¢3) +ay (2X(2) —c1) +ag X(2) = Q(2),
ki je linearna enacba za neznako X (z):

Q(z) +arc1+zaseg +as ey

X(z) =
(2) as 22+ a1z + ag

Z uporabo inverzne Laplaceove transformacije dobimo resitev diferencialne enacbe
z(t) = L7H(X(2)).

Celotni postopek resevanja takih diferencialni enacb z Laplaceovo transfor-
macijo je relativno zamuden, zato ni preve¢ smiseln.

Zgled 2.14 S pomocjo Laplaceove transformacije resi diferencialno enacbo

2"(t) + 32 (t) + 22(t) = =2t — 1, x(0) =3, 2/(0) = —4.

L(x"(t)(z) = 2°X(z2) —2zx(0) —2/(0) = 2°X(2) — 32 + 4,
L(—2t—1)(z) = —25—1.

S tem smo diferencialno enacbo prevedli na algebrajsko enacbo:

2 1
2X(2) =32 +4+32X(2) — 9+ 2x2(2) =—=—-
z z

oziroma
322 4+522—2—2

X(z) = 22(22 4+ 32+ 2)
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Nastavek za razcep na parcialne ulomke je enak

A, B _C D

X =
(2) z+z2+z+2+z+1

in izracunani koeficienti so
A=1,B=-1,C=1,D=1.
Tako je inverzna Laplaceova transformiranka enaka

z(t) = LY X@E)=LT'(E-L+ 5+

z 22 2+2 z+1

x(t) = 1—t+e 2 4et.

2.2.2 Linearne diferencialne enacbe

Linearna diferencialna enacba nima nujno konstantnih koeficientov. Za tak tip
diferencialnih enacb nimamo analiticne metode, ki bi resila vsako tako enacbo.
Resevanje takih diferencialnih enach je tezek problem, ena od moznosti je iskanje
resitve s pomocjo razvoja v potenc¢no vrsto.

Z uporaba Laplaceove transformacije imamo orodje, ki nam pomaga, a tudi v
tem primeru postopek ni preprost. Poglejmo si uporabo na konkretnem primeru.

Zgled 2.15 S pomocjo Laplaceove transformacije resi diferencialno enacbo

ta"(t) +2'(t) +tx(t) =0, =x(0)=1,2(0)=0.

Na diferencialno enacho delujemo z Laplaceovo transformacijo:
L(z(t)(z) = X(2),
LE®)(2) = 2X(2) —2(0) = 2X(2) — 1,
L"(1))(z) = 22X(2)— 2z2(0) — 2/(0) = 22X (2) — 2,
Ltz®)(z) = (-1)'L(z(t))(2) = —X'(2)
Lta"(t)(z) = (—DLL"())(2) = —(:2X(2) — 2) = —22X(2) — 22X"(2) + 1.

S tem smo diferencialno enac¢bo drugega reda prevedli na diferencialno enacbo
prvega reda:

—22X'(2) =22 X(2) +1+2X(2) =1+ X'(2) =0
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oziroma
z

22 4 IX(Z> ’

ki je diferencialna enacba prvega reda z locljivima spremenljivkama:

X'(z)=—

dX(z) =
X(z) 2241
InX(z) = —in(z*+1)+C
D
X = .
=) 22 +1

Ideja nadaljnega resevanja je, da funkcijo razvijemo v potencno vrsto

1 1 1-3 1-3-5
X(z):D(———+ -~ +)

z 223 222155 233127

ter ¢lenoma izvedemo inverzno Laplaceovo transformacijo

x(t) = £ (D (l — 95T 222'3,25 - 2%“5??'57 - ))

z

_ 1 t2 1.3 ¢4 1-3:5
- D( _§§+222!Z_233!§”')

Opazimo, da je resitev ena od Besselovih funkcij.
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2.2.3 Sistemi diferencialnih enac¢b

Spoznali bomo, kako lahko s pomocjo Laplaceoe transformacije reSujemo sisteme
diferencialnih enach. Na sistem linearnih diferencialnih enac¢b delujemo z Laplace-
ovo transformacijo, s ¢imer prevedemo problem na reSevanje obic¢ajnih(algebrajskih)
linearnih enacb, katerega neznanke so Laplaceove transformiranke. Ko le-te
poiscemo, uporabimo na njih Se inverzno Laplaceovo transformacijo.

Zgled 2.16 S pomocjo Laplaceove transformacije resi sistem diferencialnih enacbh
() = x(t)+y(t)+¢€
y(t) = —z(t) +yt) —e,

ée je x(0) =1 in y(0) = 3.

Pois¢imo Laplaceovo transformiranko posameznih clenov:

S tem smo sistem diferencialnih enac¢h prevedli na sistem linearnih enach:

2X(2)—1 = X(2)+Y(2)+ 2

z—1

2Y(2)—3 = —X(2)+Y(z)- -2

z—1"

v katerem sta X (z) in Y (z) neznanki. Resitev sistema je enoli¢na in je enaka

X() 22422 —14
z _—
(z—1)(22—22+2
322 -8 4
Y(z) B z zZ+

(z—=1)(z2—=22+2)

Razcep na parcialne ulomke da rezultat

X(Z> - _zil + 222722—"2%2
_ 1 42—6
Y(Z> = —:=3 7t z2—z2z+2 :
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Nazadnje izra¢unam Se obe inverzni Laplaceovi transformiranki:

_ — 1 z—1 1
w(t) = L7 <_z—_1 T 2(2—1)2+1 + 4(z—1)2+1>

= —e' 4+ 2efcost +4elsint

e 1 2—1 1
y(t) = L <_z—l + 4(z—1)2—|-1 o 2(z—1)2+1>
= —e'+4efcost —2e'sint.
Zgled 2.17 S pomocjo Laplaceove transformacije resi sistem diferencialnih enacb
visjega reda

() +y'(t) =t

2'(t) —y(t) = e,
ée je x(0) = 3, 2/(0) = =2 in y(0) = 0.

Postopamo enako kot v prejsnjem primeru in resitev je
z(t) = 24 3(t* +e "+ cost — 3sint)

y(t) = 2—3(e" +cost—3sint).

71 Petra Zigert Pletersek



2.3. PARCIALNE DIFERENCIALNE ENACBE

2.3 Parcialne diferencialne enacbe

Parcialne diferencialne enacbe (krajse PDE) so diferencialne enacbe, v katerih
se pojavljajo (parcialni) odvodi neznanih funkcij f : R™ — R. Red parcialne
diferencialne enache je red najvisjega parcialnega odvoda v parcialni diferenci-
alni enachi. Neodvisne spremenljivke funkcij v parcialni diferencialni enacbi so
obicajno prostorske koordinate x,y, z in(ali) ¢as t. Za ilustracijo poglejmo nekaj
primerov takih enach, od katerih bomo kasneje nekatere tudi resili.

1. Laplaceova enacha

Naj bo f : R® — R. Dvakratno zaporedno delovanje operatorja nabla V na
funkcijo f da:
Vif = V(Vf)

= V(o fy; [2)

= fzx + fyy + fzz

— Af.

Operator
A = V?

je Laplaceov operator, imenovan tudi diferencialni operator. Tedaj je
Af:fx:c+fyy+fzz:0
parcialna diferencialna enac¢ba drugega reda.

2. Valovanje (nihanje)

Pu (8% Pu  O*u

o 8x2+8y2+022)’ ceRT.

3. Prenos toplote

ou 5 (Pu  Pu  Du N
Friaks (8x2+3y2+822)’ ceRT.

4. Tok stistljive tekocine
dp

E )

kjer je p = p(x,y, z,t) gostota tekocine, v hitrost stiskanja in t cas.

div(pv) = —
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S pomocjo Laplacove transformacije smo resevanje nekaterih navadnih dife-
rencialnih enacb in njihovih sistemov prevedli na resevanje algebrajskih enacb
oziroma sistema linearnih enac¢b. Tudi nekatere (linearne) parcialne diferenci-
alne enacbe funkcij dveh spremenljivk s konstantnimi koeficienti lahko resujemo
s pomocjo Laplaceove transformacije. Problem sicer ne prevedemo na algebrajsko
enacho, temve¢ na navadno diferencialno enacbo.

Dano parcialno diferencialno enac¢bo funkcije f(x,t) prevedemo na navadno
diferencialno enac¢bo tako, da pois¢emo Laplaceovo transformiranko parcialnega
odvoda funkcije f po eni od spremenljivk, naj bo to x:

E(%) (2) = /Ooo 01 (@) et gy

ox

_ a > —zt
= 896/0 flx, t)e " dt

Vidimo, da dobimo navadno diferencialno enacbo za transformiranko F(z, z).
Nazadnje uporabimo inverzno Laplaceovo transformacijo, s ¢imer dobimo resitev
prvotnega problema. Ilustrirajmo metodo na primeru nihanja polneskonéne strune
in prenosa toplote v eni dimenziji.

Zgled 2.18 Nihanje strune

Polneskoncna struna (zelo dolga vrv ali struna) je vpeta v koordinatni sistem
tako, da struna leZi na pozitivnem delu osi x, s ¢imer je njena zacetna tocka v
koordinatnem izhodiscu. Zacetno tocko zanthamo, pri cemer se wval Siri vzdolZ
strune. Funkcija u(zx,t) za vsak trenutek t pove lego delca z absciso x in zado$céa
parcialni diferencialni enacbi

OPu(x,t)  ,0%u(x,t)

=c"———>c>0.
ot? Ox?
Na zacetku struna miruje, zato sta zacetna pogoja enaka
ou
u(z,0)=0 m —(x,0)=0.
(2,0) ~(2,0)

Robna pogoja sta dolocena z gibanjem strune in sicer se naj zacetni del giblje v
skladu z neko funkcije f(t) = u(0,t), neskonéni del pa naj miruje, torej naj bo
lim, 00 u(z,t) = 0.
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Oznacimo Laplaceovo transformiranko funkcije u glede na spremenljivko t z
L(u(z,t))(z) = U(zx, z). Privzemimo, da lahko zamenjamo vrstni red odvajanja
in integriranja, s ¢imer je

0*u(z,t) * Pu(x,t)
E(—aaﬂ ) = /0 2 © dt

2 (e%]
— %/ u(x,t) e *tdt
= Jo

0?U(z, 2)
or?

Izvedimo Laplaceovo transformacijo se na levi strani PDE:

L (%) = 22 L(u(z,t))(z) — zu(x,0) — %(m,O)

= 22L(u(z,t))(2)

= 22U(z,2).
Tako z delovanjem Laplaceove transformacije na PDE dobimo

2 02U (x, 2)

2
2 Ul z) = 0z

To je navadna diferencialna enacba 2. reda s konstantnimi koeficienti (homogena)
za neznano funkcijo Uz, z) glede na spremenljivko x, z pa je parameter. Zapisimo
jo kot

0?U(x,z) 2*
Tz 2V =0
in resimo: )
NoZ o=
)\1,2 = 4£Z

Ulr,z) = Oy(z)e 4+ Cy(z)ec”

Pri iskanju koeficientov C(z) in Cy(z) moramo upostevati, da je odmik u(z,t)
omejen, ko gre x — oo. Posledi¢no zato obstaja njegova transformiranka U (z, 2),
kar pomeni, da je Cy(z) = 0. Tako je

U(0,2) =Ci(2).
Iz robnega pogoja f(t) = u(0,t) in L(f(t))(z) = F(z) dobimo
F(z)=L(f(t))(z) = L(u(0,t)(z) = U(0,2) = C1(2) =U(0,2) = F(2).
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Tako je
Ulz,z) = F(z)e <",

Uporabimo pravilo o pomiku

Ule,2) = e S L(f ) = £ (f (1= 2)) (),

kjer je

1(e-9)-

Inverzna Laplaceova transformiranka je tako

u(z,t) :f<t—£> :

Cc

Zgled 2.19 Prenos toplote v eni dimenziji(difuzijska enacba)

Pri obravnavi tega problema se bomo omejili na prenos toplote samo v smeri
x-08t. Prav tako predpostavimo idealno zunanjom izolacijo, kar pomeni da ni
izmengevanje toplote z okolico. Naj bo u(x,t) temperatura palice na mestu x ob
casu t. Spremembo toplote podaja diferencialna enacba

ou(z,t)  , Pu(x,t)
c .

ot 0x?

Zacetna temperatura palice naj bo enaka O stoping, torej je zacetni pogoj

u(z,0)=0.

Nato zacetek palice segrevamo s konstantno temperaturo Ty, zato je
u(0,t) =T .

Obenem naj bo temperatura na poljubnem mestu palice omejena, zato je

lim u(z,t) < co.
t—o0

S tem smo dolocili oba robna pogoja.
Oznacimo Laplaceovo transformiranko funkcije u glede na spremenljivko t z

L(u(z,t))(z) = U(x, z). Podobno kot v prejsnjem primeru je

r Pu(z,t)\  0*U(x,z2)
2 o ox2
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Izvedimo Laplaceovo transformacijo Se na levi strani PDE:

L <8u(:p,t)) =z L(u(x,t))(z) —u(z,0) = 2U(x, 2) .

ot
Z delovanjem Laplaceove transformacije na PDE tako dobimo
0*U(x, 2)
U =227
2U(z,2) =c R

ki je navadna diferencialna enacba 2. reda s konstantnimi koeficienti (homogena)
za neznano funkcijo U(x, z) glede na spremenljivko z, z pa je parameter. Tako je

0?U(z, 2)
Resitev je podobna kot pri nihanju, torej
N—Z% =0
Mg = %

C

Uz,2) = Ci(z)eC%+ Cy(z)ec?

Pri iskanju koeficientov C(z) in Cy(z) moramo upostevati, da je lim; o u(x,t) <
00, zato obstaja transformiranka U(z, z), kar pomeni, da je Cy(z) = 0. Tako je

Iz robnega pogoja u(0,t) = Ty in L(u(z,t)))(z) = U(z, z) dobimo

U0, 2) = L(u(0,)(2) = L(Ty)(2) = Toé = Oy(z) = % |

Tako je
T v
Ulx,z) = —e ¢
z

Iskanje inverzne Laplaceove transformiranke je v tem primeru bolj zapleteno in
sicer si pomagamo z rezultatom

(25 )0 ) w05

pri cemer je erf funkcija napake

erttw) = 2 [ o7

in erfc njen komplement, erfc(w) = 1 — erfc(w). Obe sta neelementarni funkeiji.
Tako je

i) £ (Bet?) e (7)< (1 ().
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Zgled 2.20 Poisci resitev PDE

ou 0%u
_ = — 2
at(az,t) 8$2(x,t),0<:17< ,t>0

ce je zacetni pogoj dolocen z
u(z,0) = 3sin(27z)
in sta robna pogoja enaka

u(0,t) =0, u(2,t) =0.

Postopamo kot v primeru difuzijske enacbe in iskana funkcija je

3sin(2mx)
z + 4m?

u(z,t) = L7} ( > — 3sin(2mz)e 4"t
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Linearna algebra

Linearna algebra najde svoj prostor pri kemikih in kemijskih tehnologih na razli¢cnih
podrocjih. Na primer pri dolo¢anju talis¢ in vreliS¢ nekaterih organskih spojin,
nadalje so lastne vrednosti tesno povezane s fizikalno kemijskimi lastnostmi pre-
nekaterih molekul in nepogresljive pri resevanju sistemov diferencialnih enach, s
katerimi opisujemo procese, in nazadnje ne moremo brez vektorskih prostorov v
kvantni kemiji, kjer se preucuje struktura atomov.

3.1 Vektorski prostor

Definicija 3.1 Naj bo V neprazna mnozica, na kateri je definirana binarna opa-
racija sestevanja in za komutativen obseg O naj bo definirana operacija mnozenja
s skalarjem:

Vx,y eV : x+y€eV ... seStevanje,

VxeV, VAeO : AxeV ... mnozenje s skalarjem.

Ce so 1zpolnjeni pogoji

(i) x+y=y+x,

(it) (x+y)+z=x+(y +2),

(i) 30 €V, Vx eV :x+0=0+x =X,

(iv) Vx eV, 3—x €V x4+ (—x) = (—x) +x =0,

(v) Vx,y e V,VA € O: Ax+y)=x+ )y,

(vi) Vx € V, VA € O : (A4 p)x = Ax + px,

(vii) Vx € V, VA, € O : A(ux) = (A p)x,
(viti) A1 € O, Vx €V : Ix = x,

tedaj je V vektorski prostor nad obsegom O. Ce je © =R, je V realni vektorski
prostor.
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Opomnimo, da je operacija seStevanja binarna operacija iz V x V — V), in
operacija mnozenja s skalarjem je operacija iz O x V — V. Nas bodo v glavnem
zanimali samo realni vektorski prostori.

Zgled 3.2 Na mnozici R® naj bosta definirani standardni operaciji sestevanja in
mnozenja s skalarjem:

(21,72, 23) + (Y1, Y2,¥3) = (¥1 + Y1, 02 + Y2, T3 + y3) ... sestevanje,
A(xy, 29, x3) = (A, Ao, A 23) ... mnoZenje s skalarjem,
pri cemer je X = (1,72, 73),y = (Y1,%2,y3) € R® in A\ € O. Ali je R® s tako

definiranima operacijama vektorski prostor?

Ni tezko preveriti, da so izpolnjeni vsi zahtevani pogoji, kar naj bralec sam
preveri.

Vektorski prostor R3 iz Zgleda 3.2 je vsem znan trirazsezni realni vektor-
ski prostor. Njegove elemente imenujemo geometrijski vektorji, saj jih lahko
geometrijsko predstavimo v trirazseznem koordinatnemu sistemu z usmerjenimi
daljicami in jih obi¢ajno oznacujemo x = 7. Veliko znanja o geometrijskih vek-
torjih smo pridobili v srednji Soli in se na tem mestu ne bomo posebej ukvarjali z
njimi. Trirazsezen vektorski prostor lahko posplosimo v viSje dimenzije, s ¢imer

dobimo n-razsezen realni vektorski prostor R™, kar si bomo pogledali na nasle-
dnjem Zgledu 3.3. V tem primeru so vektorji oz. elementi prostora R"™ urejene
n-terice.

Zgled 3.3 Na mnozZict R™ naj bosta definirani standardni operaciji sestevanja in
mnozenja s skalarjem:

(1,0, ..y xn) + (Y1, Y2, - Yn) = (T1+ Y1, T2+ Yoo o, Tn + Yn)
sestevanje,
ATy, 29,0 x,) = Az, ATo, .., ATy)
mnoZenje s skalarjem,
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pri cemer je X = (T1, T2, ..., 2n), Y = (Y1,Y2, -, yn) ER" in A € O. Ali je R" s
tako definiranima operacijama vektorski prostor?

Tudi v tem primeru ni tezko preveriti, da so izpolnjeni vsi zahtevani pogoji,
kar naj bralec sam preveri.

Zgled 3.4 Na mnoZici R® naj bosta definirani operaciji sestevanja in mnoZenja
s skalarjem na sledec¢ nacin:

(21,22, 23) + (Y1, Y2, y3) = (5701 + Y1, T2 + Y2, 73+ y3) ... sestevange,

ANxy, z9,m3) = (21, AT2,23) ... mnoZenje s skalarjem,

pri cemer je X = (21,72, 73),y = (Y1,%2,93) € R3 in A € O. Ali je R® s tako
definiranima operacijama vektorski prostor?

Preverimo (vi.) tocko iz definicije vektorskega prostora:

Vx eV, VA ueO: (A+pu)x =Ax+ ux

(A4 p) (z1,m2,23) = (21, (A + 1) T2, 73) = (01, AT2 + p1 T2, 73)
M@y, 29, 23) + p(w1, 02, 03) = (21, AT2, 3) + (T1, 1 T2, T3) =

= 2z, (A + p)zo, 2x3) .

Posledi¢no v tem primeru ne moremo govoriti o vektorskem prostoru.

Zgled 3.5 Naj bo M,,,, mnoZica vseh matrike reda n X m in naj bosta na njej
definirani obicajni operaciji sestevanja in mnozZenja s skalarjem:

VA B€Ee M, : (A—f-B)U: (A)ij+(B)ij,‘v’i:1,2,...,n,j:1,2,...,m,

@11 Q2 -0 Aim Aair Aaig - Ay

agr Qg -+ G2, Aagr Aage - Aaom
VAe My, A €O A ] ] ) ) = , ] ,

Al Qp2 ***  QApm A1 AAp2 0 Anm

Ali je My, s tako definiranima operacijama vektorski prostor?

Vse zahtevane pogoje smo ze preverili, ko smo vpeljali obe operaciji na matrikah
in zato je M,,, vektorski prostor.
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Zgled 3.6 Naj bo Fla,b] mnozica vseh funkcij definiranih na intervalu [a,b] in
naj bosta na njej definirani operaciji sestevanja in mnozenja s skalarjem:

Vfgé€ Fla,b] : (f+g)(x)=f(x)+g(x) ... seStevanje,
VfeFlab], Ve eR : (cf)(x) =cf(x) ... mnoZenje s skalarjem.

Ali je Fla,b] s tako definiranima operacijama vektorski prostor?

S funkcijami ¢isto obic¢ajno ra¢unamo, zato sta izpolnjeni obe lastnosti in Fla, b]
je vektorski prostor.

Zgled 3.7 Naj bo R, [x] mnoZica vseh polinomov stopnje kvecejmu n in naj bosta
na njej definirani operaciji sestevanja in mnozenja s skalarjem:

VigeR,[z] : (f+9)(z)=f(z)+g(x) ... sestevanje,
VieR,z], Ve eR : (cf)(x)=cf(z) ... mnoZenje s skalarjem.

Ali je R, [z] s tako definiranima operacijama vektorski prostor?

Podobno kot za funkcije je tudi v primeru polinomov preprosto preveriti zahte-
vane pogoje in zato je R, [z]| vektorski prostor.

Zgled 3.8 Naj V wvsebuje en sam element in sicer 0. Ali je V = {0} vektorski

prostor?

Trivialno je preveriti vse pogoje v primeru prostora V = {0}, ki ga imenujemo
nicelni vektorski prostor.

Definicija 3.9 Naj bo V vektorski prostor in naj bo W podmnozica od V. Ce je
W tudi sam vektorski prostor, ga imenujemo vektorski podprostor od V.

Ce zelimo pokazati, da je nek vektorski prostor podprostor drugega prostora, ni
potrebno preverjati vseh lastnosti, temvec¢ samo zaprtost za mnozenje s skalarjem
in seStevanje vektorjev.

Zgled 3.10 Preveri, ali sta dani mnoZici vektorska podprostora.

1. Naj bo W mmnoZica vseh tock oblike (0,z9,73) € R3. Ali je W wvektorski
podprostor od R3?
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Preveriti moramo zaprtost za sestevanje in mnozenje s skalarjem. Naj bosta
x = (0,%2,x3) in y = (0,y2,y3) poljubna elementa iz mnozice W. Tedaj
je njuna vsota

x+y =(0,%2,%x3) + (0,y2,¥3) = (0,X2 + y2, X3 + y3)
prav tako element mnozice V. Nadalje naj bo A poljuben skalar. Tedaj je
Ax = A(0,x2,x3) = (0, A\ X2, AX3)
tudi v W, ki je zato vektorski podprostor od R3.

2. Naj bo W mmnoZica vseh tock oblike (1,z9,73) € R3. Ali je W wvektorski
podprostor od R3?

Preveriti moramo podobno kot prej zaprtost za seStevanje in mnozenje s
skalarjem. Naj bosta sedaj x = (1,X2,x3) in y = (1,y2,y3) poljubna
elementa iz mnozice WW. Tedaj je njuna vsota

x+y=(1,%X2,x3)+ (1,y2,¥3) = (2,X2 + y2,X3 + ¥3)

in o¢itno ni element mnozice W, ki zato ni vektorski podprostor od R3.

3.2 Linearna lupina in linearna neodvisnost

Definicija 3.11 Naj bo x element vektorskega prostora V. Vektor x je linearna
kombinacija wvektorjev vi,va, -+, Vi, ki so prav tako elementi vektorskega pro-
stora V', c¢e obstajajo skalarji Ay, Ao, -+ , A\ taksni, da je

X=AVi+AVy+ -+ A\ Vi.
Opomba. Pravimo tudi, da se x izraza kot linearna kombinacija vektorjev vy, va, - -+ | Vi.
Zgled 3.12 Preverimo, ali so naslednji vektorji linearne kombinacije podanih

vektorjev.

1. Ali vektor (2,4) € R? lahko zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev
(2,1) in (0,1)2

Preveriti moramo, ¢e obstajata skalarja A; in Ay taksna, da velja
(27 4) = >\1(27 1) + )‘2(07 1) :

Resujemo sistem
2 - 2)\1

4 = )\1+/\27

katerega resitev je A\; = 1 in Ay = 3 in odgovor je da.
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2. Ali vektor (1,—4) € R? lahko zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev
(2,10), (=3,—15)?

V tem primeru iS¢emo skalarja \; in A, ki bi zadoscala zvezi
(1,—4) = \(2,10) + A2(—3,15).

Resujemo sistem

1 = 2 )\1 - 3 )\2
—4 = 10X\ — 15X,
Pomnozimo prvo enacho z —5 in ju sestejemo, kar da
-9=0.

To pomeni, da se vektor (—1,4) ne da izraziti kot linearna kombinacija
podanih vektorjev.

3. Ali vektor (5,4, —2) € R? lahko zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev
(1,0,0), (0,1,0) in (0,0,1)?

Sedaj iScemo skalarje Ai, Ay in A3, ki zadoS¢ajo
(5,4,—2) = A\1(1,0,0) + A2(0,1,0) + A3(0,0,1).

V tem primeru je resitev ustreznega sistema trivialna in sicer je A\; = 5,
/\2:4in)\3:—2.

4. Ali lahko matriko A zapisemo kot linearno kombinacijo matrik B in C, ce

Je
1 4 ~1 9 31
S ER] B R B

Ne, ker je (B)a1 = (C')91 = 0 in ne more biti nobena njuna linearna kombi-
nacija nenicelna (saj je (A)2 = 3).

5. Ali je p(z) = 32% + 2z — 1 linearna kombinacija vektorjev py(x) =1 —x in
p2(z) = 232 Ne, ker manjka kvadratni ¢clen.

Definicija 3.13 Naj bo S = {vy,Va,...,vi} mnoZica vektorjev vektorskega pro-
stora V in naj bo YW mnoZica vseh linearnih kombinacij vektorjev iz S. Tedaj je
W linearna lupina vektorjev vi,va, ..., Vi in jo oznacujemo

W = L(S).
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Zgled 3.14 Poiséimo linearno lupino vektorjev (1,0,0) in (0,1,0) iz R3.

V linearni lupini so vse mozne linearne kombinacije omenjenih vektorjev. Naj
bosta torej A\; in Ay poljubna skalarja. Tedaj je

A1 (1,0,0) + X (0,1,0) = (A1, Ao, 0),

kar pomeni, da so v linearni lupini vsi tisti vektorji iz R3, ki imajo na tretjem
mestu niclo.

Zgled 3.15 Poiscimo linearno lupino vektorjev vyi,va, Vs, Ce je

vi=1vy=u1, vy =21°.

V linearni lupini so vse mozne linearne kombinacije omenjenih vektorjev, ki so v
tem primeru polinomi. Naj bodo torej a, b, ¢ poljubni skalarji. Tedaj je
avi+bva+cvs=a+bzr+ca’

kar pomeni, da so v linearni lupini vsi polinomi tretje stopnje brez kvadratnega
¢lena.

Naslednji izrek karakterizira linearno lupino.
Izrek 3.16 Naj bo S = {v1,Va,...,vii} mnoZica vektorjev vektorskega prostora
V' in naj bo W = L(S) linearna lupina vektorjev iz S. Tedaj je
(i) W je vektorski podprostor od V,
(ii) W je najmangsi vektorski podprostor od V, ki vsebugje vektorje iz S.
Dokaz.

(i) Pokazati moramo, da je VW zaprt za seStevanje in mnozenje s skalarjem. Naj
bosta x in y elementa iz W. Ker je W = L(S), lahko x in y zapiSemo kot
linearno kombinacijo vektorjev iz S, torej obstajajo skalarji A; in p; taki,
da je:

X:)\1V1+)\2V2+"'+)\ka n

Y =p1Vi+ fa Vet fg Vi
Tedaj je njuna vsota
X+y=M+m)vi+ Ao+ pe)ve+ -+ (A + ) vie
prav tako iz WW. Naj bo zdaj k poljuben skalar. Tedaj produkt s skalarjem
kx=(k-A)vi+(k-dg)va+--+ (k- \p) vk
tudi pripada W.
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(ii) V bistvu moramo pokazati, da ¢e je W' poljuben vektorski podprostor
od V, ki vsebuje vektorje {vy,va, ..., vk}, potem mora veljati W C W'.
Naj bo torej W' poljuben vektorski podprostor od V, ki vsebuje vektorje
{Vv1,Va,..., vk} in naj bo x poljuben element iz W. Pokazati moramo, da
x pripada W. Ker je W linearna lupina, obstajajo skalarji \; taki, da je

X=AVi+AVy+ -4+ A\ Vi.

Ker je W' vektorski podprostor je zaprt za mnozenje s skalarjem, zato vsi
vektorji
ANivi,i=1,2,... )k

tudi pripadajo prostoru W. Prav tako je W’ zaprt za seStevanje vektorjev,
zato je vsota
AMVE+ A vy 4+ A Vi

vektor, ki pripada prostoru W', s ¢imer smo dokaz zakljuéili.

Naj bo S = {vy,Va, ..., vi} mnozica vektorjev vektorskega prostora V. Po-
glejmo, kaj lahko povemo o resitvah vektorske enacbe

)\1V1+)\2V2+"'+)\ka:0, A €ER.
Taki vektorski enacbi bomo rekli nicelna linearna kombinacija. Oc¢itno so skalarji
Al = Ay = --- = A\ = 0 resitve nicelne linearne kombinacije. Tej resitvi recemo
trivialna resitev vektorske enacbe. Trivialna resitev vedno obstaja. Vcasih pa

obstajajo tudi kake druge (nenicelne resitve), kar vidimo na Zgledu 3.17.

Zgled 3.17 Poiscimo netrivialno resitev nicelne linearne kombinacije

)\1 (_47 17 2) + )\2 (17 07 _1) + )‘3(27 _17 O) = (07 07 O) :

Resimo vektorsko enacbo

(4, A15200) + (A2,0,=A2) + (23, —X3,0) = (0,0,0)

(4N + A +2X3, 0 — A3,20 — X)) = (0,0,0).
Dobimo sistem linearnih enac¢hb

—4)\1+)\2+2)\3 = 0
)\1—)\3 — 0
2)\1—)\2 - 0
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7 Gaussovo eliminacijo resimo sistem:

[ —4 1 210 1 0 —110

[A,0] = 1 0 —-1/0|~]|2 =1 0|0
| 2 -1 0]0 2 -1 0|0

1 0 —1]0 1 0 —110

~ |0 -1 2/0l~]0 -1 210

0 1 —2]0 0 0 01/0

Sistem ima enoparametri¢no resitev oblike Ay = 2X3 in Ay = A3. Ce vpeljemo
parameter A3 = ¢, t € R, tedaj je Ay = 2¢ in \; = t. To pomeni, da nimamo
samo trivialne resitve, ampak je resitev tudi vsak vektor oblike

t
2t | ,teR.
t

Definicija 3.18 MnoZica S = {v1,Va, ..., vk} vektorjev vektorskega prostora V
je linearno neodvisna, ce ima nicelna linearna kombinacija vektorjev iz S samo
trivialno resitev.

Drugace povedano, mnoZica vektorjev S = {vy,Va, ..., vi} je linearno neodvisna
natanko tedaj, ko velja

MVi+Xovet+ - 4+ Nvi=0 & /\lZO,VZzl,Q,,k

Zgled 3.19 Preverimo linearno neodvisnost mnoZzic.
1. Ali je mnoZica vektorjev {(3,1,2),(1,0,—1),(2,—1,0)} linearno neodvisna.

Postopamo podobno kot v Zgledu 3.17, torej iStemo resitve nicelne linearne
kombinacije teh treh vektorjev. Ce obstaja samo trivialna resitev, tedaj so
linearno neodvisni, sicer bodo linearno odvisni. ReSujemo vektorsko enac¢bo

)\1(37 L 2) + )\2(17()’ _1) + )\3(27 _170) = (Oa 070) :

Dobimo sistem linearnih enac¢b

3)\1+)\2+2)\3 == O
)\1—>\3 — O
2)\1—>\2 - O
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Izracunajmo determinanto pripadajoce matrike koeficientov:

3 1 2
1 0 —-1|=-7.
2 -1 0

Ker je determinanta razlicna od 0, ima homogeni sistem samo trivialno
reSitev in je po Definiciji 3.18 mnozica S linearno neodvisna.

2. Ali je mnozica vektorjev (—4,1,2), (1,0, —1),(2,—1,0) linearno neodvisna.

V Zgledu 3.17 smo videli, da ima nicelna linearna kombinacija teh treh
vektorjev netrivialno resitev, zato mnozica ni linearno neodvisna.

Zgled 3.20 Ali sta matriki A,B € My linearno neodvisni, ce je

1 2 ) 4 1
A—[O _1} m B—{O _3].

V tem primeru je nicelna linearna kombinacija enaka

wlo ) oo L= 10 o]

in da homogeni sistem enacb

AM+4X = 0
2M+X = 0
—>\1—3)\2 = 0

Ta sistem ima samo trivialno resitev, torej je Ay = Ay = 0, kar pomeni, da sta
matriki A in B linearno neodvisni.

Zgled 3.21 Ali so polinomi
p1=2—3, py =242z, pg=2°+1
iz vektorskega prostora Ry[x] polinomov stopnje kvecjemu dva linearno neodvisni?

Nicelna linearna kombinacija je v tem primeru enaka

M(z=3)+X(@®+22)+ X322 +1) = 0-2240-2+0-1

2Me +A3) +2(A +2X) +(=3X+X3) = 0-2240-2+0-1.

Z enacenjem istoleznih koeficientov dobimo homogeni sistem enacb. Determi-
nanta pripadajo¢a matrike koeficientov je razlicna od ni¢, zato ima sistem samo
trivialno resitev in posledi¢no so polinomi linearno neodvisni.
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Na tem mestu lahko omenimo, da smo poseben primer linearne odvisnosti
oziroma neodvisnosti ze srecali pri navadnih diferencialnih enacbah drugega reda,
kjer smo preverjali linearno neodvisnost resitev linearnih diferencialnih enacb
vi§jega reda.

Zdaj, ko poznamo pojem linearne neodvisnosti, lahko tudi rang matrike ka-
rakteriziramo kot maksimalno stevilo linearno neodvisnih vrstic (pri tem gledamo
na posamezno vrstico matrike kot na vektor). Pri Matematiki II smo rekli, da
je rang matrike Stevilo nenicelnih vrstic po kon¢anem postopku Gaussove elimi-
nacije. Ni tezko videti, da so nenicelne vrstice linearno neodvisne, saj noben par
vrstic (vektorjev) nima nicel na enakih mestih.

Izrek 3.22 Koncéna mnoZica vektorjev, ki vsebuje nicelni vektor, je linearno od-
vISna.

Dokaz. Naj bo S = {0,vy,vy,...,va}. Tedaj je
1-0+0-vi+0-vo+---4+0-vp, =0

kar da netrivialno resitev in zato so vektorji iz S linearno odvisni. i

3.3 Baza

Sedaj imamo dovolj orodij, da lahko definiramo bazo vektorskega prostora.

Definicija 3.23 Naj bo B = {v1,Va,..., vo} mnoZica vektorjev vektorskega pro-
stora V. MnoZica B je baza vektorskega prostora natanko tedaj, ko velja:

(i) V = L(B) in
(ii) B je linearno neodvisna mnoZica.

Elemente baze imenujemo bazni vektorji.

Zgled 3.24 Preverimo, ali tvorijo vektorji mnozice S bazo vektorskega prostora

V.

1. S =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, V = R3.

Najprej preverimo, ali lahko poljuben vektor x € R? izrazimo kot linearno
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kombinacijo teh treh vektorjev. To pomeni, da iS¢emo skalarje A\;, 2 = 1,2, 3
take, da je

(:L‘17x27173) = )\1 (17 Oa O) + /\2 (L 07 0) + >‘3 (]-7 07 0)
= ()\17)\27>\3) .

Preveriti je treba linearno neodvisnost vektorjev iz .S, kar pomeni, da lahko
ima nicelna linearna kombinacija samo trivialno resitev:

A1(1,0,0) + A2 (0,1,0) + A3 (0,0,1) = (0,0,0).
Sledi, da je A\ = Ay = A3 = 0, zato je S baza.
2. 5={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)}, V = R".

Ta primer je posplositev prejsSnjega in se pokaze na analogen nacin. To bazo
imenujemo standardna baza prostora R".

3.8 =1{(0,1,1),(0,1,2),(2,0,-1)}, V = R3.
Najprej preverimo, ali lahko poljuben vektor x € R? izrazimo kot linearno

kombinacijo teh treh vektorjev. To pomeni, da is¢emo skalarje A\;,; 2 = 1,2, 3
take, da je

(Z‘l,l‘g, Zﬂg) = /\1 (0, 1, 1) + )\2 (0, 1, 2) + )\3 (2, 0, —1)
= (0, A1, A1) + (0, 22,2 X2) + (33,0, = A3)

= (22X, M1+ A, A+ 20— A3)

[S¢emo resitev sistema enacb, ki se v matri¢ni obliki glasi

0 0 2 A1 Ty
1 10 . Ao = o)
1 2 -1 )\3 T3

Sistem ima enoli¢no resitev, ce je determinanta matrike koeficientov razlicna
od ni¢. Izracunajmo jo

00 2
det(A) = |1 1 0
1 2 -1

= 22-1)

= 240.
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To pomeni, da tvorijo vektorji linearno lupino.

Preverimo Se drugi pogoj, to so resitve nic¢elne linearne kombinacije:
/\1 (Ou 1’ 1) + >‘2 (07 17 2) + )‘3 (27 07 _1) - (07 07 0) :

Pripadajoci sistem zapisan v matric¢ni obliki je

0 0 2 A 0
110 | Ag = 0
1 2 -1 A3 0

Vemo ze, da ima homogeni sistem trivialno resitev natanko tedaj, ko je
det(A) # 0. Torej ima sistem samo trivialno resitev, kar pomeni, da je
mnozica S linearno neodvisna in je zato baza.

Vektorje
€1 = (17
€2 = (07

en = (0,0,...,1)

imenujemo standardni bazni vektory: prostora R™.
Zgled 3.25 1. Ali so polinomi
po=1pi=z,p2=2%...,pn=2a"
baza vektorskega prostora R, [x]| polinomov stopnje kvecjemu n.

Za prvi pogoj je potrebno preveriti, da lahko poljuben polinom stopnje
kvecjemu n izrazimo kot linarno kombinacijo polinomov p;, ¢ = 0,1,..., n.
To pomeni, da ostajajo skalarji A\;, ¢ =0,1,..., n taki, da je

Un 2" + a1 2" arr+ap = AgPn+ Ac1Pno1+ o+ Ao Po

= M@+ X2 N

Primerjava istoleznih koeficientov da resitev a; = \;, Vi = 0,1,..., n.
Preverimo Se njihovo linearno neodvisnost. Nicelna linearna kombinacija

je
0-2"+0-2" 1+ +0-2+0-1 = A\Pa+M1Pn1+ "+ XPo
= M2+ A\ 2" N

Primerjava koeficientov da samo trivialno resitev, kar pomeni, da imamo
opravka z bazo.
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2. Ali polinomi
pr=2—3,pz=2>+2r, pg=2°+1

iz vektorskega prostora Ra[z] tvorijo bazo?

V Zgledu 3.21 smo videli, da so ti polinomi linearno neodvisni. Preveriti
moramo ali tvorijo linearno lupino.

ax®+arx+ag = M (x—3)+ X (2®+22)+ N3 (22 + 1)

apr® +arx+ag = 22N+ A3) F (A +20) + (=3 + X3).

Z enacenjem istoleznih koeficientov dobimo nehomogeni sistem enach, ki
mu pripada enaka matrika koeficientov kot v Zgledu 3.21. Ker je njena
determinanta razlicna od nic¢, ima sistem enoli¢no resitev in zato tvorijo
polinomi bazo prostora Ry[x].

Polinomi

p0:17p1:x7p2:x27--'7pn:xn

tvorijo standardno bazo prostora R™ polinomov stopnje kve¢jemu n.

Zgled 3.26 Ali tvorijo matrike

10 01 0 0 0 0
11 _ 12 _ 21 _ 22 _
e CR TR U] F el ER T Rl VY

bazo prostora kvadratnih matrik My reda dva?

Poljubna matrika reda dva se da izraziti kot linearna kombicaja zgornjih matrik,
saj je

aip aio . 10 01 00 0 0
{@1am}_Al{oo}+A2{oo]+A3[10}+A4L)1}
natanko tedaj, ko je a;1 = A1, a2 = Ao, as1 = A3, ass = A\y. Prav tako ni

tezko preveriti, da ima nicelna linearna kombinacija samo trivialno resitev in
zato tvorijo bazo prostora Ms.

Prostor iz Zgleda 3.26 lahko poslosimo na prostor matrik n-tega reda. Tako so

matrike
1, i=IlAj=k
(E™)y; =

0 ; sicer

standardna baza prostora matrik M, reda n.
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Izrek 3.27 Ce je mnozica vektorjev B = {V1,Va,...,vn} baza vektorskega pro-
stora V, tedaj lahko vsak vektor x € V na enolicen nacin zapisemo kot linearno
kombinacijo vektorjev iz B.

Dokaz. Ker je B baza, lahko x zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev iz
B, to je, obstajajo skalarji A1, Ag, ..., A, taksni, da je

X=ANVi+AVag—+---+ A\, Vy.

Predpostavimo nasprotno, torej da ta zapis ni enolicen. Potemtakem obstajo
skalarji py, po, ..., u, taksni, da je

X =1 Vi+ Ve + -+ finVn,
pri cemer obstaja i tak, da je \; # ;. Poglejmo si razliko

X —X = )\1V1+)\2V2+"'+)\nvn—(IU1V1+,M2V2—|—"'+M”VH)

0 = (M —p)vit+tAa—p2)vat 4 (A — fa) Vo

Ker je mnozica B linearno neodvisna, je lahko nicelna samo trivialna linearna
kombinacija, kar pomeni, da so vsi skalarji pred vektorji enaki nic:

AM—p1 =0, —p2=0,..., A, —pp, =0

oziroma
)\i:ﬂia Vi:1,2,...,n,

kar pomeni, da smo prisli v protislovje, saj ne obstaja tak i, da je \; # u;.

Zgled 3.28 Razvijmo vektor (—4,7,1) € R® po bazi iz Zgleda 3.24 tocka 3.

Poiskati moramo enoli¢no doloc¢ene skalarje A\;, © = 1,2,3, ki resijo vektorsko
enacho

(—4,7,1) = A1 (0,—1,1) + X2 (0,1,2) + A3 (2,0, —1)} .
Dobimo sistem enacb
—4 - 2/\3
7T = =AM+

1 = )\1+2)\2—)\3,

katere resitev je
)\1 :—5, )\2:2, )\3:—2
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Neposredno iz definicije linearne lupine in baze sledi naslednji izrek.

Izrek 3.29 Ce je S = {v1,Va, -+ ,Va} mnoZica linearno neodvisnih vektorjev,

tedaj je S baza vektorskega prostora L(S).

Povejmo sedaj nekaj o razseznosti oz. dimenziji vektorskih prostorov.

Izrek 3.30 Naj bo V vektorski prostor in B = {vi,va,..

baza. Tedaj veljata naslednyi trditvi.

., Vn} njegova poljubna

(i) Ce neka mnozica vsebuje ve¢ kot n vektorjev iz V, tedaj je linearno odvisna.

(ii) Ce neka mnoZica vsebuje mang kot n vektorjev iz V, tedaj njena linearna

lupina ne more biti enaka V.

Dokaz.

(i) Naj bo R = {uy,us,...,un}, m > n mnozica poljubnih vektorjev iz V.
Pokazati moramo, da nicelna linearna kombinacija vektorjev iz R nima

samo trivialne resitve:

)\1u1+)\2u2+---—|—)\mum:0.

Ker je B baza, lahko vsak vektor iz R razvijemo po bazi B:

Uy = ai;1vVi+ao1ve+ -+ an1Vn
Uz = @12Vy1 +a2Ve+ -+ apaVn
Uy = A1mV1+ a2nVe + -+ ApmVn -

Ta razvoj upostevamo v nicelni linearni kombinaciji:

0 = )\1 <a11V1 + a91Ve + -+ -+ anlvn) + )\2 (CL12V1 + Q9oVy + -+ - + angvn) + -

)\m (almvl + Aom V2 + -+ anmvn)

0 = Vl()\lau+)\2a12+---+)\ma1m)+vz()\1a21—I—)\2a22+---+)\ma2m)+---

Vn(>\1 an1 + )\2 an2 + -+ )\m anm) .

Ker so vektorji v; iz B linearno neodvisni, ima
kombinacija samo trivialno resitev. Torej velja

)\1@11+)\2a12+"‘+)\ma1m
A1 o1 + Aaagg + - + Ay Ao

)\lanl+)\2an2+"'+)\manm

94

njihova nicelna linearna

Petra Zigert Pletersek

+

+



POGLAVJE 3. LINEARNA ALGEBRA

To je homogeni sistem z m neznankami );, v katerem je n enacb. Ker je
enach manj kot neznank, ima sistem vecparametri¢no resitev, kar pomeni,
da R ni linearno neodvisna mnozica.

Naj bo podobno kot prej R = {uy, ua,...,un}, le da je sedaj m < n. Pred-
postavimo nasprotno, torej naj bo mnozica R linearna lupina vektorskega
prostora V. Tedaj lahko vsak vektor iz B zapisemo kot linearno kombinacijo
vektorjev iz R:

Vi = aj1uy +asgug + -+ ap1Um
V2 = Qp2U; + QU2 + - + Qpalm
Vn = Q1,01 + GpU2 + -+ + QyppUm -

Poglejmo si ni¢elno linearno kombinacijo vektorjev v;:
)\1V1 +>\2V2+"'+)\nVn =0.

Vemo, ker so vektorji iz B linearno neodvisni, lahko ima nicelna line-
arna kombinacija samo trivialno reSitev. Podobno kot v prejsnji tocki
upostevamo razvoj vektorjev v; po mnozici R. Gledamo, ali ima nic¢elna
linearna kombinacija vektorjev iz R kako netrivialno resitev (poleg resitve
Ai = 0,Vi), kar nas pripelje do sistema enacb:

)\1&11+)\2a12+“‘+>\na1n =0

Alaoy +Agagg + -+ Apag, = 0

Alam1+)\2am2+"'+>\na’mn = 0.

Ponovno dobimi homogeni sistem, v katerem je manj enachb kot neznank,
kar ima za posledico neskonc¢no resitev. S tem smo prisli v protislovje, da
obstaja samo trivialna resitev nicelne linearne kombinacije vektorjev iz B.

Posledica 3.31 Ce je B = {V1,Va,...,vn} neka baza vektorskega prostora V,
tedaj vsaka baza prostora )V wvsebuje n vektorjev.

Definicija 3.32 Naj bo V nenicelni vektorski prostor in B njegova baza. Ce
B vsebuje konéno $tevilo vektorjev, B = {v1,Va,...,vpn}, tedaj je V koncno
razsezen vektorski prostor, katerega dimenzija, dim()V), je enaka n. Ce V ni
koncno razseZen, tedaj je )V neskoncéno razsezen vektorski prostor.
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Zgled 3.33 Poglejmo dimenzije nekaterih pomembnejsih vektorskih prostorov.
1. dim(R") = n.
2. dim(R,[z]) =n+ 1.
3. dim(M,,,) = nm.

4. Prostor funkcija na zaprtem intervalu F|a, b] in prostor zveznih funkcij na
zaprtem intervalu Cla, b] sta neskon¢no razsezna vektorska prostora.

5. Razseznost nicelnega vektorskega prostora je enaka 0.

1z Izreka 3.30 sledi Posledica 3.34.

Posledica 3.34 Naj bo V wvektorski prostor dimenzije n in naj bo S mmnoZica
vektorjev iz V mocin. S je baza vektorskega prostora V, ce je ali L(S) =V ali
pa je S linearno neodvisna mnoZica.

Dokaz. Naj bo najprej S linearno neodvisna mnozica moc¢i n. Pokazati moramo,
da je L(S) = V. Predpostavimo nasprotno, naj torej obstaja vektor x € V, ki ni
linearna kombinacija vektorjev iz S. Tedaj je S’ = S U {x} linearno neodvisna
mnozica moc¢i n + 1, kar je v protisovju z Izrekom 3.30.

Pokazimo Se drugi del posledice in naj bo £(S) = V. Pokazati moramo, da je
potemtakem S linearno neodvisna mnozica. Uporabimo indukcijo po n.

n =1V tem primeru ima S en sam element, naj bo to vektor e. Ce bi bila
mnozica S = {e} linearno odvisna, bi obstajal nenicelni skalar X\ tak, da
je de = 0, od koder sledi da je e = 0 in £(0) = 0. Dimenzija nicelnega
vektorskega prostora je enaka ni¢, s ¢imer pridemo v protislovje s tem, da
jen=1.

n—1—mn Najbo S ={ej,ea,...,e, 1} in S = SU{e,}, pri cemer je e, #
ei,» = 1,2,...,n — 1. Pokazati moramo, da ¢e je linearna lupina mnozice
S’ enaka vektorskemu prostoru V, tedaj je S’ linearno neodvisna mnozica.
Predpostavimo naprotno, naj bo torej £(S) = V in S’ linearno odvisna
mnozica. Potem obstaja e; iz S, ki se da izraziti kot linearna kombinacija
preostalih vektorjev is S’. B.5.z.s. naj bo ¢ = n:

en:)\161+)\262+"')\n_1en_1,)\iGR,Vizl,...,n—l.

Ker vektorji ey, eq,...,e,_1 sestavljajo mnozico S in je vektor e, njihova
linearna kombinacija, je linearna lupina mnozice S enaka vektorskemu pro-
storu V. S tem pridemo v protislovje, saj je mo¢ mnozice S enaka n — 1,
razseznost vektorskega prostora V pa je n , kar pomeni £(S) # V.
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Poglejmo se povezavo med razseznostjo vektorskega prostora in njegovega
podprostora.

Izrek 3.35 Ceje W vektorski podprostor koncéno razseinega vektorskega prostora
V, tedaj je tudi VW koncno razseZen.

Dokaz. Naj bo dim(V) = n. Predpostavimo nasprotno, recimo da W ni koncéno
razsezen in naj bo B baza prostora VV. Potemtakem B ne vsebuje konénega stevila
vektorjev, je pa linearno neodvisna mnozica vekotrjev, ki morajo pripadati tudi V.
To pomeni, da imamo mnozico ve¢ kot n vektorjev iz V), ki so linearno neodvisni,
kar je v protislovju z Izrekom 3.30.

Dejansko lahko povemo Se vec.

Izrek 3.36 Naj bo W wvektorski podprostor koncno razseinega vektorskega pro-
stora V. Tedaj velja
dim(W) < dim(V).

Ce je dim(W) = dim(V), potem prostora W in V sovpadata.

Dokaz. Izrek 3.35 pove, da mora biti VW koncno razsezen vektorski prostor in naj
bo S = {wy, wa,..., Wi} njegova baza. Nadalje naj bo dim(V) = n. S je bodisi
baza vektorskega prostora V bodisi ni baza. Ce je S baza vektorskega prostora
V, tedaj je po Izreku 3.30 dim(W) = dim(V) = n = k. Ce po drugi strani S ni
baza vektorskega prostora )V, tedaj v primeru k < n dodamo mnozici S toliko
vektorjev iz V, da dobimo bazo za V. Ocitno tedaj velja dim(W) < dim(V). Ce
pa bi bil £ > n, tedaj bi imeli ve¢ kot n linearno neodvisnih vektorjev v W in
posledi¢no v V, kar je v protislovju z dim(V) = n.

Pokazimo Se drugi del izreka, naj bo torej dim(W) = dim(V) = n. Ker je W
podprostor od V, mora vsak vektor iz WV pripadati tudi V. Pokazimo Se obratno,
naj bo x poljuben vektor iz V. Pokazati moramo, da x pripada tudi W. Naj bo
S mnozica n linearno neodvisnih vektorjev v W in V. Po Posledici 3.31 je S baza
obeh prostorov. Vektor x lahko zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev iz
S. Ker je S baza tudi za W, potemtakem x pripada tudi WW. S tem smo pokazali,
daje W =V. | |

Zankrat smo videli, da lahko poljuben vektor zapisemo kot linearno kombina-
cijo baznih vektorjev. Obicajno izberemo standardno bazo in pravimo, da smo
poljuben vektor razvili po standardni bazi, ni pa to seveda edina mozna izbira.
Vcasih standardna baza ne zadosca in je potrebno delati v kateri drugi bazi in
namen tega razdelka je poiskati prehod iz ene baze v drugo.

97 Petra Zigert Pletersek



3.3. BAZA

Definicija 3.37 Naj bo B = {v1,Va,...,Vvn} baza vektorskega prostora V in x
poljuben vektor iz V', pri cemer je

X=AMVi+Avao+---+ A\, Vy.

Tedaj so skalarji Ay, A, ..., A\, kooordinate vektorja x glede na bazo B. Nadalje,
[x]s je koordinatni vektor od x glede na B in je dolocen z

[X]B = (>\17>\27---7)\n) E]R”

Spomnimo se, da so koordinate vektorja x enoli¢no dolocene in zato je tudi ko-
ordinatni vektor enolicen. Vcasih je ugodneje uporabljati matric¢ni zapis vektorja,
tako da je

A1

A2

[X]B:()\b)\%"'a)\n) = .

An
Zgled 3.38 Poisci koordinatni vektor za x = (10,5,0) glede na dano bazo, ce je

a) By standardna baza v R3,

b) Bo = {(1,-1,1),(0,1,2),(3,0, —1)}.

Naj bo V n-razsezen vektorski prostor in naj bosta B = {e,es,...,e,} in
C = {v1,Va,..., vy} njegovi bazi, kjer je B # C. Poljuben vektor x € V lahko
razvijemo po obeh bazah:

X = Aej+ X ex+---+ N\, e,
= Y Aie
= Vit pave+ -+ Uy vy
= Z?ﬂﬂjvj'
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Zanima nas, kako bi presli iz ene baze v drugo. Recimo, da poznamo koordi-
natni vektor vektorja x v bazi B, [x|g, nas pa zanima, kako bi dobili [x]¢. Is¢emo
torej prehod iz baze B v bazo C. V ta namen razvijmo vektorje iz stare baze B
po vektorjih iz nove baze C:

€1 = pPui1Vi+puvVe+ -+ DPp1Va

€2 = P12Vi+PpVe+ -+ Du2Vn

€h = DPinVa +p2nv2+"'+pnnvn

oziroma
n
€ = E Dji Vi, .
j=1

Potemtakem je

X = > oNe
= YA (Z?:l Pji Vj)
= > (Z?:l pji )\z‘) Vj
= D1 i (P Ai) v

Z enacenjem istoleznih koeficientov dobimo pogoj
Hi = Zpﬂ)\“ VJ = ]_,...,71.
i=1

To je v bistvu sistem enach, ki se v matriéni obliki glasi:

M1 P11 P12 - Din A
H2 | P2t P22 - Pom A2
Hn Pn1 Pn2 " DPnn /\n

Oznacimo matriko z elementi pj; s Pg_c. Potemtakem so stolpci matrike
Ps_,¢ koordinatni vektorji baznih vektorjev stare baze B razvitih po vektorjih
nove baze C. Tako definirano matriko Pg_,¢ imenujemo matrika prehoda iz baze
B v bazo C. Tako lahko zapiSemo

(x]ec = P [X]5.
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Podobno bi lahko naredili obraten prehod iz baze C v bazo B. Z nekaj premi-
sleka pridemo do ugotovitve, da tedaj velja
[x]s = Pglc X
oziroma
P, B_—1>C = P, C—B
kar je posledica dejstva, da je matrika prehoda regularna oz. obrnljiva matrika.
Zgled 3.39 Poisci matriko prehoda iz baze B = {(1,—-1),(5,2)} v standardno

bazo prostora R? ter prav tako matriko prehoda iz standardne baze v bazo B.
Poisci [x]c, ce je [x]g = (3,5).
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Iz definicije matrike prehoda in Zgleda 3.39 je razvidno, da komponente po-
ljubnega vektorja x v standardni bazi dobimo tako, da ga pri dani bazi po-
mnozimo z matriko prehoda, katere stolpci so natanko vektorji zacetne baze.

Matrika prehoda v standardno bazo je regularna matrika in njeni stolpci so
linearno neodvisni, saj so bazni vektorji. Dejansko velja Se vec, a naslednje trditve
ne bomo dokazovali.

Trditev 3.40 Naj bo A kvadratna matrika reda n s stolpci p1,P2,,---,Pn (DT
tem gledamo na stolpce kot na elemente prostora R"™). Matrika A je reqularna
natanko tedaj, ko so vektorji p1,P2,,---,Pn linearno neodvisni.

(Opomba. Podobena trditev velja tudi za vrstice matrike A.)

3.4 Evklidski prostori

V prostoru R"™ smo spoznali skalarni produkt dveh urejenih n-teric. To idejo
produkta lahko posplosimo na poljuben vektorski prostor.

Definicija 3.41 Naj bo V wvektorski prostor nad obsegom O, u,v,w wvektorji iz
V, ter X poljuben skalar iz O. Skalarni produkt vektorjev u in v je preslikava, ki
vektorjema w in v priredi realno $tevilo (u,v), ki zadosgca naslednjim pogojem:

i) (u,v) = (v,u)... komutativnost,

i) (u+v,w)=(u,w)+ (v,w)... distributivnost,
iii) (Au,v) =X (u,v)... homogenost,

w) u# 0= (u,u) >0.. pozitivna definitnost.

Omenimo, da bomo govorili samo o realnih skalarnih produktih kar pomeni,
da je obseg O = R.

Definicija 3.42 Vektorski prostor s skalalarnim produktom se imenuje unitarni
prostor. Ce je unitarni prostor koncno razsezen, ga imenujemo evklidski prostor.

Do sedaj poznamo skalarni produkt dveh urejenih n-teric iz R™

n

(u,v) = Z W;V;

=1

in bralec naj sam preveri, da nam do sedaj edini znani skalarni produkt zadosca
vsem zahtevanim pogojem. Ta produkt bomo imenovali standardni skalarni pro-
dukt prostora R".

101 Petra Zigert Pletersek



3.4. EVKLIDSKI PROSTORI

Zgled 3.43 Na prostoru zveznih funkcij na zaprtem intervalu Cla,b] definirajmo
skalarni produkt funkcij £ in g na slede¢ nacin

o) = [  F(e)g(a)dr
Preverimo vse zahtevane pogoje.
i) J, F@)g(x) de = [} g(x) f () de,
i) [, (f(x) + g(@))h()de = [} f(x)g(x)de + [} f(x)h(x) du,
iii) A€ R: A [ f(@)g(x)de = [J(\ f(x))g(x) du,

i) Ya € la,b]: f(x) #0= [° f2(z)dz > 0.

Poglejmo nekaj preprostih lastnosti skalarnega produkta.

Izrek 3.44 Naj bo V unitarni prostor in u,v,w poljubni vektorji iz V. Tedaj
velja:

i) (0,u) = 0.
ii) (u,u) =0<u=0.
iii) (u,v+w)=(u,v)+ (u,w),
i) (u—v,w) = (u,w) — (v,w),
v) (u,v—w)=(u,v)— (uw),
vi) AeER: (u,Av) = A (u,v).
Dokaz.
i)
(0,u) =(0-u,u) =0(u,u) =0.
ii) (=) V to smer implikacija sledi zaradi tocke (iv) definicije skalarnega pro-
dukta.
(<) Obratno pa implikacija sledi iz tocke (i) tega izreka.
Preostale lastnosti so preproste in jih naj bralec sam preveri. | |

Zdaj ko poznamo skalarni produkt, lahko definiramo Se normo in metriko v
unitarnem prostoru.
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Definicija 3.45 Naj bo V unitarni prostor in u njegov poljuben vektor. Tedaj je
norma (ali dolzina) vektorja u € V, ||ul|, definirana kot

lull = v/ (u, v).

Za poljubna vektorja u in v vektorskega prostora V je metrika ( ali razdalja)
med njima, d(u,v), definirana kot

d(u,v) = flu—v|.

Zgled 3.46 Izracunaj (u,v), ||ul|, d(u,v), ce je:

a) u = (1,-1,4), v = (9,1,0) in je R> opremljen s standardnim skalarnim
produktom,

b) u=x, v=ux?in je prostor C[0, 1] opremljen s produktom iz Zgleda 3.43.

a) ((1,-1,4),(9,1,0)) =8

I1(1,-1,4)|| = VI + 1416 = V18

d((1,-1,4),(9,1,0)) = /(1 =92 + (-1 — 1)2+ (4 — 0)2 = V/84.

b) (z,z?%) = fol 3 dr = i

1
lell =/ a2 de = &5

d(z,z%) = \/fol(x —2?)%dr = 5.

Definicija 3.47 Ce je (realni) vektorski prostor V opremljen z metriko d, ga
imenujemo metriéni prostor (V,d).
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3.5 Ortonormirana baza

V vektorskem prostoru s skalarnim produktom lahko pois¢emo posebno bazo,
ki jo imenujemo ortonormirana baza. V ta namen poglejmo najprej, kdaj so
elementi vektorskega prostora pravokotni oz. ortogonalni.

Definicija 3.48 Naj bosta v in v vektorja unitarnega prostora. Vektorja v in v
sta ortogonalna, ko je
(u,v) =0.

Zgled 3.49 Vektorju (—1,2,6) poiséi vsaj en nenicelni ortogonalni vektor v R3
glede na evklidski produkt.

I[s¢emo vektor v = (v1,v2,v3) € R? tak, da bo
((—1,2,6), (v1,v2,v3)) =0.
Potemtakem mora veljati
—v1 + 2v9 + 6v3 = 0.

Ta enacba ima neskoncno resitev, za nas je dovolj ena sama netrivialna. Vidimo,
da je

v = 2’02 + 6?}3
in ¢e izberemo, na primer v, = 1 in v3 = 0, dobimo v; = 2 in ortogonalni vektor

Jje
v =1(2,1,0).

Definicija 3.50 Naj bo S mnozica vektorjev unitarnega prostora. Pravimo, da
je S ortogonalna mnozica, ce je poljuben par vektorjev iz S ortogonalen. Nadalje,
pravimo da je S ortonormirana mnozica, ce je S ortogonalna mnoZica in je norma
vsakega vektorja iz S enaka 1.

Zgled 3.51 Dana je mnozica vektorjev S = {(2,0,—1),(0,—1,0),(2,0,4)} ev-
klidskega prostora R3.

a) Pokazi, da je S ortogonalna mnoZica, ni pa ortonormirana.

b) Spremeni vektorje v S tako, da bodo movi vektorji tvorili ortonormirano
mnozico.
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a) Izracunamo vse tri pare sklarnih produktov in vidimo, da so vsi enaki 0.
Ker pa dolzina (norma) vseh vektorjev ni enaka 1, tvorijo ti trije vektorji
ortogonalno, ne pa tudi ortonormirane mnozico.

b) Ce zelimo, da bo mnozica tudi ortonormirana, morajo imeti njeni vektorji
dolzino enako 1. To dosezemo z njihovim normiranjem, kar pomeni, da
ustrezni vektor ohrani smer, dolzino pa ima enako 1:

12,0, Dll=v5 = (%,0,%)

H(O,—l,O)H =1 = (07_170)

i

Izrek 3.52 Naj bo S = {v1,Va,...,vn} ortogonalna mnozica nenicelnih vektor-
jev. Tedaj je S linearno neodvisna mnoZica.

Dokaz. 7 nekaj premisleka opazimo da je nenicelnost vektorjev iz S potrebni
pogoj, saj je sicer mnozica S linearno odvisna mnozica (imamo netrivialno resitev
0-vi+0-vog+---+1-04+---4+0-v, =0).

Ce zelimo pokazati, da je mnozica S linearno neodvisna, mora imeti enacba
)\1V1+>\2V2+"'+)\nvn:0

samo trivialno resitev A\; = \y = --- = A\, = 0. Za poljuben vektor v; izra¢unajmo
skalarni produkt:

<)\1V1+>\2V2+"'+/\nvn,vi> = <0,Vi>
M vy, viy+ Aove, vi)+ -+ (A v, vi) = 0
A1 (V1, Vi) + Ao (Va, Vi) + -+ Ay (Vi Vi) 0

Ker je (vj,vi) = 0 za vsak i # j, mora biti
)\i <Vi, Vi> =0.

Ker je (vi,vi) > 0, je zato \; = 0. Ker je bil v; poljuben vektor, ima zacetna
enacha samo trivialno resitev in S je zato linearno neodvisna mnozica.

Definicija 3.53 Naj bo B = {v1,Va,...,va} baza evklidskega prostora. Ce je B
ortogonalna mnoZica, jo imenujemo ortogonalna baza. Nadalje, ¢e je B ortonor-
mirana mnoZzica, jo imenujemo ortonormirana baza.
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Izrek 3.54 Naj bo B = {v1,Va,...,va} ortogonalna baza evklidskega prostora V
in u poljuben vektor iz V. Tedaj je

(u,vn)

2
[Vall

_ <u,V1> <u7V2>
Vi1 5
[vall

Vo A+ o+

- : .
vl

Nadalje, ce je B ortonormirana baza, tedaj je
u=(u,vy) vi+(u,vy) vo+ -+ (u,vy) vy .
Dokaz. Za poljuben u lahko pois¢emo skalarje Ay, Ao, ..., A\, take, da je
U=\ Vyi+Ava+---+ A\, Vy.
V ta namen za poljuben v; izracunajmo skalarni produkt

(w,vi) = (M vi+Adava+ -+ X\, vy, Vi)
= )\1 <V1,Vi> + )\2 <V2,Vi> + -+ )\n <Vn,Vi>

Ker so vektorji ortogonalni in je (vj, vi) > 0, se enakost poenostavi v

(w,vi) = A (vi,vy)

)\i — <u7Vi>
Vi7Vi>
A= “’Vi2>
[[vill

Ce je B ortonormirana baza, je norma vsakega vektorja enaka ena in drugi del
izreka sledi neposredno iz prvega dela.

Vsak evklidski prostor premore ortonormirano bazo. Postopek, ki poisce to
bazo, se imenuje Gram-Schmidtov ortogonalizacijski postopek.

Naj bo By = {v1,va,...,Vn} poljubna baza evklidskega prostora V. Pri-
druzimo ji ortogonalno bazo By = {ej,es,...,e,} na slede¢ nac¢in. Naj bo naj-

prej
e = V3.

Nadalje postavimo
€2 = Va2t Aier,

kjer naj bo A; tak skalar, da je (ez,e;) = 0:

(va+Aer,e;) = 0
)\1 _ _<V2ael> .
<elael>
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Tako je

<V27 el>
<e1) el>
Omenimo $e, da je eg # 0, saj bi v nasprotnem bila vektorja e; in e linearno
odvisna, kar je v prostislovju z definicijo baze.

€y = Vg — 1-

Ponovimo podobno za vektor ez. Naj bo torej
€3 = Vgt e+ puzes,
kjer naj bosta p; in us taka skalarja, da bo

(e3,e1> =0
(e3,e2> = 0.

Podobno kot prej mora biti ez # 0, saj smo sicer v prostislovju z linearno neod-
visnostjo. Izra¢unajmo oba iskana skalarja p; in po:

(Vg + p1e1+ poez,e1) = 0
(Vg + p1e1+ poeg,e) = 0

(vs,e1) + 1 (e1,e1) + po (e2,€1) = 0
(v3,e2) + 1 (€1,e2) + uo (ez,€2) = 0

(vs,e1) + 11 (er,e1) = 0
(vs,e2) + 2 (ez,e2) = 0

_ <V3a el>
i <e1a el>
- V3, €2
ILLZ B <e27 e2>
Tako je
es = vs— (vs, e1) - (v3, €2) e,
<elael> <e27e2)
Postopek nadaljujemo do
-1
o — v — (Vn, €i) N
i—1 <ei7 e1>
Mnozica By = {e1,ea,...,e,} je seveda ortogonalna in zato linearno neod-

visna, kar pomeni, da je baza evklidskega prostora V. Ce vsak vektor iz B
normiramo, dobimo ortonormirano bazo.
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Zgled 3.55 Najbo B = {(2,—1,0),(1,0,—1),(3,7,—1)} baza prostora R? s stan-
dardnim skalarnim produktom. Skonstruiraj

a) ortogonalno bazo prostora R?,

b) ortonormirano bazo prostora R3,

3.6 Fourierova vrsta

Zaenkrat smo se ukvarjali samo z bazami konéno razseznih vektorskih prostorov
in cilj tega razdelka je priblizati idejo baze neskonc¢no razseznega vektorskega
prostora, saj poglobljena obravnava zahteva poznavanje funkcionalne analize t.j.
veja analize, ki se ukvarja s kompleksnimi funkcijami.
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Vektorski prostor, s katerim se bomo ukvarjali, naj bo vektorski prostor zve-
znih funkeij na zaprtem intervalu [a,b], Cla,b]. Ce ga opremimo s skalarnim
produktom

b
(t.8) = [ falgta)da.
je to unitarni vektorski prostor.
Zaenkrat se bomo omejili na interval [—m, 7]. Poglejmo naslednjo mnozico
funkcij definiranih na tem intervalu
1, cos z, cos(2z), cos(3z), .. ., sinz,sin(2z), sin(3z), . ..
oziroma ¢e gledamo na funkcije kot na elemente vektorskega prostora
{1, cos(nx), sin(nx)|n € N}.

Izracunajmo medsebojne skalarne produkte teh funkcij:

(1,cos(nx)) = [* cos(nz)dz = QWF =0

(1,sin(nx)) = [ sin(nz)dz =0

(sin(nx), cos(mx)) = [7_sin(nx) cos(mzx) dz = 0

(cos(nx), cos(mx)) = [7_cos(nx)cos(mx) dx

= 2, cos(nx) cos(mx) du

, o cos?(nx) d . m=n
foﬂ %(COS((TL +m)x) 4+ cos((n —m)x))dx ; m#n
foﬂ %(1 + cos(2nx)) dx C m=n
— 9

Jo 5(cos((n+m)x) +cos((n —m)z))dx ; m#n

(LU + sm(22nnx))‘6r S m=n

n—+m n—m

<sin((n+m)x) _l_sin((n—m):v)> |(7)r : m#n
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Na podoben nac¢in dobimo

T, m=n
(sin(nx), sin(mx)) =

0 ; m#n

Vidimo, da je samo skalarni produkt funkcije same s seboj nenicelen, v vseh

ostalih (mesanih) primerih je skalrani produkt enak ni¢, kar pomeni da je mnozica
funkcij S = {1, cos(nx), sin(nx)| n € N} ortogonalna mnozica in zato linearno
neodvisna. Da bi bila mnozica S baza vektorskega prostora C[—m, 7], bi se morala
vsaka funkcija f € C[—m,n| dati zapisati kot linearna kombinacija elementov is

S

f=ap-1+ Z a,cos(nx) + Z b,sin(nx),

n=1 n=1
kar pomeni, da je f pravzaprav vsota funkcijske vrste
oo
f(z) =ao+ Z(an cos(nzx) + b, sin(nx) .
n=1
Nimamo dovolj matemati¢nih orodij, da bi lahko raziskovali konvergenco te vr-
ste, zato privzemimo, da je vrsta konvergentna na [—m, 7] in dolo¢imo neznane

koeficiente a,, in b, tako, da f skalarno mnozimo po vrsti z elementi mnozice S.
Pomnozino najprej f z vektorjem 1:

(£,1) = J7, f(x)da

{ag + > 07 (an cos(nz) + by, sin(nx)),1) =

I (a0 + 322 (an cos(nz) + by sin(nz))) da =

™

2a0 [y dr+ >0, <ak J7_cos(nx) de + by [*_sin(na) dx) =
27TCLO + Zzozl (akQMH} + 0) =

n

2may .
Tako je
1 s
a = 5 7ﬂf(m)dx.

Nadalje izracunajmo skalarni produkt z vektorjem cos(mx), kjer je m neko na-
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ravno Stevilo:

(f,cos(mx)) = [ f(x)cos(mz) dx

(ap + > 7 (ay, cos(nx) + b, sin(nx)), cos(mx)) =

f;(ao + > 07 (ay, cos(nx) + by, sin(nz))) cos(mz) de =

2a0 [y cos(ma)dr + Y 00, (ak J7_cos(nx) cos(mx) d:c) + > (bk J7_sin(nz) cos(ma) d:c)

Od vseh zgornjih integralov je nenicelni samo drugi v primeru, ko je n = m in
sicer je enak 7, kar smo ze izracunali, zato je

(f, cos(mx)) = /_Tr f(z) cos(nz) dx = ma,

Ay = L[ f(z) cos(mz) dx .

Na podoben nacin bi s skalarnim produktom funkcij f in sin(mx) dobili

b, = e f(z)sin(nz) dx .

™

S tem smo razvili funkcijo f v funkcijsko vrsto po kosinusih in sinusih in take
vrste se imenujemo trigonometrijske vrste. Ce so njeni koeficienti 4naki a,, in b,,,
tedaj govorimo o Fourierovi vrsti.!

Definicija 3.56 Naj bo f zvezna funkcija na [a,b]. Vrsti

f(x) =ao+ Z a, cos(nx) + Z b, sin(nzx) ,
n=1 n=1

kjer so koeficienti

™

ag = % /j f(x)dx, a, = %/_ﬂ f(z) cos(nz) dz, b, = %/ f(z)sin(nz) dx,

—T

pravimo Fourierova vrsta funkcije f.

Kot smo ze omenili, ne znamo povedati veliko o konvergenci take vrste, zato
bomo brez dokaza privzeli naslednji izrek.

Tmenujejo se po francoskem fiziku in matematiku Josephu Fourierju (1768 - 1830)
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Izrek 3.57 Ce je periodicna funkcija f odsekoma zvezna na [—7, 7] in ima v
vsaki tocki intervala levo in desno limito, je njena Fourierova vrsta konvergentna.
Njena vsota je enaka f(x) v vsaki tocki, kjer je f zvezna. V tockah nezveznosti
je vrednost vrste povpreéna vrednost leve in desne limite.

Zgled 3.58 Razvij v Fourierovo vrsto funkcijo

a ; 0<<m7

ce je a > 0 in je funkcija f periodicna s periodo 2m.
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Slika 3.1: Vir: Wikipedia.

Vidimo, da Fourierova vrsta omogoca razstavljanje poljubne periodi¢ne funk-
cije ali periodi¢nega signala v vsoto periodi¢nih funkcij sinus in kosinus.

Zaenkrat znamo razviti funkcijo zvezno na [—m, 7] v Fourierovo vrsto. Pe-
riodi¢no funkcijo z osnovno periodo P lahko razvijemo v Fourierovo vrsto na
poljubnem intervalu [c, ¢ + P] ¢e le zadosc¢a pogoju, da je na tem intervalu odse-
koma zvezna. Na podoben nacin kot na intervalu [—n, 7] lahko dolo¢imo neznane
koeficiente a,, in b,. Naj bo w = %’T, tedaj so koeficienti

1 c+P
ag = F/c f(z)dzx,

2 c+P
ay, = F/ f(z) cos (nwz) dx,

b, = %/:er f(z)sin (nwz) dx .
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Zgled 3.59 Razvij v Fourierovo vrsto funkcijo
0, 2<zx<l

fly=q¢ 1 ; —-1<z<1,

ce je k > 0 in je funkcija f periodicna s periodo P = 4.
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Kadar je funkcija zvezna na intervalu [0, P], jo lahko bodisi samo po kosinusih
bodisi samo po sinusih v trigonometrijsko vrsto. Razvoj po kosinusih dosezemo
tako, da jo razsirimo na simetri¢ni interval [— P, P] tako, da je funkcija soda. V
tem primeru govorimo o kosinusni Fourierovi vrsti. Kadar pa jo razsirimo na
nacin, ki naredi funkcijo liho, pa govorimo o sinusni Fourierovi vrsti. Poglejmo
natancneje koeficiente pri posameznem razvoju:

kosinusna Fourierova vrsta :
Naj bo f soda funkcija s perido 2P, P > 0. Tedaj so koeficienti razvoja

sledeci:
1 [P
@ =5 /0 f(z)dx

:—/ COS@> dx

b, =0.

Kosinusna Fourierova vrsta je tako enaka

flz) = ao+ Z a, cos(nwr) + Z by, sin(nwz)

n=1 n=1

— /f d;,;+z< /f cos >dx)cos(nx).

sinusna Fourierova vrsta :

Naj bo f liha funkcija s periodo 2P, P > 0. Tedaj so koeficienti razvoja
sledeci:
a, =0

:—/ sin@> dx .

Sinusna Fourierova vrsta je torej

f(x) = ag+ Z a, cos(nwx) + Z by, sin(nwz)

s (% /0 " f(a)sin ("—?> d:c) sin(nz)

Funkcijo f definirano na intervalu [0, P] lahko tako razvijemo na tri nacine.
Ali v kosinusno Fourierovo vrsto kot sodo funkcijo na [—P, P] s periodo 2P ali

115 Petra Zigert Pletersek



3.6. FOURIEROVA VRSTA

v sinusno Fourierovo vrsto kot liho funkcijo na [—P, P] s periodo 2P ali pa jo
ravijemo v Fourierovo vrsto s periodo P.

Zgled 3.60 Funkcijo f(x) = z definirano na intervalu [0, 7] razvij v Fourierovo
vrsto na vse tri nacine.
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3.7 Linearne preslikave
V tem razdelku nas bodo zanimale linearne preslikave, na katere bomo gledali

kot na preslikave med dvema vektorskima prostoroma.

Definicija 3.61 Naj bosta V in V' vektorska prostora. Preslikava f:V — V' je
linearna preslikava, ce za vsak x,y 1z V in skalar \ velja:

i) aditivnost

fx+y)=f(x)+ fly) in

ii) homogenost

JAX) = A f(x).

Obe lastnosti hkrati zapisemo kot

FOAx+py)=Af(x)+pfly)

in ju z eno besedo imenujemo linearnost. Ce vektorska prostora sovpadata, se
linearna preslikava imenuje endomorfizem:

f:y—=y.
Zgled 3.62 Ali je preslikava f : R® — R* dolocena s predpisom
f(z1, 20, 23) = (21,21 + X2, T2, T3)
linearna preslikava.

fAx+py) = f(A(@1,29,73) + 1 (Y1, Y2, ¥3))

Zgled 3.63 Ali je preslikava f : R® — R? dolocena s predpisom
f(x17x27x3) = ($§7 Ty — l’g)
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linearna preslikava.

Preveri aditivnost na primer za (1,1,0) in (1,2, 1).

Zgled 3.64 Naj bo V prostor vseh neskoncénokrat odvedljivih funkcij g : R —
R. Ali je preslikava f :V — V, ki vsaki funkciji priredi njen odvod, linearna
preslikava?

Izracunajmo

fAgi+pge) = (Agi+pge)
= Mg+ 19
= Mflg1) +p f(g2).

To pomeni, da je f linearna preslikava.

V primeru nam najbolj znanega vektorskega prostora R™ lahko linearno pre-
slikavo prikazemo z matriko in obratno. O tem govorita naslednja izreka.

Izrek 3.65 Naj bo A matrika reda m x n. Tedaj je preslikava fa : R® — R™
dolocena s predpisom

fa(x) = Ax

linearna preslikava.

Dokaz. Preverimo obe lastnosti:
fax+y) = Alx+y)=AX) +A(y) = fa(x)+ faly)
faAx) = AAX)=XA(x) =\ fa(x).

Izrek 3.66 Naj bo f : R" — R™ linearna preslikava. Tedaj obstaja taka matrika
A reda m x n, da je

f=/fa
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Dokaz. Naj bo B = {ej,es,...,e,} standardna baza prostora R", kjer je e;
vektor, ki ima na i-tem mestu ena, sicer pa same nicle. Naj bo A matrika reda
m X n, katere i-ti stolpec je slika vektorja e;, to je f(e;):

Naj bo sedaj x poljuben vektor iz R". Razvijmo ga po bazi B:

T

X2
X = . =x1€;+x9€0 + -+ Tp€n.

Tn

Pokazimo, da velja
fx) = falx).

V ta namen izracunajmo:

f(x) = f(rier+azrea+---+x,€y)
= f(z1e1) + f(zaez) + -+ f(znen)

= w1 f(er) + a2 f(e2) + - + 2, f(en)

X
X2

= | fler) flez) --- flen)

T

Zgled 3.67 Doloc¢i matriko, ki jo porodi linearna preslikava f : R* — R3,
f(x1,$2,$3,1'4) = (i[)4,x3,$2).

Pois¢emo slike standarnih baznih vektorjev glede na f:

A—

o O O
_ o O
O = O
o O =
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Zgled 3.68 Doloci matriko in predpis, ki jo porodi preslikava zrcaljenja cez os x
v R2.

Zrcaljenje f je preslikava iz R? — R? Poljuben vektor x = (z1,72) € R?
zrcaljenje preslika v vektor y = (y1,y2) = f(x) = f(x1,22) = (71, —79) € R%
Tako velja

1 = 1 = 1l-27+0- 29

Y = —T2 = O'ZEI—]_'ZEQ,

]l a1

Tako je matrika zrcljenja cez os x enaka
1 0
A= { Lo } |

Zgled 3.69 Doloci matriko, ki jo porodi preslikava zrcaljenja cez premico y = x
v R

Zrcaljenje f je preslikava iz R? — R? Poljuben vektor x = (z1,72) € R?
zrcaljenje preslika v vektor y = (y1,y2) = f(x) = f(x1,22) = (z2,71) € R% Tako
velja

kar je enako

Yy = T2 = 0'£E1+1'.I’2
Y = w1 = 1l-21+0- 29,
Y1 . 0 1 T
Yo N 10 i) '
Tako je matrika zrcljenja ¢ez premico y = x enaka
0 1
[0

V nadaljevanju si bomo pogledali dva pomembna podprostora domene in ko-
domene linearne preslikave.

kar je enako

Definicija 3.70 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad obsegom O in f line-
arna preslikava f :V — V'. Tedaj je mnoZica

Ker f ={x e V; f(x) =0}
jedro (“kernel”) linearne preslikave in mnoZica
Imf={yeV;d3xeV: f(x)=y}

je slika (7image”) linearne preslikave.

120 Petra Zigert Pletersek



POGLAVJE 3. LINEARNA ALGEBRA

Zgled 3.71 Poisci jedro in sliko zrcaljenja ¢ez premico y = x v R2.

Poglejmo nekaj lastnosti obeh mnozic.

Izrek 3.72 Za poljubno linearno preslikavo f:V — V' je Ker f podprostor od V
in Im f podprostor od V'.

Dokaz. Naj bosta x1, X5 poljubna elementa iz jedra ter A;, Ay poljubna skalarja.
Izracunajmo
Jux:s +Aex2) = Ay f(x1) + A2 f(x2)
A0+ X0
= 0.

Naj bosta zdaj y1,y2 poljubna elementa slike linearne preslikave , skalarja pa
taka kot prej. Potemtakem obstajata x1,xs € V taka, da je

f(x1)=y1 in f(x2)=y2.

Velja
AMyr+Ayz = A f(xa) + A2 f(x2)
= f(Mix1+Xx2)€Zmf.

| |

Izrek 3.73 Naj bo B = {ey1,eaz,...,en} a baza prostora V in f linearna presli-

kava f:V — V'. Tedaj je

Imf=L({f(er), f(e2),...,f(en)}) .
Dokaz. Naj boy € Zm f. Tedaj obstaja x € V tak, da je
y=/f(x)=F (Z)\lei> = ZAlf(ei)‘
i=1 i=1

| |
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Definicija 3.74 Razseznost slike linearne preslikave f je rang linearne presli-
kave, razseznost jedra je mjen defekt.

Zgled 3.75 Dolo¢i rang in defekt endomorfizma f : R® — R3, ki je dolocen s
predpisom

f(.l’l, T, IL‘3) = (31’1 + 5[L’2 -+ 7[E3, T+ 25[’2 + 3[E3, T+ 31’2 + 51[’3) .
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Izrek 3.76 Naj bo f : V — V' linearna preslikava. Tedaj je vsota ranga in
defekta enaka razseznosti prostora V:

dim (Ker f) + dim (Zm f) = dim (V).

Dokaz. Naj bo dimV = n in naj bo {vy,va,..., vk}, kK < n baza jedra linearne
preslikave. Dopolnimo jo do baze B celega prostora V:

B = {Vl,VQ,...,Vk,Wk+1,...,Wn}.

Naj bo x poljuben vektor iz V:

k n
X:Z)\ivi‘l' Z i W
i=1

i=k+1
Tedaj je
£ = (S Av) +F (S w)
= YL AV X A f(wi)
= Z?:k—i—l Ai f(wi) .
Pokazimo, da je mnozica B' = {f(Wx41), ..., f(Wn)} baza vektorskega prostora
Imf.

i) Pokazimo linearno neodvisnost:

)\k+1f<Wk+1)+"'+)\nf(Wn):O 54 )\ZZO, Vz=k+1,,n

fOiwkir+-- 4+ XNwn) =0 & N =0,Vi=k+1,...,n

Vidimo, da je \p11Wyi1 + -+ + A\, wy element jedra, zato ga razvijmo po
njegovi bazi

)\k;+1Wk+1 + -+ )\an = (1 Vi + -+ Qk1+1Vk+1

Q1Vy + - Q1 Vgl — MWk — -0 — AWy = 0.

Ker je {v1,Va,...,Vk, Wki1, ..., Wy} baza, so vsi skalarji enaki 0.

ii) Pokazimo Se, da je linearna lupina enaka celemu prostoru Zm f. Naj bo y
poljuben element iz Im f, tedaj obstaja x iz V tak, da je

y=[f(x) = fAvi+-+ Np1Vip1r + M1 Wiepr + 0+ \yWy)
= fhvi+-FXvi) + e f(Wier) + -+ A f(Wa)

= M1 f(Wipr) + -+ A f(Wn) .
i

123 Petra Zigert Pletersek



3.8. LASTNE VREDNOSTI IN LASTNI VEKTORJI

3.8 Lastne vrednosti in lastni vektorji

Naj bo V vektorski prostor in f endomorfizem tega prostora. V nadaljevanju nas
bo zanimalo, katere nenicelne vektorje p iz V linearna preslikava f preslika v neki
veckratnik vektorja p.

Definicija 3.77 Naj bo f endomorfizem vektorskega prostora V. Skalar \ je
lastna vrednost preslikave f, c¢e obstaja nenicelni vektor p iz V tak, da je

f(p)=Ap.

Vektorju p pravimo lastni vektor preslikave f, ki pripada lastni vrednosti \.

Na lastne vektorje lahko gledamo kot na tiste vektorje, ki jim delovanje pre-
slikave ne spremeni smeri, temvec jih samo raztegne ali skr¢i. Na Sliki 3.2 vidimo
dva vektorja, enega oznacenega z rdeco (vertikalna smer) in drugega z modro
barvo (horizontalna smer). Pri raztegnjeni sliki Mone Lise na desni strani se
vidi, da je rdeci vektor spremenil svojo smer, modri pa ne, zato je samo slednji
tudi lastni vektor. Ker se je dolzina modrega vektorja pri raztegu ohranila, je
veckratnik raztega t.j. pripadajoca lastna vrednost modrega vektorja enaka ena.

Slika 3.2: Vir: Wikipedia.

Zgled 3.78 Naj bo f : R" — R" dana s predpisom f(x) = Dx, kjer je D diago-
nalna matrika z elementi dy,ds, ..., d, na diagonali. PokaZi, da so standarndni
bazni vektorji v R™ lastni vektoryi presliakave f. Poisci pripadajoce lastne vre-
dnosti.
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Vektorju e; pripada lastna vrednost d;.

Zgled 3.79 Naj bo V prostor vseh neskoncnokrat odvedljivih funkcij g : R — R
n f linearna preslikava, ki funkciji g priredi njen odvod. Poisci lastne vrednosti
in lastne vektorje preslikave f.

Iscemo realne funkcije g, ki za nek A zadoscajo zvezi
f(bfg) = Abfg = g'(x) = Ag().
Resitev te diferencialne enacbe je druzina funkcij
g(x) = Ce™™.

Funkcija g(x) = e*® je lastni vektor preslikave f, ki pripada lastni vrednosti \.

Zgled 3.80 Naj bo f : R? — R? linearna preslikava, podana s predpisom

flz,y) =2z + 4y, —r—y).

Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje preslikave f.

2r+4y,z—y) = Ma,y)
r(2—-XN)+4y = 0
r—y(l+A) =0

Pripadajo¢i homogeni sistem linearnih enac¢bh ima netrivialno resSitev samo za
A =3 in A = —2, ki sta lastni vrednosti, pripadajoc¢i lastni vektorji so oblike
(4t,t) oz. (t,—t) za vsak nenicelni parameter ¢.

Izrek 3.81 Naj bo f : V — V linearna preslikava in A njena lastna vrednost.
MnoZica Vy vseh vektorjev, za katere velja

je vektorski prostor, ki mu pravimo lastni prostor preslikave f. Lastni prostor Vy
vsebuje vse lastne vektorje, ki pripadajo lasti vrednosti A in vektor 0.
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Dokaz. Naj bosta p; in ps poljubna razliéna in nenicelna lastna vektorja pre-
slikave f, ki pripadata lastni vrednosti A\. Tedaj velja

f(p1) =Ap1 in f(p2) =Ap2.

Nadalje je

f(paipr + pep2) = p1 f(P1) + p2 f(P2)) = A (11 P1 + p2 P2)

zato je V) vektorski prostor.
Ker za poljuben lastni vektor p iz V) velja

p1 0+ pe-p=po-p €Wy,
tudi vektor 0 pripada lastnemu vektorskemu prostoru. i

Ce sta p; in po lastna vektorja, ki pripadata razlicnim lastnim vrednostim,
tedaj njuna vsota p1+p2 ni lastni vektor. Velja celo vec, o ¢emer govori naslednji
izrek.

Izrek 3.82 Lastni vektorji p1,P2,---,Pn linearne preslikave f -V — V, ki pri-
padajo razlicnim lastnim vrednostim \i, Ao, ..., A\, so linearno neodvisni.

Dokaz. Uporabimo indukcijo po n. Naj bosta torej p; in ps lastna vektorja,
ki pripadata razlicnima lastnima vrednostima \; in \y. Predpostavimo naspro-
tno, recimo da sta lastna vektorja linearno odvisna. Tedaj obstajata netrivialna
resitev enacbe

p1P1+ p2p2 =0.

Na obeh straneh enac¢be uporabimo linearno preslikavo f

p1 f(p1) +p2 f(P2) = f(0)
pi AP+ p2Xep2 = 0
AMpiPr+Apep2z = 0

Upostevamo, da je pu1 p1 = —u2 p2, ter dobimo

A 2 P2+ A2 piop2 = O
po (A2 —A)pz = 0

Ker je lastni vektor ps po definiciji nenicelni, mora veljati
[1,2()\2 —)\1) =0.

Ker sta lastni vrednosti A\; in A\ razliéni, je zato pus = 0. Potemtakem pa je tudi
p1 = 0, s ¢cimer pridemo v protislovje z netrivialno resitvijo linearne kombinacije
obeh lastnih vektorjev.
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Indukcijski korak pokazemo na podoben nacin in so podrobnosti prepuscene
bralcu.

V nadaljevanju si poglejmo lastne vrednosti in lastne vektorje matrik. Iz
Izreka 3.66 vemo, da za linearno preslikavo f : R™ — R"” obstaja taka matrika A,
da je

f(x) = falx) = Ax,,

zato je smiselna naslednja definicija.

Definicija 3.83 Lastne vrednosti in lastni vektorji matrike A reda n so lastni
vektorji endomorfizma fa prostora R™.

Potemtakem velja:

falp) = Ap = Ap
(A—XI)p = 0.

Dobimo homogoneni sistem enach, katerega netrivialne resitve so lastni vek-
torji p matrike A glede na lastno vrednost \. Skupaj z vektorjem 0 tvorijo
vektorski podprostor prostora R”, katerega dimenzija je enaka

n —rang(A — A1)

in ji pravimo geometricna kratnost lastne vrednosti A\. Nadalje ze vemo, da je
homogeni sistem netrivialno resljiv natanko tedaj, ko je

det (A—XI)=0.

Polinomu na levi strani pravimo karakteristicni polinom in njegove nicle so lastne
vrednosti matrike A.

Zgled 3.84 Poisci lastni vrednosti in lastna vektorje matrike
2 4
A= { 2 4 } .

2-x 4 }:v_x—(s:(k—l)@—@-

PN=1 T

Lastni vrednosti matrike A sta A\; = 3 in Ay = —2. Pois¢imo Se pripadajoca
lastna vektorja. Najprej za \; = 3:

(A=3I)p = 0

A -]
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To pomeni, da morata p; in ps zadoscati pogoju
p1—4pe=0=p; =4ps.

Oznacimo p, s parametrom ¢, torej naj bo p, = t. Pri tem parameter ¢ poljubno
izbiramo, torej je ¢ € R. Lastni vektorji so oblike

4t
4], vem

Naravno je izbrati za ¢t najpreprostejsi primer, t.j. ¢ = 1. Tedaj je prvi lastni
vektor enak
4
o

(A+20)p = 0

] - )

To pomeni, da morata p; in ps zadoscati pogoju

Poglejmo se za Ay = —2:

prtp2=0=p =—ps.

Vpeljemo parameter p, = ¢, t € R in izracunamo p; = —t. Torej je drugi lastni

vektor
—t
] ex

oziroma za t = 1 dobimo drugi lastni vektor

o

Ni tezko preveriti, da sta oba lastna vektorja linearno neodvisna.

V obeh zgornjih primerih sta bili lastni vrednosti razlicna in enkratna korena
karakteristicnega polinoma. Takim lastnim vrednostim pravimo enostavne lastne
vrednosti. Kadar se neki koren pojavi m-krat, pravimo, da je njegova algebrajska
kratnost enaka m. V obeh primerih je geometri¢na kratnost enaka algebrajski in
sicer sta obe enaki ena.
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Zgled 3.85 Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike
7 —1
[T

| T=A 1 B 5
O R )
Dvojna lastna vrednost matrike A je A; o = 5. Pois¢imo Se lastne vektorje.

(A=5D)p = 0

Rl

To pomeni, da morata p; in ps zadoscati pogoju
2p1—pa=0=p2=2p;.

Oznac¢imo p; s parametrom t, torej naj bo p; = t, kjer je t € R. Lastni vektorji
so oblike

.
Naravno je izbrati za t najpreprostejsi primer, t.j. ¢ = 1. Tedaj je lastni vektor

enak ]
1
L 2 ‘

Dobili smo lastno vrednost, katere algebrajska kratnost je enaka dva, geome-
tricna kratnost pa je ena.

Zgled 3.86 Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

011
A=11 01
1 10

-2 1 1
pN=] 1 =X 1 [ =-0+1)*N-2)=0.
1 1 =X
Lastni vrednosti matrike A sta A\;o = —1 in A3 = 2. Pois¢imo Se pripadajoce
lastne vektorje. Najprej za \j o = —1:
(A+I)p = 0
111 D1 0
1 11 D2 = 0
1 11 D3 0
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To pomeni, da morajo py, p2 in p3 zadoScati pogoju

pr+p2t+p=0=p3s=—p—p2.
Naj bo p; =t in py = s, kjer sta t, s € R. Lastni vektorji so oblike

t
S , telR.
—t—s

Vrednosti za t in s izberemo na najpreprostejsi primer tako, da bosta dobljena
vektorja linearno neodvisna in sicer t = 1,s = 0 in ¢t = 0,s = 1. Pripadajoca
lastna vektorja sta

1 0

0 in 1 ,

-1 -1

ki sta seveda linearno neodvisna. Dobili smo lastno vrednost, katere algebrajska
in geometricna kratnost je enaka 2.
Poglejmo Se za A3 = 2:

2 1 1 n 0
1 -2 1 | = |0

Resitev pripadajocega sistema je

b1 =Dp2 =pP3-

Naj bo p; =t,t € R, tedaj je lastni vektor

Za t =1 dobimo
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Zgled 3.87 Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike in pokazi, da so
baza prostora R3:

3 0 O
A= -1 1 0
2 -3 -1
3—A 0 0
p(A)=| -1 1-—2X 0 =B-XN1=XN(-1=-X)=0.
2 -3 —1-=A
Lastni vrednosti matrike A sta Ay = 3, Ao = 1 in A3 = —1. Pois¢imo Se pripa-

dajoce lastne vektorje. Najprej za A\ = 3:

(A=30I)p = 0

0 0 0 i 0
-1 =2 0 P2 = 0
2 -3 —4 P3 0

Resitev pripadajocega sistema je

8 4

P1= ?p:ﬁa D2 = —§p3-

Naj bo p3 =t, t € R, tedaj je lastni vektor

_74 t )
7
t

teR.

Primerno je izbrati ¢ = 7 in dobimo

8
—4
7

Na podoben nacin dobimo Se druga dva lastna vektorja in sicer sta

0 0
0 n -2
-1 3

Ni tezko wvideti, da so lastni vektorji linearno neodvisni, bralec pa naj sam
preveri, da je njihova linearna lupina enaka R3.
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Problem diagonalizacije matrike je v tesni povezavi z njenimi lastnimi vektorji.
Za zacetek poglejmo, kaj sploh je diagonalizabilna matrika.

Definicija 3.88 Naj bo A kvadratna matrika reda n in naj obstaja obrnljiva
matrika P reda n taksna, da je P~YAP diagonalna matrika. Tedaj pravimo,
da je A diagonalizabilna matrika in matrika P diagonalizira matriko A.

Naslednji izrek nam bo povedal, kdaj je matrika diagonalizabilna. Dokaz tega
izreka je osnova za diagonalizacijo matrike.

Izrek 3.89 Naj bo A kvadratna matrika reda n. Tedaj sta naslednji trditvi ekvi-
valentni:

(i) A je diagonalizabilna,
(i) A ima n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.
Dokaz.

(1) = (i7) Naj bo torej A diagonalizabilna matrika. Tedaj obstaja regularna matrika
P taka, da je P~'AP diagonalna matrika. Naj bodo p1, P2, ..., Pa stolpci
matrike A in naj bo D = P71 AP. Torej sta matriki P in D oblike:

d 0 --- 0
0 dy -~ 0
P=1pP1 P2 - Pn|,D=] . :
o 0 --- d,

Ker je P regularna matrika, so po Trditvi 3.40 njeni stolpci linearno ne-
odvisni vektorji. Ker jih je n, so potemtakem baza prostora R™. Nadalje

velja
P'AP = D
AP = PD
d 0 - 0
0 do -+ 0
AlP1 P2 ~* Pn| = | P1 P2 - Pn Co
0 0 - d,

Z nekaj racunanja ugotovimo, da je j-ti stolpec matrike P D enak produktu
d; p;. Po drugi strani je j-ti stolpce matrike A P enak A p;. Potemtakem
je

Ap:1 = dlps

Ap2 = dap2

Apn = dnpn'
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Tako so elementi diagonalne matrike D lastne vrednosti matrike A in stolpci
matrike P so pripadajoci lastni vektorji, za katere smo videli, da so linearno
neodvisni.

(1) = (i) Naj bodo zdaj p1,P2,--.,Pn linearno neodvisni lastni vektorji matrike A
in definirajmo matriko P tako, da so ti vektorje njeni stolpci:

P=1]p1 p2 -+ Pn

Tedaj je matrika A P enaka

AP=| Ap1 Apz --- Apa

Ker so vektorji p; lastni vektorji, nadalje velja

AP = )\1p1 )\2p2 )\npn
] A 0 - 0
0 X --- 0
= | P1 P2~ Pn Lo
. 0 0 - A\,
= PD.

Ker so stolpci pj linearno neodvisni, je po Trditvi 3.40 matrika P obrnljiva,
zato obstaja P~! taka, da je

D= P AP,

kar pomeni,da je A diagonalizabilna matrika.

Zgled 3.90 Diagonaliziraj matriko A

2 4
A= [ 2 ] |
Potrebujemo dva linearno nedvisna vektorja in to sta ravno lastna vektorja
matrike A. Matrika lastnih vektorjev je enaka

[t
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in obratna matrika je

Izracunajmo Se produkt

e [3 07
PAP_[O _2}_17.

Zgled 3.91 Diagonaliziraj matriko A

Potrebujemo tri linearno nedvisne vektorje in to so ravno lastni vektorji ma-
trike A. Matrika lastnih vektorjev je enaka

-1 -1 1
P= 0 11
1 01
in obratna matrika je
-1 -1 2
Plt=-|-1 2 -1
1 1 1
[zracunajmo Se produkt
-1 00
P'AP = 0 -1 0|=D.
0 0 2

3.9 Sistemi linearnih diferencialnih enacb

V tem razdelku bomo na kratko razpravljali o tem, kako lahko nastane sistem
diferencialnih enacb. Za motivacijo vzemimo problem plen-plenilec. Smiselno je,
da Stevilo plena vpliva na stevilo plenilcev in prav tako velja obratno. Zato bi
morala diferencialna enacba, ki ureja populacijo plena in plenilcev odvisna od
stevila obojih. To pripelje do dveh diferencialnih enacb, ki ju je treba hkrati
resiti, da bi dolocili populacije plena in plenilca.

Ce posplosimo, nas bodo zanimali sistemi linearnih diferencialnih enacb pr-
vega. Sistem diferencialnih enacb je linearen, ko so njegove neznane funkcije
linearne enacbe, t.j. neznanke se pojavljajo samo v prvi potenci. Red sistema je
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dolocen s stopnjo najvisjega odvoda, ki se pojavi v sistemu diferencialnih enacb
in mi se bomo ukvarjali s sistemi prvega reda.

Ko se bomo naucili resiti sistem linearnih diferencialnih enacb, bomo pogle-
dali, kako prehajamo iz sistema linearnih diferencialnih enacb na diferencialno
enacho visjega reda in kako ta postopek izvedemo Se v obratni smeri.

Poglejmo si za ilustracijo konkretnin primer homogenega sistema linearnih
diferencialnih enach, v katerem sta x; in x5 neznani funkciji:

Ty = T+ 239

xh = 3x1+2x9.

Homogoni sistem linearnih diferencialnih enacb lahko zapiSemo v matriéni
obliki
x' = Ax,

kjer je A kvadratna matrika koeficientov sistema, x je vektor neznanih funkcij,
x’ pa njegov odvod. Za zgoraj podani sistem je

1 2 x1 xy

A= , X = in x =
/
3 2 X T

Za n =1 ima sistem obliko
¥ =auz,
kar je ena sama diferencialna enacba prvega reda in njena resitev je oblike

z(t) = Ce.

Zato poskusimo poiskati resitev sistema za n > 1 v obliki
x(t) = pett.
Tedaj je
x'(t) =pAer.
Vstavimo v sistem in dobimo

plert = Ape
(A= XI)pert = 0

(A—XI)p = 0.
To pomeni, da je A lastna vrednost matrike A in p pripadajoci lastni vektor.

Pri iskanju resitve homogenega sistema diferencialnih enacb se bomo oprli na
nekaj dejstev, ki jih ne bomo izpeljevali. Gre za posplositev izreka, ki smo ga
srecali pri navadnih diferencialnih enacbah.
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Izrek 3.92 Naj bodo xV(t), x3(t), ..., x")(t) resitve homogenega sistema dife-
rencialnih enacb in naj bo W matrika reda n, katere stolpci so te resitve. Ce je
detW # 0, tedaj je

x(t) = Cy xV(t) + Cyx@(t) + -+ C, x(2)

splosna resitev sistema, pri cemer so C;, 1 = 1,...,n, poljubne konstante.

Glede na vrsto lastnih vrednosti, lo¢imo tri moznosti, ki si jih bomo v nada-
ljevanju pogledali.

(i) Lastne vrednosti so realne in razlicne

Naj bo torej A matrika reda dva in A;, Ay dve razlicni lastni vrednosti
matrike A. V tem primeru sta pripadajoca lastna vektorja py in po linearno
neodvisna in splosna reSitev je oblike

X = Cl 6)\1 tpl + Cg 6>\2 tp2 .

Zgled 3.93 Resi sistem linearnih diferencialnih enach

= x4+ 21,
xh = 3z + 229,
ce je
0
x(0) =
—4

Poiscimo lastne vrednosti pripadajoce matrike,
1—X 2
det(A—XI) =
3 2-=A
= N -3\—-4

Poiscimo pripadajoca lastna vektorja.
)\1 == —1
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Resiti moramo sistem

Lastni vektor je tako

—P2 —1
p1 = = p1 = yp2=1.
P2 1
Ay =4
Resiti moramo sistem
-3 2 D1 0
) — =
3 =2 Do 0
2
—3]?1 —|—2p2 =0 =>p1= §p2
Drugi lastni vektor je tako
% P2 2
p2 = = P2 = y P2 =3
b2 3
Splosna resitev je enaka
-1 2
x(t)=Cre”’ + Cye®
1 3

Za dolocitev konstant € in C; moramo uporabiti zacetni pogoj

—1 2 0

ki privede do resevanja sistema linearnih enach

-Ci1+20, = 0
01+302 - —4
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Resitev, ki se obicajno poda v matri¢ni obliki, je tako

—1 2
8 4
x(t)=——e’ — et
1 3
oziroma
n(t) = 3=
zo(t) = —5 (3t —e').

(ii) Lastne vrednosti so kompleksne

Naj bo sedaj A matrika reda dva, kater lastni vredsnosti sta \; = o +
13,2 = a — i [. Pripadajoca lastna vektorja sta v tem primeru prav tako
kompleksna in sicer tvorita konjugirani par. Torej naj bosta lastna vektorja

p=a-+:i:b in p=a—:ib.
Tedaj je splosna resitev sistema diferencialnih enacb

x(t) = Oy e**(cos(Bt)a —sin(St)b) + Cye*'(sin(Bt)a + cos(St)b) .

Zgled 3.94 Resi sistem linearnih diferencialnih enach

) = 3x1—9x9
xh = 4dx;—3x9,
ce je
2
x(0) =
1
3

Poiscimo lastne vrednosti matrike A,

3—A -9
det(A—XI) =
4 —3—-A

= X427 = Aao=+3V3i.

Za lastno vrednost je tako realni del @ = 0 in imaginarni del je enak § =
3v/3. Zadostuje poiskati prvi lastni vektor, ker je drugi njegova konjugirana
vrednost.
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Resiti moramo sistem
3—3v3i -9 P 0
. = =
4 —3—33i P2 0
Iz prve enacbe dobimo
(3-3V3i)p—9p2 = 0
pr = $(1—+3i)p:.
Tako je prvi lastni vektor
P1 3
P = = Pp= ;L =3,
11 —=V3i)p 1—+/3i
za katerega je
3 0
a= in b=
1 V3

Za resitev sistema diferencialnih enac¢b niti ne potrebujemo drugega la-
stnega vektorja.

Splosna resitev je tako

3 0
x(t) = C1e’ | cos(3v/31) — sin(3v/31) +
1 V3 ]
3 [0 ]
Cy et | sin(3v/31) + cos(3v/3 1)
1 V3 ]
oziroma
3 0
x(t) = cos(3V3t) | Cy +Cy +
1 -3
3 0
5111(3\/5 t) CQ + Cl
1 —V3
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Za dolocitev konstant € in C5 moramo uporabiti zacetni pogoj

3 0 2
X(O) = 01 + CQ == s
| 3 1

ki privede do resevanja sistema linearnih enach

3C; = 2
= Cl - %, 02 = \/L§ .
Cy—V3C, = —1
Resitev je tako
2 3 1
x(t) = cos(3v/3t) 3 +—= +
1 V3 -3
sin(3v31) [ et
\/§ 1 3 _\/g
oziroma
1 0 1 3
x(t) = = cos(3V/31) + — sin(3V/31)
3 | VB 1
oziroma

2
z1(t) = 2cos(3v31t) + 7 sin(3v/31)

xo(t) = —% cos(3v/3t) — % sin(3v/31) .

(iii) Lastne vrednosti so veckratne

Naj ima sedaj matrika A reda dva veckratno realno lastno vrednost A.
Izkaze sem, da linearno neodvisno resitvi sistema diferencialnih enachb do-
bimo s pomocjo novega vektorja r, ki je definiran kot

(A —A [)I‘ =P,
kjer je p lastni vektor glede na A. ResSitev sistema se izraza v obliki

x(t) = Cr e M p + Coe(tp +1).
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Zgled 3.95 Resi sistem linearnih diferencialnih enacbh

Ty = Txy+ 2o
v = —dx;+ 31,
ce je
2
x(0) =
-5

det(A—XI) =

= XN —-10\+25

= ()\+5>2 = )\172:5.

Pois¢imo lastni vektor p. ReSiti moramo sistem

2 1 D1 0
. = =
2pi+p2=0=pr=—-2p
Lastni vektor je tako
b 1
p= = p= =1
—2 D1 —2
Nadalje pois¢éemo vektor r. Resiti moramo sistem
2 1 1 1
. = =
-4 -2 To -2

2ri+ro=1=mryo=1—-27r.
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Vektor je v tem primeru

Splosna resitev je

x(t) = O €* +Cy | te! + et
—2 —2 1

Za dolocitev konstant C; in C5 moramo uporabiti zacetni pogoj

1 0 2

ki privede do reSevanja sistema linearnih enach

C; = 2
= 01:2, Cy=-1.
—2C1+Cy, = =5

Resitev je torej

oziroma
ri(t) = e (2—1t)

To(t) = € (2t —5).

Poglejmo si Se nehomogeni sistem linearnih diferencialnih enacb, v katerem
sta x1 in o neznani funkciji:

T, = $1+£L'2—|—6t
— t
Ty = T1+ Ty — €.

Nehomogoni sistem linearnih diferencialnih enacb zapisemo v matric¢ni obliki
na slede¢ nacin

x =Ax+1£(t),
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kjer je A kvadratna matrika koeficientov sistema, x je vektor neznanih funkcij,

x’ njegov odvod, f pa vektor danih funkcij. Za zgoraj podan sistem je
11 T ) e

A= , X= , in x'= in f(t)=
11 To xh —e

Poglejmo se vse skupaj v sploSnem na nehomogenem sistemu n linearnih di-
ferencialnih enacb
x' =Ax+1£(t).

Tedaj je matrika A reda n, preostali vektorji pa so reda n x 1. Sistemu pridruzimo
homogeni sistem
x' = Ax.

Vemo ze, da je njegova resitev xy(t) oblike
xp(t) = CrxV(t) + Cox@(t) + -+ + C x(2) .

Resevanja se lotimo na podoben nacina kot pri linearnih diferencialnih enacb in
sicer uporabimo metodo variacije konstant. To pomeni, da vse konstante v xy ()
zamenjamo z novimi neznanimi funkcijami C;(t), i = 1,2,...,n, s ¢imer dobimo
nastavek za iskanje partikularne resitve

xp(t) = C1(t) xP () + Co(t) xD(t) + - + C, (1) x™(t) = Xn: Ci(t) xD(t) .

Ta nastavek upostevamo v zac¢etnem nehomogenem sistemu linearnih diferenci-
alnih enacb

/

(Z?:l Ci(t) X(i)(t)) = 4 (Z?:l Ci(t) x (t)) + £(t)

Y (Gl xO () + Ci(t) (D) (1) = L, Ci(t) (AxO(1)) +£(2).

Ker so funkcije x(¢) tudi vsaka zase resitve pripadajocega homogenega sistema,
velja
(X(i))/ = Ax®

S tem se zgornja enacba poenostavi v
Y ClxO(t) = £(t).

Resimo jo glede na neznanke C!(t), nato pa z nedolo¢enim integriranjem izracunamo
neznane funkcije C;(¢) in s tem splosno resitev nehomogenega sistema

x(t) = xp(t) +xp(t).
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Zgled 3.96 Resi sistem linearnih diferencialnih enach
r = I + o + et

t
Ty = T1+x2—€,

x(O):[H.

Poiscimo lastne vrednosti matrike pripadajocega homogenega dela,

DT POGOJU

1—A 1
det(A—XI) =
1 1—A

= A2 -2\
= AMA=2) = MN=0, =2
Poiscimo pripadajoca lastna vektorja.

A=0

Resiti moramo sistem

11 P1 0
. = =
11 P2 0
prtp2=0=p=—p
Lastni vektor je tako
D1 1
p= :>p(1): 7p1:1-
—P1 -1
)\2 == 2
Resiti moramo sistem
-1 1 P1 0
. — =
1 -1 D2 0

—p1+p2=0=p =p
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Drugi lastni vektor je tako

P1 1
p= :>p(l): 7pl:1-
P1 1

Resitev homogenega dela je tako

1 1
XH(t) = Cl +CQ €2t
-1 1
Nastavimo partikularno resitev
1 1
Xp(t) = Cl (t) + CQ(t) €2t
-1 1

Neznani funkciji C(t) in Cy(t) iS¢emo iz pogoja

1 1 et
am|  |+ame| |-
-1 1 —et

Resiti moramo sistem enach

Ci(t) +e¥Cyt) = €

—C(t) + eCh(t) = —é

C4(t) = 0= Cy(t) =0

Ci(t) = e =Ci(t)=¢

Partikularna resitev je tako

1
xp(t) = ¢ ,
-1
in resitev zacetne diferencialne enacbe je
X(t) = XH(t) + Xp(t)
1 1 1
= Cl + CQ €2t + €t
-1 1 -1
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Nekatere nehomogene sisteme linearnih diferencialnih enacbh lahko resujemo s
pomocjo diagonalizacije matrike koeficientov. Naj bo

x = Ax+£(t)

dani sistem in naj bodo Ay, A9, - -+, A\, razli¢ne lastne vrednosti ter p; pripadajoci
lastni vektorji. Matrika P je matrika, katere i-ti stolpec je i-ti lastni vektor
matrike A. Matrika P je obrnljiva, saj so lastni vektorji linearno neodvisni.
Vpeljimo nov vektor y tako, da velja

x=Py.

Tedaj je
x' =Py

To upostevamo v sistemu diferencialnih enacb:

Py = APy+f£(t)
y = P 'APy+ P1f(t)

y = Dy+f£(t),

kjer je D diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi na diagonali. Tako je i-ta
komponenta vektorja y enaka

yi(t) = Niwi(t) + filt),
kar je linearna diferencialna enacba prvega reda, zato je
yi(t) = Cpetit + et /e*itﬁ(zﬁ) dt .

Z upostevanjem zveze
x=Py

nato dobimo Se vektor iskanih funkcij x.

Zgled 3.97 S pomocjo diagonalizacije resi sistem linearnih diferencialnih enacb

SCll = $1+l’2+6t

t
Ty = T1+x2—€,

PTL POGOIU
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Omenili smo ze, da lahko s pomocjo sistema diferencialnih enacb prvega reda
reSujemo diferencialno diferencialno enacbo visjega reda. Ta metoda je primerna,
kadar je lazje resevati sistem linearnih diferencialnih enach, kot pa diferencialno
enacbo visjega reda. V postev pride predvsem pri numeri¢nem resevanju diferen-
cialnih enacb.

Naj bo
v () = Fty(t), v (1), .y V(@)
diferencialna enacna n-tega reda. Vpeljimo nove funkcje z;(t), i =1, ..., n kot:
n(t) = yl),

n) = Y1),

zo(t) = y"i(t)
[zracunajmo njihove odvode:
zi(t) = y@)  w(t),

wo(t) = y'(t)  as(t),

21() = YO za(t),

n—1

() =y Yy = fy),y @), ... yI(@).

Vidimo, da dobimo sistem linearnih diferencialnih enacb.

Zaradi nazornosti si poglejmo metodo na primeru, ki se ga sicer da analiticno
resiti.
Zgled 3.98 Zapisi diferencialno enacbo drugega reda
2" + 5y —3y =0, y(0) = —4, ¥ (0) =9

s pomocjo sistema linearnih diferencialnih enacb prvega reda in jo na tak nacin
resi.

Vpeljimo novi funkeiji

[zracunajmo oba odvoda

A —
T, = Y =2
/ 3
Ty = Y =3 SY =5T1— 5T

Podobno naredimo z zac¢etnima pogojema

0(3) = y(0) = 4
z9(3) = 9'(0)=9.
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S tem dobimo naslednji sistem diferencialnih enacb

r 3 5
IQ = 51’1—51‘2,
Ce je
—4
x(3) =

det(A—XI) =

Nlw
|
lon
|

>~

= NM+2x-2
Poiscimo pripadajoca lastna vektorja.

M= -3

Resiti moramo sistem

w
—_

4 0

N

D2 0

N[

3p1 +2p2=0=p = —3p

Lastni vektor je tako

b1 1
p= =pl= =1
-3 P1 -3
)\2 - %
Resiti moramo sistem
—% 1 P1 0
= =
3 -3 P2 0

1 1
2p1+ D2 P2 = 5D
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Drugi lastni vektor je tako

b1 2

Splosna resitev je enaka

x(t) = Cre ™ + Cyert
-3 1

Za dolocitev konstant C in C'y moramo uporabiti za¢etni pogoj

1 2 —4

ki privede do resevanja sistema linearnih enach

Cl+202 - —4
= 01:_%702:_

~|w

—-3C1+Cy, =9

Resitev, ki se obi¢ajno poda v matri¢ni obliki, je tako

1 2
22 3
x(t):—7e 3t — 2 eat
-3 1
oziroma
y(t) =mi(t) = —2Fe 3 — %e%t

Lahko pa naredimo seveda tudi obratno, da sistem linearnih diferencialnih
enacb prevedemo na diferencialno visjega reda. To metodo uporabimo takrat, ko
je ustrezno dobljeno diferencialno enacbo visjega reda lazje resiti kot dani sistem.
Poglejmo si metodo na Zgledu ?7.

Zgled 3.99 7?7 Resimo sistem diferencialnih enacb

/

Ty —xy = 3x1+ 29,
ce je
1
x(0) = :
1
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s pomocjo prevedbe na diferencialno enacbo visjega reda.
Izracunamo odvod prve enacbe

/

xry = —X2
'Tlll = _IIQ )
ter upostevamo v drugi enacbi
Ty —xh = 3x;+ 29
) —x] = 3z —x}

) +22) =32, = 0.
Korena karakteristicne enacbe
AN +2X0-3=0
sta —3 in 1, zato je reSitev
71(t) = Cre 3t +(Cyet
1o(t) = 3C e 3 —Cyet.
Iz zacetnih pogojev izracunamo konstanti
1 = Ci1+ Gy
1 = 3C) -0y,
od koder dobimo C] = (5 = % Iskana partukularna resitev je tako
n(t) = He¥+e)
zo(t) = —ai(t) =35(3e7 — ¢€).
Ta metoda deluje tudi v priemeru, ko sistem linearnih enacb ni samomprvega
reda. Poglejmo jo na naslednjem zgledu.
Zgled 3.100 Resimo sistem diferencialnih enacb
Ty = —@y
"o

] —xy = 4z + 229,
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s pomocjo prevedbe na diferencialno enacbo visjega reda.
Izracunamo odvod prve enache

] = —af
ter upostevamo v drugi enacbi tako, da se znebimo funkcije xs:
] —xh, = 4dx;+ 229
o)+ = 4z — 22
22 +22) —4x; = 0
)+ —2x = 0
Korena karakteristicne enacbe
NMH+A—2=0

sta 2 in —1, zato je resitev

l’l(t) = Cl €2t + 02 €_t

zo(t) = —ai(t) =20, e* — Chet.

3.10 Naloge

3.10.1 Vektorski prostori

1. Na mnozici R? naj bosta definirani operaciji seStevanja in mnoZenja s ska-
larjem:

(x1,22) + (Y1, 42) = (1 +y1, 22+ y2)
)\(131,272) = (;Ul,)\xg)

Ali je R? s tako definiranima operacijama vektorski prostor?

2. Na mnozici R? naj bo definirana standardno sestevanje, mnozenja s skalar-
jem pa na slede¢ nacin

)\(%1,1’2,1’3) = <O707>\$3)
Ali je R? s tako definiranima operacijama vektorski prostor?

3. Na mnozici R% naj bo definirana standardno mnozenje s skalarjem, sestevanje
pa na sledec¢ nacin

(x1,22) + (Y1, y2) = (21 +3y1,222+ y)

Ali je R? s tako definiranima operacijama vektorski prostor?
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10.

Naj bo M mnoZica vseh tock premice skozi koordinatno izhodisce v R?,
kjer imamo standardni operaciji sesteveanja in mnozenja s skalarjem. Ali
je M vektorski prostor?

Naj bo M mnozica vseh tock premice, ki ne gre skozi koordinatno izhodisce
v R?, kjer imamo standardni operaciji sestevenja in mnozenja s skalarjem.
Ali je M vektorski prostor?

Naj bo M mnoZica vseh tock oblike (z1,7s) € R?, za katere je 1 > 0, pri
¢emer sta operaciji seStevanja in mnozenja standardni. Ali je M vektorski
podprostor od R??

Naj bo M,, vektorski prostor matrik s standardnima operacijama sestevanja
in mnozenja s skalarjem.

a) Ali je mnozica vseh diagonalnih matrik vektorski podprostor od M,,?

b) Ali je mnozica vseh matrik oblike

tH

vektorski podprostor od Msy?

. Naj bo Fla,b] mnozica realnih funkcij na [a, b].

a) Ali je mnozica vseh polinomov stopnje kvecjemu n, R,[z], vektorski
podprostor Fla, b]?

b) Ali je mnozica vseh funkcij, za kater je f(5) = 10 vektorski podprostor
od Fla,b], ¢e je a <5 < b?

Naj bo W mnozica tock ravnine skozi koordiantno izhodisce v R3. Ugotovi,
ali je W vektorski podprostor od R? s standardnima operacijama sestevanja
in mnozenja s skalarjem.

Naj bo W mnozica matrik oblike

QU T O
o o 2

Ugotovi, ali je W vektorski podprostor prostora pravokotnih matrik Mss s
standardnima operacijama sesStevanja in mnozenja s skalarjem.
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3.10.2 Linearna neodvisnost

o) e o)

3. Poisci tako mnozico vektorjev, da bo njihova linearna lupina enaka R, [z].
4. Preveri, ali je linearna lupina vektorjev
x1 = (2,0,1), xo0 = (—1,3,4),x2 = (1,1, —-2)
enaka R3.
5. Dani so vektorji iz R*
x; = (1,-2,0,1), xo = (0,1,—1,-3), xg = (1,0, -2, =5), x4 = (—3,5,1,0).
Ali je vektor x4 linearna kombinacija preostalih treh vektorjev?

6. Preveri, ali je naslednja mnozica vektorjev (matrik) linearno neodvisna.

2)

1 2 1 -2
3 41710 1 (1
7. Preveri linarno neodvisnost vektorjev (1, —2,3, —4), (-1, 3,4,2), (1,1, =2, —2).

8. a) Pokazi, da vektorji v; = (1,—1,1),vy = (0,1,2),vs = (3,0,—1)
dolo¢ajo bazo B prostora R3.

b) Naj bo B’ standardna baza prostora R3. Izracunaj [u]g, ¢e je [u]g =
9, -1,8).
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3.10.3 Baza
1. Ali je mnozica vektorjev
x1 = (2,0,1), xo0 = (—1,3,4), x3 = (1,1, -2)
baza prostora R3?
2. Ali je mnozica vektorjev
x1 = (1,—1,1), xo = (0, 1,2), x3 = (3,0, —1)
baza prostora R3?
3. Ali je mnozica vektorjev
x; = (1,0,1), xo = (0,3,4),x2 = (1,1,0), x4 = (1,1, 1)
baza prostora R3?
4. Dana je mnozica vektorjev
M ={(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0)} .

a) Pokazi, da mnozica M ni baza prostora R*?

b) Dopolni M tako, da bo baza prostora R*.

5. Reduciraj dano mnozico tako, da bo baza prostora Ry[x]:

p0:27p1:_2$7p2:$_47p3:x2_4$>p4:$2+2x+1-

6. Poiséi koordinatni vektor za p = 4 — 22 + 322 glede na

a) standardno bazo prostora polinomov stopnje kvec¢jemu dva Ry |x],

b) bazo x; = 2, Xg = —4x, X3 = Ha? — 1.
7. Dani sta mnozici B = {(1,—1),(0,6)} in C = {(2,1),(—1,4)}.

a) Pokazi, da sta obe mnozici bazi prostora R?,
b) Poisci matriko prehoda iz baze C v B.
c¢) Poiséi matriko prehoda iz baze B v C.
8. Poiséi matriko prehoda iz baze B = {(1,—1,1),(0,1,2),(3,0,—1)} v stan-

dardno bazo prostora R? ter prav tako matriko prehoda iz standardne baze
v bazo B.
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9. Naj bo B standardna baza prostora matrik reda dva M,, in C = {x1, X2, X3, X4},
kjer je

1o} [20] o] _[-30
YTloo TPl v oo L0 2

a) Poiséi matriko prehoda iz baze C v B.

b) Poisci matriko, katere koordinatni vektor je [x]c = (=8, 3,5, —2).

10. Naj bo B standardna baza prostora polinomov stopnje kvecjemu dva R[]
in C = {x1, X2, X3, X4}, Kjer je x; = 2, xo = -4z, x3 = 5Hz? — 1.

a) Poiséi matriko prehoda iz baze C v B.

b) Poiséi polinom, katerega koordinatni vektor je [x]c = (—4, 3, 11).

3.10.4 Evklidski prostori

1. V prostoru M,,,, definiramo produkt dveh matrik na slede¢ nacin
(A,B) = tr(BTA).

Preveri, ce je M,,,, s tako definiranim produktom evklidski prostor.

(Sled matrike A, tr(A), je vsota njenih diagonalnih elementov.)

2. Naj bosta u = (uy,us,...,u,) in v = (v, vs,...,v,) poljubna vektorja iz
R™ in naj bodo wy,ws, ..., w, pozitivna realna stevila (utezi). Pokazi, da
je

(u,v) = Z WU V; .
i=1
skalarni produkt.

(Ta produkt imenujemo uteZeni standardni skalarni produkt v R™.)

3. Naj bosta u = (2,—1,4) in v = (3,2,0) vektorja iz R? ki je opremljen
z utezenim standardnim skalarnim produktom, pri ¢emer so utezi w; =
2wy =6, w3 = % Izracunaj

(w,v), [[u]], d(u,v).

4. Dana sta vektorja u = (2, —1,4) in v = (3,2,0) iz R3. Ali sta ortogonalna
glede na

a) standardni produkt,

b) utezeni standardni produkt iz prej$nje naloge.
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3.10.5 Ortonormirana baza

1. Glede na standardni skalarni produkt skunstruiraj iz vektorjev x; = (1, —1,0),x2 =
(2,1,-3),x3 = (0,2, 1)) ortonormirano bazo prostora R?.

2. V evklidskem prostoru Rq[z] s skalarnim produktom

(P1, ) = / p1(@)pa(a) de

poisci kako ortogonalno bazo.

3. Razsiri mnozico S = {(2,0,—1),(2,0,4)} v ortogonalno bazo prostora Rs[z]
glede na standardni skalarni produkt.

4. Iz baze vi = (1,1,1,1),ve = (1,1,1,0),vs = (1,1,0,0),v4 = (1,0,0,0)
prostora R* s standardnim evklidskim skalarnim produktom skonstruiraj
ortonormirano bazo.

3.10.6 Fourierova vrsta

1. Funkcijo f,

-2 ; 0<z<nm
T<x<A4, ’
za katero velja f(—xz) = f(z) razvij v Fourierovo vrsto.

2. Funkcijo f : [0, 7], f(z) = cosx s periodo 7 razvij v Fourierovo vrsto.

3.10.7 Linearne preslikave

1. Dolo¢i matriko, ki jo porodi preslikava zrcaljenja preko zy-ravnine v R3.

2. Doloc¢i matriko, ki jo dobimo s preslikavo zrcaljenja preko y-os, ki mu sledi
zrcaljenje preko x-osi.

3. Doloc¢i matriko, ki jo dobimo s preslikavo vrtenja za kot ¢ v pozitivni smeri
v RZ .

4. Doloéi eksplicitno formulo linearne preslikave f : R* — R3, dolocene s
podatki

f(ll1> = (27 _17 _1)7 f(u2) = (27 _37 1)7 f(LI3) = (47 _47 0)7 f(ll4) = (_57 27 3) )
kjer so u; bazni vektorji in sicer

u; = (1,0,0,0),us = (1,-2,1,0),ug = (1,—1,0,1),uy = (0,0,0,1).
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5. Izracunaj rang in defekt linearne preslikave f : R® — R* podane s predpi-
som

f(e]-) = (17 07 17 1)7 f(e2) = (07 17 17 1)7 f(e3) = (17 _17 07 0) )
kjer so vektorji e; standardni bazni vektorji.

6. Ali sta vektorja x; = (1,2,0,—1) in x5 = (—2,1,—1,0) elementa vektor-
skega prostora Ker f C R?, ce je

fx)=Ax in A=

= O
— O N =
W NN W
W = = W

7. Izracunaj kaksno bazo jedra linearne preslikave f : R* — R* podane s
3
f(x)=Ax, A=

— = O
— O N
W — B~ W

2
2
3

8. Linearni preslikavi f : R* — R? pripada glede na bazo
B=1{(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0) } prostora R* in B’ = {(1,2),(1,0)}
prostora R? matrika

1 0 -1 1

A=1_4 o o 1|-

a) Posci podprostora Ker f in Zm f in zapisi njuni bazi.

b) Kaksna matrika pripada preslikavi f v standardnih bazah prostorov
R* in R??
9. Dolo¢i eksplicitni predpis endomorfizma prostora R3, za katerega velja Im f =

ﬁ(}’b}h)» kjer je y; = (2, -1, 1) iny; = (2, -2, 1)-

3.10.8 Lastne vrednosti in lastni vektorji

1. Poiséci lastne vrednosti endomorfizma f : R? — R?, doloc¢enega s predpisom
flz,y) = (—2z+y 4z +y).

2. Poisci lastne vrednosti in lastne vrednosti matrike

4 0 1
A=| -1 -6 -2
5 0 0
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3. Poisci lastne vrednosti in lastne vrednosti matrike

6 3 -8
A=10 -2 0
1 0 =3

4. Poisci lastne vrednosti in lastne vrednosti matrike

-1
A=

— O
S = O

5. Ali sta vektorja x; = (—1,1,0,0) in x5 = (2,1, —1,0) iz R?* lastna vektorja
matrike

— = O
_ O N
W NN W
W = W

6. Poisci matriko P, ki diagonalizira matriko

7. Ce se da, diagonaliziraj matriko
4 2 =5

A=1]16 4 -9
5 3 —7

3.10.9 Sistemi linearnih diferencialnih enacb

1. Resi sistem linearnih diferencialnih enacb
Ty = —0T1+ T2
Ty = 4z —229,

ce je
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2. Resi sistem linearnih diferencialnih enacb

3
Ty = —T1+ 522

_ 1
Ty = —6x1—2x2,

Ce je

3. Resi sistem linearnih diferencialnih enacb

.%‘/1 = 21‘1+J]2—2[L’3
Ty = —a71,
l’g = .I'1—|—$C2—373,
ce je
1
x(0)= |1
1

4. Resi sistem linearnih diferencialnih enach
r = -5 T+ T — 6€2t

rh = 4xy —2x9 —C*.

5. Resi sistem linearnih diferencialnih enacb

) = 3x;— 1329
xy = dxy+ 22,
Ce je
3
x(0) =
-10
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3.1 Vir: Wikipedia. . . . . . . ... oo
3.2 Vir: Wikipedia. . . . . . . .. .o
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Stvarno kazalo

e-okolica, 3
L, 84

baza, 89
bazni vektorji, 89

diferenciabilnost, 11
diferencialni operator, 72
divergenca, 40

enostavne lastne vrednosti, 128
evklidski prostor, 101

Fourierova vrsta, 111
Fourierova vrsta;kosinusna, 115
Fourierova vrsta;sinusna, 115
funkcije ve¢ spremenljivk, 2

geometrijski vektorji, 80
gradient, 10

Gram-Schmidtov ortogonalizacijski po-

stopek, 106
implicitna funkcija, 30

Jacobijeva matrika, 37
jedro linearne preslikave, 121

karakteristi¢ni polinom, 127
konvolucija, 65

koordinatni krivulji, 47
krivulje, 42

Laplaceov operator, 72
lastna vrednost, 124
lastni vektor, 124
limita, 4

linearna lupina, 84

linearna preslikava, 117
linearnost, 117

lokalni ekstrem, 25
lokalni maksimum, 25
lokalni minimum, 25

matrika prehoda, 99
matrike
diagonalizirana matrika, 132
metri¢ni prostor, 103
metrika, 103

nabla, 40

negativno definitna matrika, 29
nicelna linearna kombinaciaja, 86
nivojnica, 4

norma, 103

normala, 49

notranja tocka, 3

odprta mnozica, 3
ortogonalna baza, 106
ortogonalna mnozica, 104
ortogonalna vektorja, 104
ortonormirana baza, 106
ortonormirana mnozica, 104

parametrizacija, 42

parcialne diferencialne enacbe, 72
parcialni odvod, 10

polarne koordinate, 6

potrebni pogoj, 25

pozitivno definitna matrika, 29
prerez, 4

rang matrike, 89
regularna parametrizacija, 47
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robna tocka, 3
rotor, 40

sedlo, 26

sistemi linearnih diferencialnih enacb,
135

skalarne funkcije vektorske spremenljivke,
2

skalarni produkt, 1

slika linearne preslikave, 121

smerni odvod, 18

sprememba baze, 97

stacionarna tocka, 26

standardna baza; R™, 90, 92

standardna baza;M,,, 92

tangenta, 43

tangentni vektor, 42
Taylorjeva formula, 23
totalni diferencial, 11
trigonometrijska vrsta, 111

unitarni prostor, 101

vektorski podprostor, 82
vektorski prostor, 79

R3, 80, 81

R™, 80

matrik, 81

polinomov , 82

prostor funkcij na [a,b] , 82

zadostni pogoj, 27

zunanja tocka, 3

zvezno parcialno odvedljiva, 10
zveznost, 4
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