Navadne diferencialne enacbe

Navadne diferencialne enacbe prvega reda

V celotnem poglavju bo
) dy
dzr

Y

Diferencialne enacbe z loc¢ljivima spremeljivkama

Diferencialna enacba z lo¢ljivima spremeljivkama je oblike

in jo reSujemo
[owis= [ sz c.
1. Poisci splosno resitev naslednjih diferencialnih enach:

(a) ¥ = 32*(1+4?),
(b) yy' =2(zy + ),

, (y+1)?
(c) ¥ = 11

(d) (94 2?)y’ = —33y/9 — y2.

2. Poisci tisto resitev naslednjih diferencialnih enacb, ki zados¢a danemu
zaCetnemu pogoju:
(a) (5a? + 1)y’ — 20y = 10z, y(0) = 3,
(b) 3y —az(1+3y)y' =0, z(1) =e.



Homogena diferencialna enac¢ba

Homogena diferencialna enacba je oblike

Y
y=Ff (—)
x
in jo reSujemo tako, da vpeljemo novo spremeljivko

Zz = —.
Z

Tedaj
y=z-xz in y =z2v+z

S to vpeljavo diferencialno enacbo z lo¢ljivima spremeljivkama.

1. Poisci splosno resitev naslednjih homogenih enacb:

(a) y = =,

(b) 2?y = zy — >,

(c) 2%y = y* + 2y,
_ x42

(d) ¢y = 522

N

danemu zacetnemu pogoju:

(a) zy =y+ 22+ 9% y(4) =3,
(b) 3y* —2® =32y, y(1) = 2,
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Linearna diferencialna enacba prvega reda

Linearna diferencialna enacba prvega reda je oblike

Y + f(x)y = g(x),

kjer sta f in g poljubni zvezni funkciji. To diferencialno enac¢ho resujemo
tako, da najprej resimo
v+ fle)y=0

in dobimo homogoeno resitev yy. Po izreku, da je reSitev linearne diferen-
cialne enacbe

Y =Yg +yp,

kjer je yp partikularno resitev, je potrebno poiskati samo Se partikularno
resitev. To lahko ali uganemo, ali pa jo pois¢emo z variacijo konstante

yp = C(z)yn-
1. Poisci splosno resitev naslednjih linearnih diferencialnih enach:

(a) zy +2y = 2?,

(b) 2%y +ay+1=0,

(c) zy' +2(1 — 2%y =1,
)

(d) v +ytanx = .
CoS T

2. Poisci tisto resitev naslednjih linearnih diferencialnih enacb, ki zadosca
danemu zacetnemu pogoju:

(a) 2y +ay=1-y, y(1) =0,
(b) xy +y =2*Inz, y(1) = 0.
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Bernoullijeva diferencialna enacba

Bernoullijeva diferencialna enac¢ba (Jakob Bernoulli, 1654 - 1705; Leibniz
resil ze leta 1696) je oblike

Y + flx)y = g(x)y®,

kjer sta f in g zvezni funkciji (za @ = 0 dobimo linearno diferencialno ena¢bo,
za o = 1 pa homogeno diferencialno enacbo). Recimo « ¢ {0,1}. Zgornjo
enacho delimo z y®

Yy~ fla)y' T = g(w).
Sedaj vpeljemo novo spremeljivko z = y'=*. Tako je 2’ = (1 — a)y~*y in

Z/

(@) = g(o)

Z+ (1 —a)f(x)z = (1-a)g(z).

1. Poisci splosno resitev naslednjih Bernoullijevih diferencialnih enach:
(a) ¥ + % = 5,
(b) ¢ +y = zys.

2. Poisci tisto resitev naslednjih Bernoullijevih diferencialnih enacb, ki
zadoSca danemu zacetnemu pogoju:
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Riccatijeva diferencialna enacba

Riccatijeva diferencialna enacba je oblike

Y+ f(@)y* + g(x)y = h(z).

V primeru, ko je h(x) = 0 imamo Bernoullijevo diferencialno ena¢bo. V
splosnem te enacbe ne znamo dobor reSevati, zato obi¢ajno uganemo par-
tikularno resitev. Nadaljujemo pa z nastavkom

Y=y + z.

1. Poisci splosno resitev Riccatijevih diferencialnih enacb, ¢e je podana Se
partikularna resitev y;.

@) ¥y =y+(1-2z)y+a*—a+1,y=u,
(b) ¥ =e "y’ +y—e* y=c"
2. Poisci splosne resitve naslednjih diferencialnih enacb:

(a) 1—2?)y =1-y°
(b) ¢ =y* — 2ye® + € 4 ¢”, pri pogoju y(0) = 0.
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Clairautova diferencialna enacba
Clairautova diferencialna enacba je oblike
=y +¥(y).
Potem je vedno ena resitev
y = Cz +(C),
ki geometrijsko predstavlja Sop premic, za drugo resitev pa je potrebno resiti
z+¢'(C)=0.

1. Poiséi resitev Clairautove diferencialne enacbe

(a) y=zy —4(y)°,

(b) y =1y + 3,
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Lagrangeova diferencialna enacba

Lagrangeova diferencialna enacba je oblike

y=xoy) + ¢y

Ko je ¥(y") =y’ dobimo Clairotovo diferencialno ena¢bo, zato naj bo 1(y’) #
y'. ReSujemo parametric¢no tako, da je

y =t

Tako dobimo
y = xp(t) +(t)

in to obliko odvajamo po t. Med drugim upoStevamo, da je v’ = 2/t in
reSujemo enacbo
a't = a'p(t) + 2 (t) + (1),

1. Poisci resitev Lagrangeove diferencialne enacbe

(a) 2y =ay' + (v/)?,
(b) z(y)* — (yy')* +1=0.
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Linearne diferencialne enacbe visjih redov s kon-

stantnimi koeficienti

Linearna diferencialna enacba visjega reda s konstantnimi koeficienti je oblike
Y™+ a, 1y 4 agy” + ay +agy = f(w),

kjersoa,_1,...,as,ay, ag realna stevila. Homogeni del te diferencialne enacbe

Je
y™ + a1y ™Y sy + ary + agy =0

in resitve is¢emo s pomocjo y = e, kjer je A neznani koeficient
AN 4o, AT b aoAZeM 4 g e + apge = 0.
Iz tega dobimo polinom t.i. karakteristi¢ni polinom
AN b a, A N a2+ a N+ ag=0.

Nicle karakteristi¢nega polinoma nam bodo dale resitve diferencialne enacbe.
Poglejmo si za n = 2. V tem primeru imamo dve nicli.

1. Ni¢li A\q, A9 sta realni in razli¢ni.

yu = C1eM" + Che??”

2. A je dvojna realna nicla.

Yyg = C’le’\”’" + nge/\lx

3. Nic¢li A1, Ao sta konjugirani kompleksni par. Recimo, da \; = a + bi in
Ao = a — bi. Potem

Yy = e (Cleibw + CQG—iba:)
Med drugim se izkaze, da je
C1e™ + Coe™™ = Dy cos(bx) + Dy sin(bx)

in tako
yg = € (D cos(bx) + Dysin(bx)) .

Tako sta e cos(bzx) in e** sin(bx) partikularni resitvi.
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Podobno lahko razmisljamo za visji red. Kompleksne resitve bodo vedno
nastopale v konjugiranih parih. Za partikularno resitev imamo naslednje
moznosti

(a) Uganemo.

(b) Variacija konstant. Ce imamo diferencialno enacbo drugega reda resu-
jemo sistem

Ci(x)yr + Co(x)y:
Ci(@)yr + Ca(x)ys = f()
(c) Nastavki za partukularno resitev v odvisnosti od f:

(i) f(z) = Py(z)e*”, a ni nicla karakteristi¢nega polinoma.

yp = Qm(z)e™,
kjer je Q,,(z) polinom z neznanimi koeficienti stopnje najve¢ m.
(ii) f(z) = Py(z)e*”, a k-kratna nicla karakteristi¢nega polinoma.

ax, k

Yp = Qm(x)e x,

kjer je Q,,(z) polinom z neznanimi koeficienti stopnje najve¢ m.

(iii) f(z) = e** (P cos(fx) + Pposin(fx)), o + (i ni nicla karakter-
isti¢nega polinoma.

yp = € (Qm(x) cos(fr) + Rm(x) sin(fz)),

kjer sta Qn(x), R,(x) polinoma z neznanimi koeficienti stopnje
najve¢ m = max{ml, m2}.

(iv) f(z) = e* (P cos(fz) + Puasin(fx)), a + i je k-kratna nicla
karakteristicnega polinoma.

yp = e**(Qum(x) cos(Bx) + Ry, (x)sin(pz))z*,

kjer sta Q,(x), Rin(z) polinoma z neznanimi koeficienti stopnje
najve¢ m = max{ml, m2}.

Vse te nastavke lahko Se kombiniramo (npr. s funkcijami cos, sin, ipd.).

1. Poisci splosno resitev naslednjih diferencialnih enacb:
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(a) y" =0,

(b) ' —y' =2y =0,
(c) y”+2y + 10y =0,
(d) ¥ —3y" +2y =0,

2. Poisci splosno resitev naslednjih diferencialnih enacb:

(a)

(b) " — 6y + 9y = 2xe’”
)

(

d) yW +y" —y" —y = de”,
(e) ¥ + y”’ +1=2a’
(f) vy y" Sy” + 4y + 4y = xe®

Nima nlcel, y, = (Ax + B)e”
y(4) _ Qy/// _ 33/” 4 4y/ 4 4y — $e2x
Ima nicle; y, = (Az + B)e®a?
(g> yl/l _ 4y/l + 5y/ — 1 — T
Nima nicel; 0,2 — 7,2 + ;
(h) y" —3y" + Ty — by = e” sin(2x)
Ima nicle; 1,1 — 2i,1 + 24; y, = e*(Acos(2x) + Bsin(2z)).
(i) ¥ +3y" + 4y + 12y = wsin(2z) Ima nicle; —3,—2i,2i; y, =
(Az 4+ B) cos(2x) + (Cx + D) sin(2x).

3. Poisdi resitve naslednjih diferencialnih enacb pri pogojih:

(a) ¥ +2y' + 5y = 17sin(2z),

(b) " —y — 2y = 3z, y(0) = y/'(0) = 1,

(¢) "+ 9y =sin3z — e” cos 2z, y(§) = 0, y'(%ﬂ) = %6%7
(d) ¥ +y" =Tz, y(0) =5/ (0) =0, y"(Z) = 20, y"(Z) =8
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Resevanje linearnih diferencialnih enacb s potenc¢n-
imi vrstami

1. Linearno diferencialno enac¢bo drugega reda

y' —2zy’ +y=0

oo
resi z vrsto (za reSitev uporabi nastavek y = g apz®).
k=0
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