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Predgovor

Matematika je dokazovanje najbolj ocitnih stvari na najmanj ociten nacin.

George Polya

Skripta je v prvi meri namenjena Studentom visokosolsko strokovnega programa
na Fakulteti za kemijo in kemijsko tehnologijo Univerze v Mariboru. Napisana je
v duhu bolonjskega programa, ki bo(je) zazivel s solskim letom 2009/10 in zajema
vsebine predmetov Matematika 1 in Matematika 2 (oziroma Matematike 1 po starem
programu). Seveda lahko posezejo po njej tudi studenti drugih, predvsem tehnisko
usmerjenih fakultet.

Pri pripravi skripte sem tezila k temu, da ¢imbolj poenostavim predpisane vse-
bine, a kljub temu ohranim matematicno korektnost. Ker je skripta namenjena
bodoc¢im inzenirjem, so zahtevnejsi dokazi izpusceni, sami izreki ali trditve pa ilus-
trirane na primerih. Pri pripravi skripte sem si pomagala z zapiski predavanj pro-
fesorjev Fakultete za naravoslovje in matematiko Univerze v Mariboru, ki so neko¢
predavali tudi meni, pri cemer bi izpostavila dr. Mateja Bresarja in dr. Urosa
Milutinovi¢a. Poleg tega sem pri pripravi vsebin uporabljala na koncu navedeno
literaturo.

Na fakulteto se vpisujete studenti z zelo razlicnim predznanjem, kar je Se posebej
oc¢itno ravno pri matematiki. V skripti pozornost ni namenjena nekaterim osnov-
nim algebrajskim prijemom, kot sta na primer racunanje z ulomki in reSevanje
enach, so pa to osnove, brez katerih ne morete delati. Predpostavlja se, da to
znanje prinesete s seboj iz srednji §ol. Zal izkusnje kazejo, da temu ni tako. Ravno
zato je skripta lahko le v pomo¢ pri Studiju in ne more nadomestiti prisotnosti
na predavanjih in vajah, kjer podrocjem, s katerimi imate tezave, namenimo vec
pozornosti v okviru ¢asa, ki nam je na razpolago. Gradivo pred vami zajema vse,
kar se na podrocju matematike na visokosolsko strokovnem programu nase fakulete



pricakuje, da bo student znal. Na koncu vsakega poglavja so naloge, ki pa so brez
resitev. Te in podobne naloge se resujejo na vajah.

Zelim si, da bi bila skripta korak k temu, da studenti izgubite strah pred matema-
tiko in se lotite dela z vec¢ optimizma, veselja in upam, da se bo v vas prebudilo nekaj
matematic¢ne radovednosti. Dela je veliko, ampak na tem mestu apeliram na vas,
da je s sprotnim delom vse lazje.

izr. prof. dr. Petra Zigert

vi



Poglavje 1
Uvodno poglavje

V uvodnem poglavju bomo spoznali osnovne simbole logike, ki jih bomo vseskozi
potrebovali pri zapisovanju matemati¢nih pojmov. Seznanili se bomo z mnozicami
in se osredotocili na Stevilske mnozice. Posebna pozornost bo namenjena mnozici
realnih stevil.

1.1 Logika

Zelo poenostavljeno bi lahko povedali, da je logika veda, ki proucuje nacela pravil-
nega misljenja.

Osredotocili se bomo na izjave in njihovo povezovanje s tako imenovanimi izjavni-
mi povezavami oziroma logicnimi operatorji. Izjava je trditev, ki ima le eno lastnost
in sicer je bodisi resni¢na bodisi neresnicna. Izjava, ki je sestavljena iz ene same
trditve, je enostavna izjava, v nasprotnem govorimo o sestavljeni izjavi. Enostavne
izjave, ki jih obicajno oznacujemo z malimi tiskanimi ¢rkami p,q,r, ..., z 1zjavnimi
povezavami povezemo v sestavljene izjave, ki jih oznacujemo z velikimi tiskanimi
érkami A, B, C,.... Ce je izjava p resni¢na, pravimo, da ima logicno vrednost 1 in
piSemo p = 1, sicer je neresni¢na in ima logi¢no vrednost 0 in pisemo p = 0.

Primer 1.1. Preverimo logicno vrednost enostavnih izjav p in q:
p...15 je liho stevilo,
q..-15 je prastevilo.

Izjava p je resni¢na in ima logi¢no vrednost 1 (p = 1), izjava ¢ je neresni¢na in ima
logi¢no vrednost 0 (¢ = 0),.

Navedimo najpogostejse izjavne povezave, ki povezujejo dve enostavni izjavi v
sestavljeno izjavo. Poleg teh, bomo omenili Se eno posebno izjavno povezavo in sicer
je to negacija, ki deluje samo na eni enostavni izjavi.
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(i)

(iii)

Negacija —

—p ..ne p oz. ni res, da p

Izjava —p je resnicna, natanko tedaj, ko je p neresnicna izjava:

P

o R

Primer 1.2. Negirajmo izjavo p iz Primera 1.1 in doloci njeno logicno vred-
nost.

A = —p...15 ni liho stevilo (A =0.)
Disjunkcija V
pVq..palig

Sestavljena izjava p V ¢ je resni¢na, ko je resni¢na vsaj ena od izjav p ali ¢:

Plq|pVyq
111 1
110 1
011 1
00 0

Primer 1.3. Poiscimo disjunkcijo izjav 1z Primera 1.1 in doloci njeno logi¢no
vrednost.

A =pVq..15 je liho stevilo ali prastevilo (A =1.)

Konjunkcija A

pAq..ping

Sestavljena izjava p A ¢ je resni¢na natanko tedaj, ko sta resnicni obe izjavi p
in g:

Plq|pPNg
11 1
110 0
01 0
00 0




(iv)

Primer 1.4. Poiscimo konjukcijo izjav iz Primera 1.1 in doloc¢i njeno logicno
vrednost.

A = pAq...15 je liho stevilo in hkrati prastevilo (A = 0.)
Implikacija =
p = q ...iz p sledi ¢ (¢e p potem q)

Sestavljena izjava p = ¢ je neresni¢na natanko tedaj, ko iz resni¢ne izjave p
sledi neresni¢na izjava q. V vseh ostalih primerih je ta izjava resnic¢na:

Pla|pP=4q
111 1
110 0
01 1
010 1

Primer 1.5. Pois¢imo obe implikaciji izjav 1z Primera 1.1 in doloc¢i njuni
logicni vrednosti.

A = g = p...Ce je 15 prastevilo, potem je 15 liho stevilo (A = 1.)
B = p = q...ce je 15 liho §tevilo, potem je 15 prastevilo (B = 0.)

Ekvivalenca <
p < q ... pje ekvivalentno ¢ (p natanko tedaj kot q)

Sestavljena izjava p < ¢ je resni¢na natanko tedaj, ko sta p in ¢ obe resnicni
ali pa obe neresnicni:

P<—4q

OO~ =3
O = O =R

=
1
0
0
1

Primer 1.6. Poisc¢imo ekvivalenco izjav 1z Primera 1.1 in doloc¢i njeno logicno
vrednost.

A =p < q... 15 je liho stevilo natanko tedaj, ko je 15 prastevilo (A = 0.)



Vrstni red delovanja izjavnih povezav dolo¢imo z oklepaji in upostevanjem pri-
oritete izjavnih povezav, ki je sledeca (od najmocnejse do najsibkejse):

T U <> 4

Na primer, v sestavljeni izjavi (—p) V ¢ je oklepaj odvecen in jo lahko pisemo kot
p Vg

Pravimo, da sta izjavi A in B enakovredni, A ~ B, ko imata enako logi¢no
vrednost za vsak nabor enostavnih izjav, ki vstopajo vanju.

Omenimo, da so disjunkcija, konjunkcija in ekvivalenca komutativne in asocia-
tivne izjavne povezave, medtem ko implikacija teh lastnosti nima:

komutativnost asociativnost
pVag~qVp, (pvVa)Vra~pV(gVr),
PAGRGAD, (pAg)Ar=pA(gAT),
pEqRqEp, peger=pe(¢ger).

Primer 1.7. Podajmo primer enakovrednih sestavljenih izjav.

S tabelo logi¢nih vrednosti oziroma pravilnostno tabelo se lahko prepricamo, da sta
naslednji sestavljeni izjavi enakovredni:

p=q~P=>q9AN(@=Dp).

p qllpeqp=>q9 N (¢=Dp)
0 0] 1 1 1 1
0 1] o0 1 0 0
1ol o0 0 0 1
11| 1 1 1 1.




Nastejmo Se nekatere pomembnejse enakovredne izjave:

p=qg~=pVgq
P=qg=p =g
=(pAq)~-pV-q .. DeMorganov zakon
=(pVq)~-pA-q .. DeMorganov zakon
pV(gAr)=(pVq) AN(pVr) .. distributivnost

pA(gVr)=(pAq)V(pAr) .. distributivnost

Primer 1.8. Preverimo enkovrednost naslednjih izjav.

l.p=qr—-q= —p:

Enakovrednost lahko preverimo s pravilnostno tabelo:

P qQ|P=q|q="Pp
0 0 1 1
0 1 1 1
10 0 0
11 1 1.

Lahko pa tudi z uporabo enakovrednih izjav:
p=qRpVqgrqVopxoqg=p.
2. 2(p=qg =pA-g:

Na podoben nac¢in s pomocjo pravilnostne tabele lahko bralec sam preveri
drugi primer, mi pa bomo uporabili enakovredne izjave:

Primer 1.9. Zanikajmo izjavo:
Ce sem fant, tedaj rad gledam nogomet.
Zanikana izjava je:
”Sem fant in ne gledam rad nogometa.”
Pri tem je enostavna izjava p... sem fant in druga enostavna izjava je q... rad gledam

nogomet. Sestavljena izjava je p = ¢, katere negacija je p A —q.

11



Pri zapisovanju izjav se pojavljata dva kvantifikatorja:
univerzalni kvantifikator: V ... beremo "za vsak” in

eksistencéni kvantifikator: 3 ... beremo ”obstaja”.

Ce ima nek z lastnost P, pisemo P(z). Izjavi, da ima vsak z lastnost P oz. da
obstaja x z lastnostjo P zanikamo kot:

—Vz : P(x) ~ 3z : =P(x)

-3z : P(z) = Az : =P (x)

Primer 1.10. Zanikajmo izjavi:
1. Vsak labod je bel.

Zanikana izjava je:
”Obstagja labod, ki ni bel.”

Pri tem je lastnost P(x)... labod je bel in izjava je Vz : P(x), njena negacija
pa je Jz : = P(x).

2. Nekateri ljudje so visji od 2 m.

Na podoben nacin kot v prvem primeru pridemo do zanikane izjave:

"Vsi ljudje so niZji od 2 m.”

1.2 Mnozice

Pogledali si bomo zapisovanje in podajanje mnozic ter racunske operacije z njimi.

MnoZica je skupina nekih elementov. Oznacujemo jih z veliki tiskanimi ¢rkami
A, B, ..., M, .... Mnozica je dolocena, ko lahko za vsak element dolocimo ali pripada
mnozico ali ne. Ce element a pripada mnozici M, to zapisemo

ae M.

V nasprotnem primeru, ¢e nek element b ne pripada mnozici M, to zapiSemo
b¢ M.

Mnozice najpogosteje podajamo na enega od naslednjih dveh nacinov.

12



i) V zavitih oklepajih nastejemo vse elemente mnozice, e je mnozica konéna, in
nastejemo le nekaj elementov, ¢e je neskon¢na, npr.:

A={-1,0,1} oziroma B={1,-1,2,-2,3,-3,...}.

ii) V zavitem oklepaju zapisemo skupno lastnost P(x) elementov mnozice, npr.:

A={z; P(x)} = {z; 2* — 2 = 0}.

Primer 1.11. Poiscimo elemente mnoZic A in B.
1. Naj mnoZzica A vsebuje vse tiste x za katere velja, da je x prastevilo.
A = {x;z je prastevilo} = {1,2,3,5,7,11,13,17,23,29,31, 37,41, ...} .

2. Naj imajo elementi mnoZzice B lastnost P(x) ki pove, da je x veckratnik stevila
3 v mnoZici naravnih Stevil IN.

B={x; P(x)} ={z; 2 =3kANke N} ={3k; k€ N} ={3,6,9,12,...}.

Mnozica M je prazna, ko ne vsebuje nobenega elementa. Prazno mnozico zapisemo

0 ali tudi { }.

Mnozica A je podmnoZica mnozice B, A C B, ¢e je vsak element mnozice A obenem
tudi element mnozice B.

Mnozici A in B sta enaki, A= B, ko je A C B in B C A. Neenakost mnozic A in
B zapisemo A # B.

A je prava podmnozica mnozice B, A C B, ¢e je AC Bin je A # B.

Moc¢ mnoZice A, |A|, je stevilo njenih elementov.

Primer 1.12. Pois¢imo odnos med mnozicama A in B.
1. Naj bo A mnozica celih stevil in B mnoZica sodih Stevil.
Tedaj je B C A.
2. A={z€eRyz>0An2 <0}, B=10.
Tedaj je A = B.
Operacije z mnozicami

(i) Presek mnozic A in B, AN B, je mnozica vseh tistih elementov, ki so hkrati
v Ainv B:
ANB={x;x€ ANz € B}.

Ce je AN B = () pravimo, da sta mnozici A in B disjunktni.

13



(ii) Unija mnozic A in B, AU B, je mnozica vseh tistih elementov, ki so vsaj v
eni od mnozic A ali B:

AUB={x;x € AVz € B}.

(iii) Razlika mnozic A in B, A\ B, je mnozica vseh tistih elementov, ki so v A in

niso v B:
A\B={z;x € ANz ¢ B}.

Primer 1.13. Naj bo A = {a,b,c,d} in B ={b,c,e}.
1. Poisc¢imo presek mnozic A in B.
ANB={b,c}.
2. Poiscimo unijo mnozic A in B.
AUB =/{a,b,c,d,e}.
3. Poiscimo razliko mnozic A in B.
A\ B ={a,d}.

Ker velja
ANB=BNA in AUB=BUA

pravimo, da sta operaciji preseka in unije komutativni, medtem ko ta lastnost
ne velja za razliko mnozic. Ker velja tudi

AN(BNC)=(AnB)NnC in AU(BUC)=(AuB)UC

pravimo, da sta operaciji unije in preseka asociativni, medtem ko ta lastnost
ponovno ne velja za razliko mnozic.

iv) Kartezi¢ni produkt mnozic A in B, A x B, je mnozica vseh urejenih parov
iv) Kartezi¢ni dukt zic Ain B, AX B, ] Zi h urejenih
(a,b), kjer jea € Ain b € B:

Ax B={(a,b);a € ANbE B}.

Opomba.
{a,b} = {b,a} .. mnozica

(a,b) # (bya) ... urejenipar

Primer 1.14. Pois¢imo oba karteziéna produkta mnozic A = {1,2,3} in B = {a, b}.
AxB = {(1,a),(2,0),(3,a),(1,0),(2,a),(3,a)}
BxA = {(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2), (b,3)}

Ker A x B # B x A vidimo, da kartezi¢ni produkt ni komutativna operacija.

Kot pomembnejsa primera kartezicnega produkta omenimo Z x Z = Z?*, ki je
celotevilska mreza in IR x IR = IR?, ki je ravnina. Veé¢ o posameznih faktorjih obeh
kartezicnih produktov bomo izvedeli v naslednjih razdelkih tega poglavija.

14



1.3 Stevilske mnozice in matemati¢na indukcija

V tem razdelku bomo obnovili znanje o stevilskih mnozicah, pri ¢emer se bomo os-
redotocili na matemati¢éno indukcijo, ki je pogosto uporabljena metoda dokazovanja
v matematiki.

STEVILSKE MNOZICE

(i) V mnozici naravnih stevil N so stevila {1,2,3,...}.  Ce naravnim Stevilom
dodamo stevilo 0, dobimo mnozico IN U {0} = INo.

(ii) Mnozico celih Stevil Z sestavljajo naravna stevila, stevilo 0 in nasprotne vred-
nosti naravnih stevil -1,-2,-3,...

(iii) Racionalna stevila so Stevila, ki jih lahko zapisemo v obliki ulomka ¢, kjer sta
ainbiz Z in je b # 0O:
14 35
2’8" 997
Ulomka ¢ in £ sta enaka, ko je ad = bc. Mnozico racionalnih stevil oznac¢imo

Q.

(iv) Ceprav bomo omejenost mnozice spoznali kasneje, omenimo, da podmnozice
mnozice IQ nimajo vedno natancne spodnje in zgornje meje.

14 141
102 100 *
je njena natancna zgornja meja stevilo V2, ki ga ni mogoce zapisati z ulomkom.
Takih stevil je v bistvu Se vec kot ulomkov in jih imenujemo ¢racionalna stevila.
Ce iracionalna stevila dodamo mnozici racionalnih stevil, dobimo realna stevila

IR. O realnih stevilih bomo ve¢ spoznali v nadaljevanju.

Na primer, mnozica A = {z € IQ; #? < 2} ima zgornje meje .., vendar

Med nastetimi mnozicami velja zveza:

NCZcCcIQCR.

MATEMATICNA INDUKCIJA

Matematicna indukcija je nac¢in dokazovanja, ko zelimo neko lastnost P dokazati
za vsa naravna Stevila n in sicer to naredimo v dveh korakih:

(i) dokazemo, da P velja za n = 1 (baza indukcije),

(ii) predpostavimo, da lastnost P velja za Stevilo n — 1 in od tod izpeljemo, da
lastnost P velja tudi za Stevilo n.

15



Primer 1.15. Z matematicno indukcijo dokazZimo identiteto:

n(n+1) '

Najprej pokazemo identiteto za n = 1:

Hi+1)

1=
2

V drugem delu predpostavimo, da identiteta velja za n — 1 in jo dokazujemo za n:

(n—1)n _n(n+1)'

1+24+..+(n—-1)+n= 5 tn= g

(diagonala je daljica, ki povezuje nesosednji oglisci veckotnika).

Stevilo diagonal D,, v konveksnem veckotniku, n > 3, je enako

p, - Mn=3)
2
Najprej pokazemo formulo za n = 3:
Dy =2= 73(32_3) =0.

Ker trikotnik nima nobene diagonale, smo trditev pokazali za bazo indukcije.
V drugem delu predpostavimo, da identiteta velja za n — 1 in jo dokazujemo za n:

(n—1)((n—1)=3) n(n — 3)
5 +n—2:T.

D,=Dp,1+(n—-3)+1=

1.4 Realna stevila

Pokazali bomo lastnosti realnih stevil in poimenovali strukturo, ki jo tvori mnozica
realnih stevil.

OBSEG REALNIH STEVIL

Definicija 1.17. Binarna operacija o je predpis, ki deluje iz mnoZice A x A v

mmnozico A:
o: AxA— A.

16



To pomeni, da poljubnemu urejenemu paru (z,y) iz kartezicnega produkta A x A
priredimo element z = z o y, ki pripada mnozici A:

(x,y)) EAX A z=x0y€eA.

Primer 1.18. Ali sta sestevanje sodih in lihih Stevil binarni operaciji?

Sestevanje sodih Stevil je binarna operacija, saj je vsota dveh sodih stevil ponovno
sodo stevilo, medtem ko to ne velja za sestevanje lihih stevil.

Definicija 1.19. Na mnozici R definiramo dve binarni operaciji, ki delujeta iz IR x
R — R:

(i) sestevange: (a,b) — a + b,
(i) mnozenje: (a,b) — ab.
Lastnosti seStevanja:

I. komutativnost
Va,beR: a+b=0b+a,

I1. asociativnost
Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢),
ITI. enota ali nevtralni element 0
d0e R,VaeR: a+0=a,
IV. nasprotno stevilo —a
VaeR,3—acR:a+(—a)=0.
Lastnosti mnozenja:

V. komutativnost
Va, b€ R: ab=ba,
VI. asociativnost
Va,b,c € R: (ab)c = a(bc),
VII. enota 1
Jl1 e R,VaelR:a-1=a,

VIII. obratno stevilo %

1

VaEIR\{O},H%eIR\{O}:aazl.

Opazimo, da za obe operacijo veljajo podobne lastnosti. Poleg teh velja se
naslednja lastnost, ki povezuje obe operaciji.
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IX. distributivnost
Va,b,ce R: a(b+c¢) =ab+ ac,

Lastnosti od I. do IX. so znacilne za matematicno strukturo, ki jih imenujemo ob-
seg, zato je mnozica realnih stevil obseg realnih stevil. Ker je to mnozica Stevil, je
IR stevilski obseg.

Odstevanje in deljenje nista novi racunski operaciji, temvec velja:
a4+ (=b)=a—b .. odstevanje,

a

deljenje .

(SIS

1
b

STEVILSKA OS

Realna stevila lahko identificiramo s tockami na premici, ki ji recemo realna os.
Na premici izberemo tocko, ki ji recemo izhodisce in je slika Stevila 0, in tocko, ki
je slika stevila 1, kot je to razvidno s Slike 1.1. Potem vsakemu realnemu Stevilu
ustreza natanko dolocena tocka na premici in obratno, vsaki tocki lahko priredimo
natanko doloc¢eno realno Stevilo. Zato obicajno identificiramo izraza realno Stevilo
in tocka na realni osi.

0 1

Slika 1.1: Realna oziroma stevilska os.

Mnozica realnih stevil desno od stevila 0 je mnozica pozitivnih realnih stevil, levo pa
mnozica negativnih realnih Stevil. Med poljubnima dvema Steviloma na realni osi
je neskonéno mnogo tako racionalnih kot tudi iracionalnih stevil. Zato pravimo, da
sta obe mnozici gosti v R.

S pomocjo odstevanja lahko stevila med seboj primerjamo in urejamo po velikosti.
Ce je a — b nenegativno stevilo, re¢emo, da je Stevilo a vecje od Stevila b ali stevilo
b je manjse od stevila a, kar zapisemo a > b ali b < a. Ce je a — b pozitivno stevilo,
recemo, da je stevilo a strogo vecje od Stevila b ali Stevilo b je strogo manjSe od
stevila a, kar zapisemo a > b ali b < a.

Za poljubna realna stevila a, b in ¢ veljajo naslednje trditve.

(i) Velja natanko ena od treh moznosti:

(a<b) V (a=b)V (a>Db).
(i) (a<bANa<c) = (a<c).
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(ili) (a<b) = (a+c<b+c), Ve

Nastejmo nekaj pomembnejsih podmnozic mnozice R.

(i) Odprti interval:
(a,b) ={xr € Rja <z < b}.

(ii) Zaprti interval:
(a,b) ={x € Rya <x <b}.

(iii) Polodprti interval:
(a,b] ={z € Rya <z < b},

[a,0) ={r € Rja <z <b}.
(iv) Neskonéni intervali:
a,00) = {r € Ria <}, (—o0b|={reRz<b}.

(a,00) ={r € Rja <z}, (—o00,b)={xe€ Rz <b},

(—o0,0) = R.

OMEJENOST MNOZIC V IR

Definicija 1.20. Naj bo A poljubna podmnozica v R. MnoZica A je navzgor ome-
jena, ce obstaja tako realno Stevilo M, da je

r< M, VreA.

Stevilo M je zgornja meja mnozice A. MnoZica A je navzdol omejena, ¢e obstaja
tako realno Stevilo m, da je
m<uz VreA.

Stevilo m je spodnja meja mnozZice A. MnoZica je omejena, ko je navzdol in navzgor
omejena.

Mnozica lahko ima ve¢ spodnjih in/ali zgornjih mej.
Primer 1.21. Preuc¢imo omejenost mnozice A = {1, %, %, i, .}

Zgornja meja M je vsako Stevilo vecje ali enako 1, spodnja meja m pa vsako stevilo
manjse ali enako 0.

Vidimo, da ima omejena mnozica ve¢ zgornjih in spodnjih mej. Nas bosta posebej
zanimali tako imenovani natan¢ni meji.
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Definicija 1.22. Najmanjso zgornjo mejo M’ (navzgor) omejene mnozice A imenu-
jemo natancna zgornja meja in jo imenujemo supremum mnozice A:

M =supA.

To pomeni, da za M’ velja:
(i) M’ je zgornja meja mnozice A (x < M’ Vx € A),

(ii) ¢e je M* poljubna zgornja meja mnozice A, tedaj je M' < M*.

Definicija 1.23. Najvecjo spodnjo mejo m' (navzdol) omejene mnozice A imenu-
jemo natancna spodnja meja in jo imenujemo infimum mmnoZice A:

m =inf A.

To pomeni, da za m’ velja:
(i) m’ je spodnja meja mnozice A (m' < z,Vx € A),

(ii) ¢e je m* poljubna zgornja meja mnozice A, tedaj je m* < m/.

Primer 1.24. Pois¢imo natancni meji mnozice

111

A={1,=,= - .
{7273747

3

M =1inm' =0.

Definicija 1.25. Ce supremum M’ mnoZice A obenem pripada mnoZici A, ga
imenujemo maksimum mnoZice A

M' = max A.

Ce infimum m' mnoZice A obenem pripada mnoZici A, ga imenujemo minimum
mnozice A
m' =minA.
Primer 1.26. Ce obstajata, poiséimo minimum in maksimum mnoZzice
111
A={1,=-,-,-,...}.
2°'3 4

Supremum M’ =1 je tudi maksimum, ker 1 € A, infimum m’ = 0 pa ni minimum,

ker 0 ¢ A.
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POTENCIRANJE IN KORENJENJE
Produkt realnega stevila a s samim seboj (n-krat) zapisemo s potenco

aa---a=a",neclN.
n—krat

Stevilo a imenujemo osnova, n eksponent, a”™ pa je potenca.

Za racunanje s potencami veljajo naslednja pravila:

(1) a"b" = (ab)",

() ()" =amm,

Dokazemo jih z matematicno indukcijo (razen (4), za n < m). Pokazimo recimo

pravilo (2): o .
7= (3) 0 #0,

S )
1 G - O 6)-G)6)
n—1
- (3G
a*la
A
Ce postavimo
=1 in a*":i,
ar

velja (4) za poljubna n in m. S tem smo definirali potenco tudi za negativne
celostevilske eksponente.
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Ce recemo, da je potenca vsak izraz, ki zadosca zvezam od (1) do (5), potem-
takem je lahko v potenci eksponent katerokoli celo stevilo. Dejansko veljajo vsa

pravila tudi v primeru, ko je eksponent realno stevilo, a tega ne bomo dokazovali,
vec o tem lahko bralec poisce v [5].

Definicija 1.27. Naj bo a > 0. Koren
Va
je tisto Stevilo b, za katerega velja
Va=bs b =a.

Stevilo a se imenuje radikand in n je korenski eksponent.

Zgornja definicija in zveze (1)-(5), posplosene na poljuben realni eksponent, upra-
vicijo oznako

Podobno iz

sledi zapis

Pravila za korenjenje izpeljemo iz posploSenih pravil za racunanje s potencami
in so naslednja:

(1) /a /b= Vab
Va/b = awbn
(2) &= /3

Pokazemo podobno kot (1').

¥) ¥ Wfa="Yar
Vava = (Yoi(va)



(4) G = nyyam "

Pokazemo podobno kot (3').

) VVa= v

5
S
~
3=
I
—~
<
3=
N~—
-

Vi =

I
IS
3=
3=
I
IS
3
3
I

3

§

IS

ABSOLUTNA VREDNOST IN NAPAKE

Definicija 1.28. Absolutna vrednost realnega Stevila x, |x|, je definirana takole:

z ; x>0
2| =
-z ; <0

Tako na primer velja [5| =5, | — 3| =3,| — 2.5 = 2.5.

Primer 1.29. Pois¢imo elemente mnoZice A = {z € R; |z — 2| < 3}.

Znebimo se znakov absolutne vrednosti:

r—22>0 r—2<0
T > 2 T <2

r—2<3 —r+2<3
T <H x> —1.

Poiscemo unijo obeh mnozic:

[2 75) U (_172) = (_175) :
Primer 1.30. Zapisimo predpis funkcije brez znakov absolutne vrednostu.

1. f(x) = |4z —2|.

Funkcija f je enaka
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2. g(x) = |2* — 2z|.
Funkcija ¢ je enaka

22 -2z ; x<0Va2>2,

g9(z) =
2?2422 ; O<x<2.

Lastnosti absolutne vrednosti:
(i) |abl = lal|o],

(i) |a+b] <lal+ 0] ,

(iii) [la] —[o]] < |a =]

Razdalja med tockama a in b je Stevilo |a — b] = |b — al, kot to vidimo na Sliki 1.2.
@ = b] = [b— a

a b

Slika 1.2: Razdalja med tockama a in b.

Poglejmo napake, ki nastanejo pri merjenjih. Naj bo a € IR prava vrednost.
Zaradi napake merilnega instrumenta a nadomestimo z izmerjeno vrednostjo a € IR
(ki je mimogrede vedno iz mnozice IQ). Pri tem naredimo napako A:

A=a—a
oziroma absolutno napako |Al:
Al=la—a|.
Zelimo, da je |A| manjsa od nekega majhnega pozitivnega stevila 0 (glej Sliko 1.3):
|A] < 4.
Pravimo, da smo a aproksimirali z a z natanénostjo  in piSemo
a=a+A

ali tudi

a=atd.

Naj bosta a in b merjeni koli¢ini, preko katerih racunamo ¢ in naj bodo d4, dp, 0.
ustrezne napake (@ = a =+ d,, b=0=% &, c =c+6.). Tedaj velja:
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PRy ato

Slika 1.3: Absolutna napaka.

(i) c=a+b= 0,= 0,4+ 0,
(ii) c=a—b= d. =g + &,
(iii) ¢ =ab= 6. = [a|0y + |00 + Gubs,

[aldy + (08,

= 0. = —.
|1b] — ] (]

(iv) ¢ =

Sal RS

Izpeljimo na primer (ii) :
A = [e—¢]

= |(a—b)—(@-10)

= [(a—a)+(b-1b)
< la—al+[b—b
= |Aa| + |Ab‘

< g+ 0.

1.5 Kompleksna Stevila

Kompleksna stevila bomo vpeljali na podoben nac¢in kot realna in se osredotocili na
polarni zapis kompleksnega stevila.

OBSEG KOMPLEKSNIH STEVIL
Ker nekatere enacbe nimajo resitve v mnozici realnih stevil, kot na primer
?+4=0,

moramo vpeljati kompleksna stevila (kot mnozico, v kateri je vsaka enacba resljiva).
To lahko dosezemo le v ravnini R X R. V ta namen definiramo na mnozici IR x IR
naslednji operaciji.
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Definicija 1.31. Na mnoZici R x R definiramo dve binarni operaciji, ki delujeta iz
(RxR)x (RxR)—RxIR:

(1) sestevange ((a,b), (c,d)) — (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
(ii) mnozenge ((a,b), (c,d)) — (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Lastnosti sestevanja:

I. komutativnost
V(a,b),(c,d) € RxR: (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b)
II. asociativnost
V(a,0),(c,d), (e, /) € RxR: ((a,b)+(c, d))+(e, ) = (a,b)+((c, d)+(e, f)),
III. enota ali nevtralni element (0, 0)
3(0,0) € R x R,¥ (a,b) € R x R: (a,b) + (0,0) = (a,b),
IV. nasprotni element (—a, —b)
¥(a,b) € Rx R,3(—a,~b) € R x R: (a,b) + (—a, —b) = (0,0).

Lastnosti mnozenja:

V. komutativnost
V(a,b),(c,d) e RxR: (a,b) - (c,d) = (¢,d) - (a,b)
VI. asociativnost
V(a,b), (¢, d), (e, f) € RxR: ((a,0)-(c,d))-(e, f) = (a,0)-((¢,d)- (e, [)),
VII. enota (1,0)
3(1,0) e Rx R,V (a,b) e RxR: (a,b)-(1,0) = (a,b),
VIIL. obratni element (7437, —ﬁ)

a
a2+ a? 4 b?

a b
(a’b)'(a2+b2’_a2+b2) = (170)

V(a,b) € Rx R,3( )ERXR:

Opazimo, da za obe racunski operaciji veljajo podobne lastnosti. Poleg teh
velja Se naslednja lastnost, ki povezuje obe operaciji.
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IX. distributivnost
v (a,b),(c,d), (e, f) € Rx R:

((a,0) - ((¢,d)) + (e, f)) = (a,) - (¢, d) + (a,) - (e, f)) -

Zaradi lastnosti od I. do IX. je mnozica IR X IR stevilski obseg, ki ga imenujemo obseg
kompleksnih $tevil in ga oznacujemo s IC:

RxR=IC.

Odstevanje in deljenje v mnozici kompleksnih stevil nista novi racunski operaciji,
temvec velja podobno kot v IR:

(a,b) — (¢,d) = (a,b) + (—¢c,—d) ... odstevanje,
(a,b) c d .

= (a,b) - — ... del .
(¢, d) (a,5) (02 +d? 2+ d2) CIene

Stevilska obsega realnih stevil R in kompleksnih stevil IC bomo krajse zapisovali

0.

Kompleksno stevilo (a,b) € IC ima realni del a in imaginarni del b.  Poglejmo
sestevanje in mnozenje kompleksnih Stevil z imaginarnim delom O:

(a,0) 4 (b,0) = (a+0b,0+0)=(a+0b,0),

(a,0)-(b,0) = (ab—0-0,a0+5b0) = (ab,0).

Opazimo, da sta v obeh primerih rezultata kompleksni stevili z imaginarnim delom
enakim 0, realna dela pa se obnasata kot realni stevili, zato lahko privzamemo:

(a,0) = a,
oziroma, vsa realna stevila so tudi kompleksna Stevila.

Naj bo (0, 1) := i kompleksno $tevilo, ki ga imenujemo imaginarna enota. Tedaj
je
i*=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.

[zracunajmo se

bi = (b,0)-(0,1) = (0,b).
Zato lahko (a, b) zapisemo kot
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a+bi.

Namesto urejenega para (a,b) je obicajnejsi zapis kompleksnega stevila kot vsota
realnega dela in produkta imaginarnega dela z imaginarno enoto:

(a,b) =a+1b,
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ki ga bomo uporabljali v nadaljevanju.

Naj bo z = a +ib. Tedaj je Re(z) realni in Zm(z) imaginarni del kompleksnega
Stevila z:

Re(z) =a, Im(z) =b.

Kompleksno stevilo z = a + ib = (a, b) lahko predstavimo v kompleksni ravnini,
kjer realni del nanasamo na absciso (os z), imaginarni pa na ordinato (os y), kot to
vidimo na Sliki 1.4.

z=a+1-b
b .......... .
2|l =r/
AN
S a
IS 5
Z=a—1-b

Slika 1.4: Kompleksna ravnina.

Konjugirano stevilo stevila z je kompleksno stevilo
Z=a—1b.

Izracunajmo njun produkt:
Z=a*+b.

Absolutna vrednost stevila z = a + ib, |z|, je nenegativno realno stevilo
|2| = Va2 + b2 = V2Z.
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Izracunajmo Se
z+Z=2a in z-—2Z=2b,

kar pomeni, da je
Z+Z Z2—Z
e(z) 5 in Im(z) 5;

POLARNI ZAPIS KOMPLEKSNEGA STEVILA

Poglejmo si Se polarni zapis kompleksnega Stevila. V tem primeru kompleksno
stevilo z = a + 1 b opisemo s kotom ¢ in polmerom r. Kot ¢ je kot med pozitivnim
delom osi = in poltrakom, na katerem lezi tocka (a, b), polmer 7 je oddaljenost tocke
(a,b) od koordinatnega izhodis¢a. Kot ¢ imenujemo argument stevila z in pisemo

o= Arg(z).
Vsi koti ¢ + 2k, k € Z — {0}, so prav tako argumenti Stevila z, vendar pisemo
o+ 2kr =arg(z), k € Z —{0}.
Ce je Arg(z) = o, tedaj je Arg(Z) = —p.
Opazimo, da velja
r=|z| in tanp= -
Polmer in argument natanko dolocata komplesno stevilo:
z=a+1ib=rcosp+irsinp =r(cosp+isingy).
Polarni zapis za konjugirano stevilo od z pa je oblike
Z=a—1ib=rcosp —irsinp =r(cosp —isiny).
Racunanje v kompleksnih Stevilih s pomoc¢jo polarnega zapisa je ugodno za
mnozenje in deljenje kompleksnih Stevil.
(i) Mnozenje

Trditev 1.32. Naj bo z; = ri(cosp; +isinpy) in zo = 19(Ccos g + isingy).

Tedaj je
2129 = m7r2(cos(p1 + ¢2) + isin(p; + p2)) .
Dokaz.
2129 = r1(cos p1 + isin @1)ra(cos pg + isin pg)

= 1172(CO8 1 COS g — SiN 7 Sin Yo + (SN Y1 COS P + €OS Y7 Sin Yo

= rira(cos(pr + p2) +i(sin(p1 + ¥2))

Opomba. Pri dokazu smo uporabili enega od adicijskih izrekov, ki jih lahko
najdemo v [2].

Trditev lahko posplosimo na produkt ve¢ kompleksnih stevil.
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Izrek 1.33. (Moivre-ova formula) Naj bo z, = ri(cosyy + isingy), k =
1,2,...,n. Tedaj je

21292 = T172...7n(cO8(@1 4+ P2 + ... + @n) +isin(pr + @2+ ... + ©n)) -

Dokaz. Uporabimo indukcijo po n. Za n = 2 smo pokazali v trditvi, induk-
cijski korak dokazemo podobno kot smo dokazali trditev. i

(ii) Potenciranje
Potenciranje podaja posledica Moivreove forumule.

Posledica 1.34. Naj bo z = r(cosp +isinp). Tedaj je

2" =7r"(cos (ny) +isin(ny)), n € N.

Primer 1.35. Naj bo z = 1 + 4. Izracunajmo z°°.

[zracunati moramo polmer r in argument ¢:
r=V2 tanp=1= ¢ = % (Lkvadrant) .
20 = (V2)®(cos(50Z) + isin(50%))
= 2%(cos(Z 4 127) + isin(5 + 127))
= 2%(0+1)
= 2%,
(iii) Deljenje
Trditev 1.36. Obratna vrednost kompleksnega stevila z = r(cos ¢ +isin ) je

enaka
41 .
27 = —(cosp —isingp).
r
Dokaz.
_1 1 1
A ey — =
z r(cos ¢ + isinp)
- cos (p — isin
~ r(cos? p — isin? )
1 -
= —(cosp —ising).
r
i
Obratna vrednost je enaka
1z = _
i 1z2_z _ 7
2Z 2z |z)?



Trditev 1.37. Naj bosta zy = ri(cos o1 +isin ;) in ze = ra(cos @o + i sin ¢y)
kompleksni stevili. Tedaj je njun kvocient enak

z r o
= = —(cos(ip1 — ) +i(sin(pr — ¢2)) -
22 )
Dokaz.
LR 21 25+ = r1(cos 1 + isin 1) —(cos py — i sin )
29 T2
= E(cos (1 COS (g + Sin 7 Sin g + (SN @1 €OS g + oS Y1 Sin p3))
T2

= :—;(cos(gol — cpg) + i(Siﬂ(<P1 - @2)) .

(iv) Korenjenje

Zanima nas {/z, n € IN, z € IC. Spomnimo se, da je to ekvivalentno resevanju
enacbe
u'=z.

Naj bo podano kompleksno stevilo z v polarnem zapisu:
z = ro(cos o +isingg), 1 € RE, ¢ € [0,27) .

Nadalje, naj bo

. wo  2km . (v 2km
u—\/ﬁ(cos(njL - )—l—zsm(n+

n

in izracunajmo

R wo  2km . (o  2km "
u" = (\/ﬁ(cos(n—l— n)+zsm(n+ -

= 19 (cos (o + 2k7) + isin (o + 2k7))
= 719 (cosgg + isinpg)

= Z.

Resitve enacbe {/z = u, kjer je z = ro(cos pg + isin ¢g), so torej oblike
2k 2k
up = Uro (COS (ﬂ + —W) + isin (ﬂ + —W)) ke Z.
n n n n

V bistvu je dovolj, da k pretece vrednosti od 0 do n — 1 (ali 1 do n), kar
sledi iz lastnosti funkcij sinus in kosinus, ki ju bomo obravnavali v naslednjem
poglavju.
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Primer 1.38. Pois¢imo resitve enacbe z° = 1.

Stevilo 1 zapisemo v polarnem zapisu 1 = 1(cos(2kn) + 4sin(2k7)) in ga ustrezno
korenimo

#=1 o z = 1

= {/(cos(2km) + isin(2kn)
= V1(1(cos(%E) + isin(%£T)), k=0,1,2.

Resitve so

Opomba. Opazimo, da so resitve enache 2" = a so oglisca pravilnega n-kotnika.

1.6 Preslikave

Zanimale nas bodo poljubne preslikave in njihove osnovne lastnosti.

Definicija 1.39. Preslikava f iz mnoZice A v mnoZico B, f : A — B, je predpis, ki
elementu a iz mnoZice A priredi natanko en element b iz mnoZice B, kar oznacimo

f(a) =b.
Pravimo tudi, da vsakemu originalu a iz mnozice A priredimo sliko b = f(a), ki

pripada mnoZici B:
a—b= f(a).

Na Sliki 1.5 imamo pod a) primer preslikave, medtem ko pod b) ni preslikave.
A B A B

a) b)

Slika 1.5: a) Je preslikava, b) ni preslikava.

Preslikavo f iz A v B formalno definiramo na slede¢ nacin:

Vaj, a3 € A:ay = ay = f(ar) = f(ag).
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Naj bo f: A — B. Potem je A definicijsko obmocje Dy ali domena preslikave f, B
pa njena kodomena.

Za preslikavo uporabljamo tudi termine funkcija, upodobitev, transformacija,...
Izbira ustreznega termina je odvisna od vrste domene in kodomene. V nasled-
njem poglavju bomo govorili o preslikavah, v katerih bosta domena in kodomena
podmnozici realnih stevil in v tem primeru se uporablja izraz funkcija.

Primer 1.40. Ugotovimo, ali so s spodjimi predpisi definirane preslikave.

1. Najbo A=1{1,2,3,4}, B={a,b,c,d,e, f} in f : A — B podana z

F(1) =b,f(2) = e, f(3) = b, f(4) =a.

Je preslikava, saj vsakemu elementu iz A priredi natanko en element iz B.

2. Naj bo A mnozica vseh ljudi na svetu, B pa mnoZica vseh drZav na svetu in
f: A — B definirana tako, da je f(a) driava, katere driavljan je oseba a.

Ni preslikava, ker lahko ima nekdo dvojno drzavljanstvo.
3. f:IN—=IN, f(n)=3n%

Je preslikava.
4. f: A=A, f(a) =a.

Je preslikava za poljubno neprazno mnozico A.

Naj bosta f,g : A — B. Preslikavi f in g sta enaki, f = g, ¢e je f(a) = g(a) za
vsak a € A.

Primer 1.41. Preverimo, ce sta preslikavi f, g : R — IR enaki.
1. f(z)=(x—1)3 g(x) = 2> — 32® + 3z — 1:
Ker je f(z) = g(x) za vsak © € R, sta f in g enaki preslikavi.
2. f(z) =2, g(x) =z

Ker je f(—=5) =5 in g(—5) = —5, sta preslikavi f in g razli¢ni.

Definicija 1.42. Preslikava f : A — B je surjektivna, ce je vsak element iz B
slika kakega elementa iz A:

Vbe B,Jda€ A: f(a)=b.
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a) b)

Slika 1.6: a) Ni surjektivna preslikava, b) je surjektivna preslikava.

Na Sliki 1.6 imamo pod a) primer preslikave, ki ni surjektivna, medtem ko pod b)
preslikava je surjektivna.

Zaloga vrednosti preslikave f : A — B, Z;, je mnoZzica vseh tistih elementov iz B,
ki so slika kakega elementa iz A:

Zy={be B;3ac A: f(a) =b} ={f(a);a € A}.

Preslikava f : A — B je surjektivna natanko tedaj, ko je Z; = B.

Primer 1.43. Za predpise iz Primera 1.40 preverimo njthovo surjektivnost.
1. Ni surjektivna.
Ni niti preslikava.

Ni surjektivna, ker Z; = {3,12,27,...} # IN.

Ll

Je surjektivna, ker je Zy = A in sicer taksno preslikavo imenujemo identiteta
ali tdenticna preslikava.

Definicija 1.44. Preslikava f : A — B je injektivna, ce se razlicna elementa iz A
preslikata v razlicna elementa 1z B:

Vaj,a € A:ay # as = f(ar) # flag).
Ekvivalenten zapis bi bil
Vaj,as € A: flay) = f(az) = a3 = ay.
Nasprotno, torej preslikave, ki niso injektivne, dobimo z negacijo zgornje trditve

3&1,@2 cA: aq 7é as N f(al) = f(&g) .

Na Sliki 1.6 imamo pod b) primer injektivne preslikave, medtem ko pod a) preslikava
ni injektivna.
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Primer 1.45. Za predpise iz Primera 1.40 preverimo njihovo injektivnost.
1. Ni injektivna, ker je f(1) = f(3).
2. Ni niti preslikava.
3. Je injektivna.

4. Je injektivna.

Definicija 1.46. Preslikava f : A — B je bijektivna, ko je injektivna in surjek-
tivna, kar formalno zapisemo

Vac A,AbeB: f(a)=b.

Opomba. Simbol 3! beremo ”obstaja natanko en”.

Na Sliki 1.6 b) vidimo primer bijektivne preslikave.

Primer 1.47. Za preslikave 1z Primera 1.40 preverimo njihovo bijektivnost.

Od vseh prej omenjenih je le identiteta bijektivna preslikava.

Primer 1.48. Preverimo bijektivnost preslikav.
1. Najbo Rt ={x € Ryz >0} in f: R" — R", f(z) = 2°.
Tako definirana preslikava f je bijektivna.
2. f: R—=R, f(x) =22
Tako definirana preslikava f ni niti injektivna (f(2) = f(—2)) niti surjektivna

(na primer —4 ni slika nobenega elementa), zato ni bijektivna.

Ce obstaja kaksna bijektivna preslikava med mnozicama A in B, potem imata A in
B enako moc.

Tako sta na primer mnozica naravnih stevil in mnozica sodih stevil enako mocni,
saj med njima obstaja bijektivna preslikava, podana s predpisom f(n) = 2n, ki slika
iz prve v drugo mnozico. Pravimo, da imata obe mnozici Stevno neskon¢no moc.

Definicija 1.49. Kompozitum preslikav f : A — B in g : B — C je preslikava
go f:A— C, definirana s predpisom

(go f)(x)=g(f(x)).

Racunski operacigi pravimo komponiranje.
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Primer 1.50. Pois¢imo kompozitum preslikav.

1. Naj bo f : R — R podana s predpisom f(z) = e**

g(z) = 2° + 2.

im g : R — IR podana s

Tedaj lahko izracunamo oba kompozituma:
go f _ (g o f)(.fl?) — g(62x> — (62:1:)3 + 26236 — 66;18 + 262:v

fog=(fog)(w) = fa’+2w) = T30 = e2te,

2. Naj bo f : R — RY podana s predpisom f(z) = 3x% in g : R" — R podana s
g(z) =Inz+ 1.

Tedaj je definiran le kompozitum

9o f = (g0 @) = 935 = (3% + =

Opazimo, da komponiranje ni komutativna operacija:
fog#golf,
je pa asociativna, a tega ne bomo dokazovali
(fog)oh=go(foh).
Pokazimo to lastnost na primeru.

Primer 1.51. Preverimo asociativnost komponiranja, ce sta preslikavi f in g podani
kot v 1. tocki Primera 1.50, in je h: R — R podana s predpisom h(x) = 3.

Vemo ze, da je (f o g)(z) = €22 T4 .= y(z), zato je
((f o g)oh)(w) = (yoh)(z) = y(h(x)) = y(3u) = PO 12w = ez,
Za drugo stran izracunajmo najprej
(goh)(z) = f(h(z)) = g(37) = (32)* + 2(3z) = 272" + 6z := 2(x).
Tedayj je

(fo(goh)(xz)=(foz)(z)=f(2(x)) = 22723 +62) _ Sdad 412z

Oznacimo z I 4 identi¢no preslikavo na mnozici A:

Ix(a) =a,Va € A.
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A
7Y
a= g@)<q>ﬂa) =b
N

N

Slika 1.7: Obratni preslikavi f in g.

Trditev 1.52. Naj bo f : A — B bijektivna preslikava. Potem obstaja natanko ena
taka preslikava g : B — A, da je

gof=14 in fog=Ig.

Dokaz.
Definirajmo g kot:

Vb € B najbo g(b) tisti a € A, za katerega je f(a) = b,

kot je to razvidno s Slike 1.7. Tako definirana preslikava ¢ je bijektivna, saj je f
bijektivna preslikava. Pokazimo Se drugi del trditve:

Vae€ A:(go f)la) =g(f(a))=g(b)=a=gof=1I4.
Podobno velja
Vbe B:(fog)b)=[f(g)=fla)=b= fog=1Iz.
| |

Preslikavo g obicajno ozna¢ujemo f~! in ji pravimo inverzna preslikava ali obratna
preslikava preslikave f.

Opomba. Omenimo, da je f~! zgolj oznaka za funkcijo, zato f=1 # % .
Primer 1.53. Naj bo A =1{1,2,3}, B={a,b,c} in f: A — B podana s predpisom

f(1)=0,f(2)=a, f(3)=c.
Ce obstaja, poiscimo f=.

Preslikava f je bijektivna in zato obstaja f~': B — A, ki je podana kot
fHa)=2,f7(b) =1, () =3.
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Slika 1.8: Obratni preslikavi f in f~1.

Definicija 1.54. Graf preslikave f : A — B, I'y, je mnoZica vseh wurejenih parov

(a, f(a)):
I'ry={(a, f(a));ac A} CAXB.

Na Sliki 1.8 vidimo grafa obratnih preslikav.

Primer 1.55. Naj bo A ={1,2,3}, B ={a,b,c} in f: A— B definirana kot
fA)=0b,f(2)=a,f3)=c.

Poiscimo graf preslikave f.

Graf preslikave f je

11f = {(17b)7 (2,&), (370)} .

Primer 1.56. Pois¢imo graf preslikav:
1. f:R—=R, f(z) = 2?
'y ={(z,2?); z € R}.
2. f:Z— N, f(a) = 2|a|
Dy = {(a,2la])s a € Z} .
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1.7 Naloge

LOGIKA IN MNOZICE

1. Koliko elementov imajo mnozice:

a) {1,3,5,7},
b) {{1,3,5,7},1,3},
c) 0,

d) {0}.

2. Ugotovi, katere od izjav so resni¢ne in katere neresnicne:

a) r € {{x},0},

b) {z} € {{z},0},
) {{«},0} 2 {{z}},
d) {z} € {{«}, 2},

3. Dani sta mnozici
A={3n;neNAn<6} in B={2n+3;ne€NAn<8}.
Pois¢i AUB, AN B, A\ B.
4. Poisci potenéno mnozico mnozice A = {{1},2,a}.
5. Poisci kartezicni produkt mnozic:

a) A={1,3,5} in B = {b,c},
b) A=IN, B={x; 2 € RA -2 <z <3}

6. Dani sta mnozici
A=(-3,2] in B={r€R;2zx—-3<5}.

Poiséi AUB,ANB,A\ B,B\ A,A x B.

7. Dani sta mnozici
A={zeN; -4<z<2} in B={reR;2*—2x>5}.

Poiséi AUB, AN B, A\ B.

8. Dani sta mnozici
A={r€R; 32> +2r—-5>0} in B={reR;3r*+2=5}.
Ali je BC A?
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STEVILSKA OBSEGA

a) A
b) B INm( 1,3],
c) C=(-2,4)UN,
)

d) D={l+Z%:neN}.

2. Dana je funkcija
x
@) =1-%+4.

a) Nacrtaj graf funkcije f in izrazi njen predpis brez absolutne vrednosti.
b) Poisci resitve enacbe f(z) = 3.

c) Poisci resitve enacbe f(z) = 2x + 5.

d) Poiséi resitve neenacbe f(z) < 3.

3. Grafi¢no in racunsko resi neenacho

lz+ 1] <x+3.
4. Resi neenacho
|z +2| — |z —4| <|z+5]+2.

5. Resi neenacbo
1—]z—1]| <1.

6. Izrazi predpise funkcij brez znakov absolutne vrednosti in skiciraj njihove
grafe:

7. Dana je funkcija
F(e) = |o* — 4a].
a) Nacrtaj graf funkcije f.
b) Resi enacbo f(x) = 5.
c¢) Resi neenacho f(z) > 5.

8. Dana je funkcija

fla) =1]a* =3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

a) Nacrtaj graf funkcije f.
b) Resi enacbo f(x) = —2.

2
¢) Resi neenacbo f(z) > 1.

Resi neenacbo
|2 — 4| —6>2—4.

Dana je funkcija

3r + 2
a) Resi enacbo |f(x)| = 4.
b) Resi neenacbo |f(x)| > 4.
Izracunaj
2v —y
c=—7
za
r=-135+0.02, y=2.25+0.07, 2 =1.19+£0.14.
Izracunaj
T —y?
C =
2z
za

r=-141+£05,y=2314£0.03, 2=185%+0.1.

Dano je kompleksno stevilo

Poisci Re(z), Im(z), Z, |z|.
Poisci vsa kompleksna stevila, ki zadoscajo:

a) |z — (34 4i)| =2,
b) |z — (34 44)] < 2.

Resi sistem enach:

a) |z+1+i|=1 Re(z+1+1) =0,
b) [(149)z] =2, Re((1+1i)z) = 0.

Izracunaj (1 +14)°.
Resi enacbo 23 +8 = 0.
Resi enacho 24 = —8 + 8iv/3.

Resi enacbo 2z + zo = 1 — i, Ce je Arg(z1) = 30° in Arg(z) = —60°.
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20. Resi enacbo Zm(zy + 2o + 23) = 0, ¢e je |z1| = 1, |2z3] = @, Arg(z) =

Arg(zs) = % in Arg(z) = —3.

PRESLIKAVE

1. Ali mnozica {(1,4), (2,1),(2,3), (3,2), (4,4) } predstavlja preslikavo iz mnozice
{1,2,3,4} v mnozico {1,2,3,4}7?

2. Naj bo Z7; mnozica ostankov pri deljenju s Stevilom 7 in A = {a,b,c,d,e, f,g,h}.
Ce se da, konstruiraj preslikavo iz Z; — A, ki je:

a) injektivna,
b) surjektivna,

c) bijektivna.

3. Preslikava f : IN — IN je podana s predpisom:

|3

B ;. njesod
f(")_{3n+1 . nje lih

Ali je preslikava f injektivna in ali je surjektivna?

4. Izracunaj vse mozne kompozitume funkcij f = {(1,b),(2,a),(3,d), (4,¢)} in

g = {(CL, CL), (b’ C)> (C’ CL), (d> C)}
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Poglavje 2

Realne funkcije

V tem poglavju se bomo osredotocili na realne funkcije in v zvezi s tem si bomo
pogledali limito funkcije in zveznost. Kot posebni primer realnih funkcij bomo
obravnavali tudi zaporedja in v povezavi z njimi Se Stevilske vrste.

2.1 Osnovne lastnosti

V zadnjem razdelku prvega poglavja so nas zanimale preslikave oziroma funkcije
v splosnem, sedaj se bomo osredotocili samo na realne funkcije in njihove osnovne
lastnosti.

Zanimajo nas preslikave f : D C R — R, za katere bomo uporabljali izraz
funkcija

flz)=y.

Pravimo, da je x neodvisna spremenljivka ali argument. Ker je domena podmnozica
R, je f funkcija realne spremenljivke. Ker je tudi kodomena podmnozica R, je f
realna funkcija. Namesto samo D lahko pisemo Dy, kadar Zelimo poudariti, da
govorimo o funkciji f. Domene oz. (naravnega) definicijskega obmocja D funkcije
f obicajno ne podajamo vnaprej, temvec¢ je to po dogovoru mnozica vseh tistih
realnih Stevil, za katere je predpis funkcije f izracunljiv.

Funkcije lahko podamo na ve¢ nacinov:
(i) Tabelaricno podana funkcija

Tabelari¢ni nac¢in podajanja je primeren predvsem za funkcije s konénim defini-
cijskim obmocjem. V primeru neskon¢nega definicijskega obmocja izberemo n
neodvisnih spremenljivk xy, xs, ..., z, in njihove funkcijske vrednosti:

nedvisne spremenljivke ‘ T To - Tp

funkcijske vrednosti fla)=m flx)=v ... f(zn)=1un
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Za izracun funkcijskih vrednosti v vmesnih tockah lahko uporabimo linearno
interpolacijo, kar pomeni, da med tockama T; 1(x;_1,y;-1) in Tj(x;,y;), i =
2,3, ...,n, interpoliramo linearno funkcijo oziroma premico. Izracunajmo enacbo
premice skozi T;_1 in Tj:

y = kr+n
L — Yi — Yi—1
Ti — Ti—1
_ Yi — Yi—1
n=vy; — 7
Ty — Tj—1
Yi — Yi—1
y = yi+ (x — ;)
Ty — Tj—1
Ay

Primer 2.1. Z linearno interpolacijo izracunajmo v/2.

1.
x || 1]4]...
o =12
V2=f(2)=1+%}2-1)=133..=13.
2.
v |...] 15 | 23 |

‘ 1.2248 ‘ 1.5166 ‘

flz) =z
V2 = f(2) = 1.2248 4 LAIOG=L28 (9 _ 1 5) = 1.4072....

2.3-1.5

Eksaktna vrednost je enaka /2 = 1.41421356... ~ 1.4142 .

(ii) FEksplicitno podana funkcija

V tem primeru je podan predpis za izracun funkcijske vrednosti f(x). Na

primer,
f(z)=Inzx
ali
() = z ; >0
I = — <0



(iii) Implicitno podana funkcija

Funkcije je podana implicitno z enacbo

g(z,y)=0.
Funkcijska vrednost y v tocki zg je dolocena z enacbo g(zg,y) = 0, pri ¢emer
mora biti y enoli¢no dolocen, kar pa ni vedno res. Obic¢ajno je mogoce v okolici
dolocene tocke govoriti o enoli¢cnem predpisu.

Primer 2.2. Ali je s predpisom g(x,y) = 2* + y*> — 2 = 0 dolocena funkcija?

Ne, na primer za x = 1 je y dolocen z y? = 1, kar pomeni, da ni enolicen.
S primernim zozanjem domene in kodomene lahko g(z,y) = 0 doloca funkcijo.
Poglejmo si nekaj osnovnih lastnosti realnih funkcij.
Definicija 2.3. Funkcija f definirana na simetricnem intervalu D = (—a,a) ali
D = [—a, d] je soda, ¢e velja

f(z) = f(=x), Vo € D

in liha, ce velja

flz)=—f(-x), Yz € D.

Primer 2.4. Preverimo sodost oziroma lihost funkcije.
1. f(z) = 32
Ker je f(—z) = 1(—x)? = 322, je to soda funkcija.
2. f(z) =223
Ker je f(—x) = 2(—x)% = —223, je to liha funkcija.
3. f(z) =z +22%

To ni niti soda, niti liha funkcija.

Graf sode funkcije je simetricen glede na y os, graf lihe funkcije pa je simetricen
glede na koordinatno izhodisce (glej Sliko 2.1). Vecina realnih funkcij ni niti sodih
niti lihih.
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Slika 2.1: Graf sode in lihe funkcije 2.4.

Definicija 2.5. Naj bo f definirana na D in x1,x5 € D. Tedaj je f narasc¢ajoca,
ko velja
T < Ty = f(l‘l) < f(l‘g)

in f je padajoca, ko velja
T <z = f(x1) > f(x2).

Ce na desno strani veljajo stroge neenakosti govorimo o strogo narascajoci (f(z;) <

f(x2)) oziroma strogo padajoci (f(x1) > f(xs)) funkciji. Ce je f (strogo) naraiéajoca
ali (strogo) padajoca funkcija, je f monotona funkcija. Ce je funkcija monotona

samo na neki podmnozici I definicijskega obmocja pravimo, da je monotona na I.

Primer 2.6. Preverimo monotonost funkcije.

1. f(z) =2*.
f ni monotona funkcija, ker je za x < 0 padajoca, za x > 0 pa narascajoca.
2. f(x) =2

f je monotona, ker je narascajoca funkcija.

Definicija 2.7. Ce obstaja tako stevilo P € R, da je
flz+ P) = f(x), Vz € R,

potem je f periodi¢na funkcija s periodo P. Najmangjsa pozitivna perioda je osnovna
perioda.

Primer 2.8. Preverimo periodicnost funkcije.

46



1. f(xz) =sinz.

Ker je f(z) = f(z +27m) = f(z + 47) = f(z — 27)..., je f periodicna funkcija
z osnovno periodo 2.

2. f(x) = tanz.

Ker je f(z) = f(x +7) = f(x + 27) = f(x — 7)..., je f periodi¢na funkcija z
osnovno periodo 7.

Definicija 2.9. Naj bosta f : Dy — R ing: Dy — R. Tedaj je naravno definicijsko
obmocje kompozituma f o g definirano takole

Doy ={zx € Dy; g(x) € D¢} .

Primer 2.10. Naj bosta dani realni funkciji f(x) = 2 — 2% in g(z) = /x. Poisci
definicijsko obmocje obeh kompozitumov.

Definicijsko obmo¢je funkcije f je D; = R in funkcije g je D, = R*U{0}. Definicijski
obmocji kompozitumov sta

Djoy = {2>0;VzeR} =R,
Dy = {reRil-22>0)=[-v2 V3.
Videli smo ze, da za bijektivno funkcijo f : A C R — B C R obstaja obratna

funkcija f~': B C R — A C R za katero velja
f@)=y& fy) ==.

Na Sliki 1.8 smo videli, da sta grafa funkcij f in f~! simetri¢na glede na simetralo
lihih kvadrantov, to je premico y = x.

2.2 Zaporedja

Definirali bomo zaporedje, si pogledali nekaj primerov pomembnejsih zaporedij in
se osredotocili na nekatere lastnosti, kot sta monotonost in omejenost.

Zaporedje v mnozici R je preslikava
a:N—R.

Zaradi kodomene IR govorimo o realnih zaporedjih.

Po dogovoru pisemo funkcijsko vrednost a(n) = a, in jo imenujemo n-ti ali splosni
¢len zaporedja, n pa imenujemo indeks ¢lena zaporedja. Namesto zapisaa : IN — M
uporabljamo za zaporedje zapis (a,) = (a1, az, ..., ay,).
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Primer 2.11. Poglejmo nekaj primerov zaporedij.
1 ap,=—, (%)=(1,%2L L )

2. ap, = an_1+d, kjer sta a;,d € R ... aritmeticno zaporedje
3. ap, = ay_1q, kjer sta a;,q € R ... geometrijsko zaporedje
4. Qp = Qp_1 + Qp_2, ag = a1 = 1...Fibonaccijevo zaporedje

5 a = % (an) = (1,

D[
W=

=
N—

Definicija 2.12. Naj bo € > 0 poljubno majhno stevilo. Odprti interval (a—e€,a+€)
imenujemo e-okolica tocke a.

n

Primer 2.13. Od katerega n naprej so wvsi cleni zaporedja a, = znotraj
e-okolice tocke 0, ce je € = % 0z. € = Wlo ?
Resujemo neenakost
la, — 0] < e
—1)"
’( i
n
1
- < €
n
1
n > -.
€

Za € = 1—10 lezijo znotraj e-okolice vsi ¢leni od 11. naprej, za € = Wlo pa od 101.
naprej.

Definicija 2.14. Naj bo (a,) realno zaporedje. Stevilo a je limita zaporedja (ay),
a = lim,,_. a,, natanko tedaj, ko za vsako e-okolico tocke a obstaja tako naravno
stevilo ng, da za vsako naravno stevilo n > ng velja, da a, leZi znotraj e-okolice
tocke a:

a= lim a, < Ve > 0,3ng € N,Vn > ng = |a, —al <e.

n—oo

Pisemo tudi a,, — a. Ce obstaja limita zaporedja pravimo, da je zaporedje konver-

gentno, sicer je zaporedje divergentno.
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n
Primer 2.15. Pokazimo, da je zaporedje a,, = —— konvergentno.

Cleni zaporedja konvergirajo k limiti 1, kar pokazemo tako, da preverimo pogoj

Ve > 0,dng € IN,Vn > ng = ' n -1 < €&
n+1
-1 .
€
n—+1
! <
n+1 ¢
1
n+1l > -
€
1—c¢
n > .

€

Tedaj je ng prvo naravno stevilo vecje od % Na primer, za € = %, bi biln > ng =

19, kar pomeni, da vsi cleni od 19. naprej lezijo znotraj e-okolice limite 1.

Opazimo, ce je a limita zaporedja a,, tedaj v poljubno majhni okolici tocke a lezijo
vsi ¢leni zaporedja (a,) od nekega ¢lena a,,, naprej.

. .. _ (=1 .
Primer 2.16. Ali je a,, = i1 konvergentno zaporedje?

Ne, ker se sodi ¢leni blizajo k 1, lihi pa k —1.

V praksi se limita zaporedja iS¢e predvsem z uporabo limite zaporedja a,, = %,
ki je
o1
lim — =0
n—oo N,

in Se s pomocjo nekaterih znanih limit. Poglejmo si uporabo na naslednjem primeru.

3
Primer 2.17. Pois¢imo limito zaporedja a,, = n
4+Tn
: 3n : n
lim,, = limy, oo 7
4+Tn n + Tn
) 3
= limy, o —
4=+ 7

| w

49



Definicija 2.18. Naj bo (a,,) realno zaporedje. Stevilo s je stekalisée zaporedja (ay,),
ée vsebuje vsaka poljubno majhna okolica Stevila s neskoncno clenov zaporedja (ay,).

Ce je s stekalidce zaporedja (a,), tedaj je nenakost |a, — s| < € izpolnjena za
neskon¢no mnogo indeksov n.

Opazimo, da velja
limita = stekalisce ,

medtem ko implikacija v obratno smer ne drzi.

Primer 2.19. Poisc¢imo stekaliséa zaporedja (a,) = (1,

Stekaliséi sta 1 in O.

Izrek 2.20. Ce ima zaporedje veé kot eno stekalisce, je divergentno.

Dokaz. Naj bosta s; in sq razli¢ni stekaliséi zaporedja (a,). Pokazimo, da nobeno
ni limita zaporedja (a,). S tem namenom izberimo tak e, da velja

1
0<€<§|81—82|.

Potem je po definiciji stekalis¢a na vsakem od intervalov (s;—¢, s1+€) in (sg—e€, So+¢€)
neskon¢no mnogo clenov zaporedja (a,) in noben ni na obeh intervalih hkrati. To
pomeni, da nobeno od stevil s; in s, ne zadosca temu, da bi v njegovi e-okolici lezali
vsi ¢leni a,, od nekega m naprej in zato nobeno od stevil 0 in 1 ne more biti limita.

Konvergenco zaporedja je tezko potrditi. Pri tem nam pomagajo nekatere last-
nosti zaporedij.

(i) Monotonost zaporedij
Za motivacijo si poglejmo zaporedje
ap = —.
n

Nastejmo nekaj prvih ¢lenov tega zaporedja

).

Wl

1
(an> = (17 57

Opazimo, da se ¢leni zaporedja manjsajo.
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Definicija 2.21. Zaporedje (a,) je narascajoce, ce velja
an < api1, Vn € N
in je strogo narascajoce, ce
Gp < Gpy1, VN € IN.
Zaporedge (a,) je padajoce, ce velja
ap > Api1, VN € N
in je strogo padajoce, ce

Gp > Gpy1, VN € IN.
Zaporedje je monotono, ko je (strogo) narasajoce ali (strogo) padajoce.

Opazimo, da je to samo poseben primer monotnosti realne funkcije in v tem
kontekstu nismo definirali ni¢ novega.

Primer 2.22. Preverimo monotonost zaporedij iz Primera 2.11.
1. Strogo padajoce.
2. Glede na d loc¢imo:

d >0 = strogo narascajoce zaporedje,
d <0 = strogo padajoce zaporedje,
d=0 = konstanto zaporedje.

3. Glede na ¢ lo¢imo:

qg>1 = strogo narascajoce zaporedje,

g=1 = konstanto zaporedje,
0<qg<1 = strogo padajoce zaporedje,

g <0 = ni monotono.

4. Narascajoce zaporedje.

5. Ni monotono zaporedje.

(ii) Omejenost zaporedij
Definicija 2.23. Zaporedje (a,) je navzgor omejeno, é¢e IM € R tak, da velja
a, < M, ¥n €N
in je navzdol omejeno, ¢e I3m € R tak, da velja
a, >m, Vn € IN.

Zaporedje je omejeno, ko je navzdol in navzgor omejeno.
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Opazimo, da je zaporedje (a,) (navzgor/navzdol) omejeno, ko je mnozica nje-
govih ¢lenov {a,;n € IN} (navzgor/navzdol) omejena in v tem smislu ne gre
Za Nov pojem.

Primer 2.24. Preverimo omejenost zaporedij iz Primera 2.11.

. M>1,m<0.

2. Glede na d lo¢imo:

d>0 = m <a;, M ne obstaja,
d<0 = M > a;, m ne obstaja,
d=0 = m=M=a,.

3. Glede na ¢ lo¢imo:

qg>1 = m < aj;, M ne obstaja,

g=1 = m=M=a;,
0<g<l = m=0M=a aliM=0,m=ay,
—1<¢<0 = m<|a|,M>a].

4. m < Fy, M ne obstaja.
5 m<—1,M> 1.

Podobno kot pri omejenosti poljubne mnozice, sta tudi pri zaporedjih Se pose-
bej zanimivi natancni meji.

Definicija 2.25. Supremum M’ zaporedja (a,) je enak
M’ = sup{an; n € N} = sup(ay,) .
Infimum m' zaporedja (a,) je enak

m' = inf{an; n € N} = inf(a,).

Primer 2.26. Poisc¢imo natancéne meje (omejenih) zaporedij iz Primera 2.11.
1. M'=1,m' =0.
4. m' = Fy, M’ ne obstaja.
5.m'=—-1,M = 3.

Izrek 2.27. Vsako monotono in omejeno zaporedje je konvergentno.
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Dokaz. Naj bo (a,) narascajoce in omejeno zaporedje in naj bo M’ = sup (a,).
Pokazali bomo, da je M’ = lim,,_ ay,:

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng = |a, — M'| <e.

Izberimo poljuben € > 0. Tedaj stevilo M’ — € ni zgornja meja zaporedja, saj sicer
M’ ne bi bil natan¢éna zgornja meja. Torej obstaja ¢len zaporedja a,, tak, da lezi
med M’ — € in M’ kar pomeni, da je a,, > M’ —e. Ce postavimo indeks tega ¢lena
za ng v definiciji limite, to je n. = ng, potem za ta poljubno izbran € velja

In. € N,Vn > n, = la, — M'| <,

saj je zaporedje (a,) po predpostavki narascajoce, kar pomeni, da je M’ res limita
zaporedja a,,.

Podobno pokazemo v primeru padajocega zaporedja (a,), da je m’ = infa, =
lim,, o0 Q- [ |

Neposredno iz dokaza sledi naslednja posledica.

Posledica 2.28. Naj bo (a,,) monotono zaporedje.

(i) Ce je (an) naraicajoce in nazvgor omejeno, tedaj (a,) konvergira k supre-
mumau.

(ii) Ce je (a,) padajoce in nazdol omejeno, tedaj (a,) konvergira k infimumau.

Pomemben primer monotonega in omejenega zaporedja je zaporedje

(1+3)
an=14+—1] .

n
Nastejmo priblizne vrednosti nekaj clenov tega zaporedja

a; = 2, Qa9 — 225, as — 2371, ay = 2.440 y ey 100 = 2.705 y eeey 1000 = 2717,

Po Izreku 3.41 obstaja limita tega zaporedja in sicer je to iracionalno stevilo, ki ga
oznacimo z e:

1 n
lim (1 + —) = e~ 2.71828...
n

n—oo

Brez dokaza bomo navedli naslednji izrek, ki pove, kako racunamo s konvergent-
nimi zaporedji.

Izrek 2.29. Naj bosta (a,,) in (b,) konvergentni zaporedsi z limitama lim,,_,» a, = A
in lim, o b, = B. Tedaj velja

(i) lim,_(a,£b,) = A+£B,
(ii) limnwo(anby) = AB,

(idi) Timy, o0 (42) = 4.Vn:b,#0, B#0.
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Primer 2.30. Raziscimo zaporedje a, =2+ 25.

Zaporedje je narascajoCe ter omejeno z m < a; in M > 3. Potemtakem je to
konvergetno zaporedje, katerega limita je sup (a,) = 3.

2.3 Pregled elementarnih funkcij

Kot osnova matemati¢ne analize bomo spoznali elementarne funkcije, ki jih bomo
srecevali v naslednjih poglavjih.

(i) Polinomi in racionalne funkcije

Definicija 2.31. Polinomi so funkcije oblike
() = ap2™ + ap_12™ -+ ayz + ag,

kjer je a; € R, Vi =1,2,...,n. Ce je a, # 0 pravimo, da je polinom p stopnje
n.

Kadar Zelimo poudariti stopnjo polinoma pisemo p, namesto p. Stevilu a,
pravimo vodilni koeficient polinoma, Stevilu ag pa splosni clen.

Resitvam polinomske enacbe
p(z) =0

pravimo koreni polinoma p. Obic¢ajno namesto o korenih govorimo govorimo
kar o nic¢lah polinoma. Polinom stopnje n ima natanko n ne nujno razlicnih
nicel, ki pripadajo mnozici R ali IC. Ker kompleksne nicle zgornje enache
zmera]j nastopajo v konjugiranih parih, ima polinom lihe stopnje vsaj eno
realno niclo. Naj bodo 1, s, ..., z,, nitle polinoma p(z) = a,x" + a, 12"~ +
-« -+ajr+ag. Tedajlahko polinom p faktoriziramo, kar pomeni, da ga zapisemo
kot produkt faktorjev

p() = an(z —x1)(x —22) -+ - (T — T) .

Ce se faktor (x — x) pojavi m-kat v razcepu, pravimo da je xy m-kratna nicla
polinoma f.

Korene polinoma druge stopnje
p(z) = ar® + bz +c
izracunamo po znanih formulah

B —b+ V/b? — 4ac . —b— Vb —4dac

2a - 2a

x 2 =
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Izraz pod korenom imenujemo diskriminanta in jo oznac¢ujemo z D = b? — 4ac.
Glede na vrednost diskriminante lo¢imo tri moznosti:

D>0 = .7717&1726"?,
D=0 = z=meR

D<0 = =75 €lC.

Korene polinomov visje stopnje
p(z) = ap2™ + ap_12" -+ ayz +ag,n >3

lahko is¢emo s pomocjo Hornerjevega algoritma.

Uporabimo ga lahko, ¢e poznamo vsaj eno ni¢lo enacbe p(x) = 0. Dokazati
je mogoce, da ¢e so koeficienti a; celostevilski in je nicla polinoma racionalno

m

stevilo —, tedaj m deli ayp, n pa a,. Uporaba Hornerjevega algoritma je
n

prikazana na Primeru 2.32.

Primer 2.32. Pois¢imo vse nicle polinoma

p(z) = 5 + 482° — 152% + 487 — 20.

Ce je koren racionalno stevilo T, tedaj m € {1,2,4,5,10,20} in n € {1,5}.
n

Skupno imamo 12 kandidatov za koren, poleg teh pa Se njihove nasprotne
vrednosti. Preverimo po Hornerjevem algoritmu, da je % nicla.

) 48 —15 48 —20

2 20 2 20

Torej je
2
p(zr) = (z— g)(5:1:3 + 502° + 5x + 50)
2003 2
= 5(x — g)(:zc + 102° + = + 10)
200 2
= 5(z— 5)(ac (x4 10) + (z + 10))
2 2
= 5(z— 5)(9& +10)(z* + 1)
2 . ,
= 5(z— g)(x +10)(x + i) (x — 7).
Nicle so x; = %, To = —10, x3 =1, x4 = —1.
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(i)

Definicija 2.33. Racionalna funkcija f je kvocient dveh polinomov p in q:

fla) = 20

q(x)

Nicle ima v tockah, kjer je p(z) = 0. Definirana je povsod, kjer je g(z) # 0. V
tockah, kjer je ¢(z) = 0, funkcija f ni definirana. Pravimo, da ima v taki tocki
funkcija pol ali vertikalno asimpototo. Vec¢ o tem bomo izvedeli v naslednjem
poglavju.

Primer 2.34. Pois¢imo nicle, definicijsko obmodje in pole funkcije

B St + 483 — 1522 + 48z — 20
a x2—4 ’

/()

Funkcija f ima enake nicle kot polinom iz Primera 2.32. Pola ima v 2, —2 in
definicijsko obmocje je zato R\ {—2,2}.

Trigonometricne funkcije

Definirali bomo trigonometricne funkcije sinus, kosinus, tangens in kotangens,
in sicer najprej za kote iz intervala [0, 27]. Pogosto uporabljamo zanje tudi
termin kotne funkcije.

Na enotski kroznici izberemo poljubno tocko T'(a,b) in oznac¢imo ostale tocke
kot je razvidno s Slike 2.2. Kot med pozitivnim delom osi z in poltrakom OT
oznac¢imo z x. Tedaj je

|OA| = a=cosz ... kosinus kota x,
|OB| =b=sinz ... sinus kotax,
|ET"| = tanx ... tangens kota z,
|E'T’| = cotx ... kotangens kota x .

Iz podobnosti trikotnikov OAT in OET" je razvidno razmerje

sinx tanx
cosz |OE'|

Podobno velja
Ccos cotx

sinz  |OE"| -




T//

E T
B
b
X
O % 4 E

Slika 2.2: Definicija trigonometriénih funkcij.

kar pomeni, da je
1
cotx

tanx =

Poglejmo predznak trigonometri¢nih funkcij po posameznih kvadrantih:

0<z<I|I<z<nm|r<z<¥|&<z<or
cos T + - — +
sin x + + - -
tanx + — + —
cotx + — + -

Kot z, merjen v radianih, predstavlja dolzino loka na enotski kroznici med
tockama F in T'. Kote iz stopinj v radiane pretvarjamo po naslednji zvezi:

T
d) = °
o(rd) = (")
oziroma
180°
(e} — d
o) = ——a(rd)



Iz Slike 2.2 je razvidno, da sta funkciji sinus in kosinus periodi¢ni z osnovno
periodo 27, tangens in kotangens pa s periodo w. Torej velja

cosx = cos(z + 2km),
sinz = sin(z + 2kn),
tanx = tan (x + k),

cotx =cot (v +knm), ke Z.

Nadalje je s Slike 2.2 razvidno, da je kosinus soda funkcija (cosz = cos(—x))
in sinus liha funkcija (sinz = —sin(—x)), kar pomeni, da sta preostali dve
prav tako lihi funkciji (tanx = —tan(—z), cotx = —cot(—x)).

Poglejmo Se nekaj najpogostejsih zvez med trigonometricnimi funkcijami. Po
Pitagorovem izreku velja

cos’z +sinlz=1.

[zracunajmo

sin?

1+tan?z = 1+ 5
cos? x

cos? +x sin’
cos? x

1

cos?x

Podobno zveza velja za kotangens

1

sin®x

1+ cot’x =

Zapisimo Se adicijska izreka
sin(z +y) = sinzcosy + coszsiny,

cos(x +y) = coszcosy—sinxsiny.
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Od tod lahko izpeljemo

sin(x —y) = sin(z + (—y))
= sinx cos(—y) + cos zsin(—y)
= sinzcosy —cosxsiny,
cos(x —y) = cos(z+ (—y))
= cosxcos(—y) — sinz sin(—y)

= cosxcosy +sinxsiny.

Iz adicijskih izrekov lahko izpeljemo tudi sinus in kosinus dvojnih kotov

sin(2x) = sin(x + x)
= sinxcosx + cosxsinx
= 2sinzcosy,

cos(2x) = cos(x + x)
= coszcosTr —sinzsinw

= cos?z —sin’z.

Prav tako nam adicijski izreki dajo zvezo med kotoma, katerih vsota je 7:

. R o m
sin(§ —x) = sinfcosz — cosgsinw
= cosz,
T _ - T in T si
cos(5 —x) = cosfcosx+sinfsinz
= sinz.
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Podobno velja za dugi dve funkciji

sin(Z
tan (T — = 2
n (3 —2) cos(3

COS ™

sin x
= cotx,
1

tan (5 — )

cot (§; —x) =
= tanx.

Poglejmo se grafe trigonometricnih funkcij, ki so razvidni s Slik 2.3, 2.4, 2.5,
2.6. Funkciji kosinus in sinus sta definirana na celem IR, medtem ko funkcija
tangens ni definiran v niclah kosinusa (z = k%, k € Z), kotangens pa ni
definiran v niclah sinusa (v = k7, k € Z).

osy

Slika 2.5: Graf funkcije tangens.
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Slika 2.6: Graf funkcije kotangens.

(iii) Ciklometri¢ne funkcije

Ciklometricne funkcije so obratne funkcije od trigonometriénih. Zanje upora-
bljamo tudi izraz krozne funkcije. Ciklometri¢ne funkcije so arkus sinus, arkus
kosinus, arkus tangens in arkus kotangens.

Funkcija arkus sinus

Ce hotemo, da bo obstajal inverz funkcije sinus, mora le-ta biti bijektivna.
V ta namen moramo skréiti definicijsko obmoé¢je. Naj bo f(z) = sinz in

f:[=5,5] = [-1,1]. Tedaj ostaja f~':[-1,1] — [-5, 5] taka, da je

(fof @) =f(f(2) == Vo€ [-1,]]
in
(f o)) = F(f@) =2, Vo e -5
Imnujemo jo arkus sinus in piSemo

fY(z) = asinz.

Velja torej
sin(asinz) = z, Vo € [—1,1],
T
asin (si =z, V 6[——,—] )
in(sinx) =z, Vo 53
Definicijsko obmocje funkcije f(z) = sinz bi lahko tudi kako drugace skréili.
Za vsako skréitev definicijskega obmocja, ki ima za rezultat bijektivno funkcijo
sinus, lahko definiramo obratno funkcijo arkus sinus. Za poljubno kodomeno
funkcije arkus sinus piSemo funkcijo z veliko zacetnico, torej Asinz. Kadar

skréimo obmocje na [—7, 7], torej tako, kot smo to najprej naredili, govorimo

o glavni veji funkcije arkus sinus in jo piSemo z malo zacetnico asin x.

Vemo ze, da graf obratne funkcije dobimo z zrcaljenem preko premice y = x,
kot je prikazano na Sliki 2.7.

Funkcija arkus kosinus
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Slika 2.7: Graf glavne veje funkcije arkus sinus.

Naj bo f(z) = cosz. Definicijsko obmocje skr¢imo na [0, 7], s ¢imer bomo
podobno kot pri funkciji arkus sinus, dobili glavno vejo funkcije arkus kosinus,
ki jo zapisujemo z malo zacetnico. Tedaj obstaja

f~' =acosz : [-1,1] — [0, 7],

za katero velja
cos(acosz) =z, Vo € [-1,1],

acos (cosx) =z, Vr € [0,7].

Na Sliki 2.8 vidimo graf glavne veje funkcije arkus kosinus.

2L

0sX

Slika 2.8: Graf glavne veje funkcije arkus kosinus.

Izpeljimo Se zvezo med obema znanima obratnima funkcijama. Naj bo z €
T T

[—1,1]. Tedaj je y = asinx € [-5, 7] in = siny. Nadalje je

m .
cos<§—y> =siny ==,

kar pomeni, da je
T

— — Y = acosx
9 Y

oziroma -
asinz 4 acosx = 5 Vo e [-1,1].

Funkcija arkus tangens
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Naj bo f(x) = tanz. Definicijsko obmocje skréimo na (-7, 7), s ¢imer bomo
dobili glavno vejo funkcije arkus tangens Tedaj obstaja

f'(z) =atanz: R — <—g, g) ,

za katero velja
tan (atanz) = x, Vz € R,

T
tan (t =z V e(——,—).
atan (tanz) = z, Vr 53

Na Sliki 2.9 vidimo graf glavne veje funkcije arkus tangens.

Slika 2.9: Graf glavne veje funkcije arkus tangens.

Funkcija arkus kotangens

Naj bo f(x) = cotz. Definicijsko obmocje skréimo na [-5,%

ponovno da glavno vejo funkcije arkus kotangens. Tedaj obstaja

|, kar nam

f*l(x) =arcctgr : R — [_g g] :

za katero velja
cot (arcctgz) = x, Vx € R,
T

acot (cot ) = z, V[—g, 5] :

Na Sliki 2.10 vidimo graf glavne veje funkcije arkus kotangens.

Izpeljimo Se zvezo med obema obratnima funkcijama. Naj bo z € R in y =
atan x. Tedaj je in
r = tany = cot <g —y) .
Torej je
il tx
— — Yy = aco
5 Y

oziroma -
atanxr 4 acot x = 5 Vo € R.
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Slika 2.10: Graf glavne veje funkcije arkus kotangens.

(iv) Eksponentna funkcija
Eksponentna funkcija je oblike

f(x)=a" a>0.

V eksponentni funkciji nastopa neodvisna spremenljivka x v eksponentu. Ker
je 1 = 1 za vsak x, naj bo osnova a # 1. Eksponentna funkcija je povsod
definirana, torej je D; = R in je povsod pozitivna, kar pomeni, da je Z; = R™
in zato nima nicel.

Torej
: a®: R— RT.

Za f(x) = a” velja
fx+y) = f(x) fy),

saj je
fla+y) = a

= f(x) f(y).
Za a > 1je f(x) = a” strogo narascajoca funkcija, saj za vsak x1, xs velja:
T < X9 = a® < a®?

2

&S 1< —
a*t

& 1l <a™™™,
Ker je o — 21 > 0in a > 1 je to res za vsak x; < x».

Na Sliki 2.11 vidimo graf funkcije f(z) = a®, za a > 1.

Za a <1 je f(x) = a” strogo padajoca funkcija, saj za vsak x1, x5 velja:

1 <Ty = a”' >a"?,
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Slika 2.11: Graf eksponentne funkcije f(z) = a® za a > 1.

kar pokazemo na analogen nacin kot za a > 1.

Zaradi nekaterih zakonov naravne rasti je zelo pomembna osnova e oziroma
potenc¢ni funkciji e* in e™”.

Na Sliki 2.12 vidimo graf funkcije f(z) = o, ko je a < 1:

osy

\  osx

. . .
4 -2 2 4 6 8

Slika 2.12: Graf eksponentne funkcije f(z) = a” za a < 1.
Primer 2.35. Skicirajmo grafa funkcij e* in e™*.

Grafa obeh funkcij vidimo na Slikah 2.11 in 2.12.

Logaritemska funkcija

Naj bo f eksponentna funkcija, torej
f:R—R" f(z)=da", a>0a#1.

To je bijektivna funkcija, zato obstaja njej obratna funkcija f~! : Rt — R.
Imenujemo jo logaritemska funkcija in pisSemo

fH (@) =log, .

(Beremo: logaritem z osnovo a od x.)

Ker sta eksponentna in logaritemska funkcija obratni, velja
f(f N x) =d"* =z, Vz e R

n
1 (f(x)) =log,a* = x, Vo € R .
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Imamo torej zvezo
y=log,z & d"=x.

Logaritemska funkcija ima nic¢lo v tocki 1, saj velja

O=log,vea=1=x.

Graf logaritemske funkcije dobimo iz grafa eksponentne funkcije z zrcaljenjem
preko premice y = x, kar vidimo na Slikah 2.13 in 2.14.

y

\
\HNmbg
T

4 T

. . . . | osx
—4 -2 2 4 6 8 10
-1
2

Slika 2.13: Graf logaritemske funkcije z osnovo a > 1.

Slika 2.14: Graf logaritemske funkcije z osnovo a < 1.

Izpeljimo nekaj lastnosti logaritma:
(1) log,(xy) = log, o + log, y, #,y > 0
Izpeljava:
alOga(xy) = €T y
— aloga x aloga Y

—_ aloga z+log, y )

(2) log, § =log,x —log,y, z,y >0
Izpeljava:

log,z = log, <3: %)

= log, <§ y)

= log, g + log, v .
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(3) log, ¥ =ylog,z, x>0, y € R

Izpeljava:
alOga z¥ = fL‘y

= (alozaT)y
_ glog,0)y

= v log, .

Kadar je osnova enaka stevilu e = 2.71828... govorimo o naravnem logaritmu
in piSemo

log,z =Inx.
Na Sliki 2.13 vidimo graf te funkcije.

Hiperboli¢ne funkcije

Definirajmo hiperboli¢ni funkciji kosinus hiperbolikus in sinus hiperbolikus

chx = % ... kosinus hiperbolikus,
e’ —e " : : :
shz = — sinus hiperbolikus .

Opazimo, da je prva funkcija soda, druga pa liha. Med njima veljajo naslednje
zveze:

(1) sh(z + y) = sha chy + shy chz

1
shx chy + shychz = Z(Qe“y —2e7"7Y)

= Sh(ZL‘ + y) .
(2) ch(z + y) = cha chy — shx shy
Pokazemo podobno kot (1).
(3) ch®r —sh®r =1
R L

1
— Z(e2x+2+€—2x_e2x+2_€—2x)
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Na Sliki 2.15 vidimo graf funkcije sinus hiperbolikus in na 2.16 vidimo graf
funkcije kosinus hiperbolikus.

0sX

Slika 2.16: Graf hiperboli¢ne funkcije ch x.

2.4 Limite in zveznost funkcij

V tem razdelku bomo definirali limito funkcije in zatem Se zveznost.

LIMITE

Definicija 2.36. Naj bo funkcija f definirana v vsaki tocki neke okolice tocke a,
razen morda v tocki a sami. Stevilo L je limita funkcije f v tockia, ée velja naslednji
sklep:

"Za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo 0, da ce za vsak x # a
velja | — a| < §, potem mora veljati |f(x) — L| < e.”

Pisemo
lim f(z) =L ali f(x) =S L.
Krajse:
L=1lmf(z)©Ve>0,3d>0,Ve#a: |[z—a|<d=|f(x)—L| <e.

r—a
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L+e
L
L —c¢

Slika 2.17: Limita v tocki a.

Iz Slike 2.17 je razvidna definicija limite funkcije v tocki. Za okolico § izberemo
manjso od obeh vrednosti d; in ds.

Mozne situacije:
a) f ni definirana v tocki a in ima limito L,
b) f je definirana v tocki a in ima limito L, ampak f(a) # L,
c¢) f je definirana v tocki a in ima limito L ter f(a) = L,
d)

f nima limite L, ima pa limito, ko se blizamo z desne oz. leve strani proti
tocki a.

Definicija 2.37. Funkcija [ ima v a desno limito, L, ¢e velja:

"Za wsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo 6, da ce za vsak
z € (a,a+9) velja |f(x) — LT| <e.”
Kragse:

Lt = liniof(x)<:>Ve>O,E|(5>O,Vx€(a,a—l—é):ﬂf(x)—[ﬁ\ <.

Podobno definiramo levo limito, L™, funkcije f v tocki a:

L™= limof(x)<:>V€>0,E|(5>O,Vx€(a—5,a):>]f(x)—[f\ <e€.

r—a—

Iz definicije desne in leve limite sledi v tocki sledi, ¢e obstaja limita L, tedaj sta
leva limita L~ in desna limita L™ enaki:

L=L"=L" & L=Ilim f(x).

r—a
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1 :
Primer 2.38. Poisc¢imo levo in desno limito funkcije f(x) = PR v tocki 0.
tew
Premislimo, kaj se dogaja s funcijo f, ko se blizamo tocki 0 enkrat iz pozitivne
strani in drugi¢ iz negativne. Ko se blizamo iz desne strani, gre vrednost izraza
% proti pozitivni neskonénosti, saj gre imenovalec proti vedno manjSim pozitivnim

Stevilom:
. 1
lim — =+c0.
x—04+0

1 ~ v v . .
Izraz ez zato v neskon¢nost narasca, kar pomeni, da je

1
LT = lim

- =0.
xHOJrOl_'_e;

V primeru leve limite gre vrednost izraza i proti negativni neskonénosti:

.1
lim — = —o00,
z—0-0
zato gre e proti O in leva limita je
1
L~ = lim =1.

z—0-0 ] + 6%

Pri racunanju z limitami velja podobno kot pri limiti zaporedij.
Izrek 2.39. Naj bo lim,_,, f(z) = A in lim,_, g(z) = B. Tedaj velja:
(i) lim,o(f(z) £ g(z)) = A+ B,
(1) lim, _.(f(x)g(z)) = AB,

e f(x)_é
(111) hmx_ﬂl@ =5 B #0.

Dokaz. Za ilustracijo pokazimo tocko (i), medtem ko je (ii) in (iii) tezje dokazati.
Izberimo 2€¢ > 0. Ker je lim, ., f(x) = A in lim, ,g(x) = B, za vsak € > 0

obstajata 01, 0o taka, da velja:

|z —a] <6 = |f(z) — Al <e.

|z —a| < 0 = |g(x) — B| <e.

Tedaj velja:
|f(x) — A+ |g(x) — Bl < e4+e=2¢

za vsak |x —a| < ¢, kjer je 0’ = min{dy, 0o }. Ker je
[f(z) = Al +[g(z) = B| 2 [f(z) = A+ g(x) — B| = |(f(2) + g(z)) — (A+ B,

dobimo
[(f(z) + g(x)) — (A+ B)| < 2¢,

za vsak |[x —a| < ¢'. i
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Definicija 2.40. Funkcija f ima limito L, ko gre x proti neskoncno, ce za vsako
pozitivno Stevilo € obstaja tak M >0, da |f(x) — L| < € velja za vsak x > M.

Kragse:

L=lim f(z) &Ve>0,3M >0,V > M = |f(z) - L| <e.

T—00

Podobno definiramo limito, ko gre x proti negativni neskoncénosti:

L= lim f(z)e©Ve>0,dm<0,Ve<m=|f(x)—L|<e.

T— —00

Primer 2.41. Izracunajmo lim,_, i

Limita je enaka 0, ker je stevec konstanten, imenovalec pa narasca v neskonc¢nost.

Na Sliki 2.18 vidimo primer taksnih limit.

Slika 2.18: Limita funkcije, ko gre x proti neskonénosti.

Limito funkcije v tocki a lahko pisemo tudi kot:

lim f(z) = lim f(a+h).

r—a

ZVEZNOST FUNKCIJE
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Definicija 2.42. Naj bo funkcija f definirana na neki okolici tocke a. Pravimo, da
je f zvezna v a, c¢e velja:

”Za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako pozitivno Stevilo §, da ¢e je |x —al < 0,
potem mora veljati |f(x) — f(a)| <e.”

Krajsi zapis za zveznost funkcije f v tocki a:
Ve>0,30>0,|r—al<d=|f(z)— fla)] <e.

Na Sliki 2.19 vidimo primera pod a) nezvezne in pod b) zvezne funkcije.

-/
o

a) b)

Slika 2.19: a) V tocki a nezvezna funkcija in b) zvezna funkcija.

Iz definicij limite in zveznosti sledi:

fje zvezna v a < lim,_, f(x) = f(a).

Potrebni pogoji za zveznost funkcije f v tocki a so:
a) f je definirana v tocki a,
b) f ima limito v tocki a,

c¢) limita je enaka funkcijski vrednosti.

Definicija 2.43. Funkcija f : D — R je zvezna, ce je zvezna v vsaki tocki svoje
domene Dy.

Ce f v tocki a ni zvezna, potem velja ena izmed naslednjih moznosti:
a) f v tocki @ nima limite,

b) f ima limito v tocki a, a ni enaka f(a),
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c) f v tocki a nima limite, ima pa levo in desno limito, ki nista enaki.

Naslednji izrek podaja pomebno lastnost limite kompozituma zveznih funkcij, ki
jo bomo v nadaljevanju potrebovali. Izreka ne bomo dokazali.

Izrek 2.44. Ce sta f in g zvezni funkciji v tocki a, tedaj je
lim f(g(z)) = f(lim g(z)).

Izrek 2.45. Ce sta funkciji f in g zvezni v tocki a in je ¢ # 0 neko Stevilo, potem
so v a zvezne tudi funkcije

i) £y,
i) c- f,
iii) f - g,
i) i, cejeg#0.
g
Dokaz. Sledi neposredno iz Izreka 2.39. i

Poglejmo natancneje nekaj najpomembnejsih limit:

sin x
=1

Poglejmo si, izpeljavo te pomembne limite.
Izberimo = € (0,%) in naj bo A(1,0), B(cosz,sinz), C(cosx,0), D(1,tanx)

)
ter O(0,0), kot je to razvidno s Slike 2.20. Nadalje naj bo S; poloséina trikot-
nika AOB, S5 ploséina trikotnika AOD in S ploscina kroznega izseka AOB.

Poudarimo, da je ploS¢ina kroznega izseka s polmerom r enaka 7’2% Tedaj

velja:
Sl S S S SQ
1 T 1
—sinz < — < —tanzx /-2/:sinx
2 2 2
T 1
1 < - <
sin cos T
sin x
1 > > CcoszT
x
lz—0
1 > limpoms > 1 = limygen =1,
x
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D(1, tan )

a B(cog x,sin z)

Slika 2.20: Izpeljava limite lim,_. smx'
x

1
(i) lim, oo (1+ )" =¢
T

Te limite ne bomo izpeljevali, ker je njena izpeljava zahtevnejsa.

8=

(i) lim,_o(l1+2)* =e
V (ii) vpeljemo y = % limita je neposredna posledica.

In(1+ z)
x

(iv) lim,_g —1

[za¢unajmo

8=

Il
—_

1
lim —In(1+z) = lir%ln(l +x)= =1Ine

x—0

| 1 1
(V) hmax—>0 Oga( i I) =
T Ina

Na analogen nacin kot v (iv) dobimo

. log,(1+ ) log, e 1
lim ———= =log,e = =—.
z—0 x log,a Ina
r—1
(vi) lim, .o ¢ =Ina
Vpeljemo u = a* — 1 in dobimo
v 1 1 H\ ™
lim& zlim#:lim M =Ina.
20 T u—0log,(u+1) u—0 u
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2.5 Zvezne funkcije na zaprtem intervalu

V zadnjem razdelku smo spoznali definicijo zveznosti funkcije, sedaj pa nas bodo
zanimale lastnosti posebnih funkcij in sicer takih, ki so zvezne na zaprtem intervalu.
Izkaze se, da imajo le-te veliko lepih lastnosti.

Zanimajo nas funkcije na zaprtih intervalih
f:la,b] = R.

Definicija 2.46. Funkcija f : [a,b] — R je zvezna, ée je zvezna v vsaki tocki
odprtega intervala (a, b) in v tocki a obstaja desna limita, ki je enaka f(a) in v tocki
b leva limita, ki je enaka f(b):

Ve>0,30>0,0<h<d=
|f(a) = fla+h)| <e N |f(b)— f(b—h)| <Ee.

Z Cla,b] oznacujemo mnozico zveznih funkcij na zaprtem intervalu [a, b].

V zvezi z zveznostjo funkcij na zaprtem intervalu velja nekaj pomembnih izrekov.
Vecino bomo navedli brez dokaza in jih bomo samo ilustrirali na primerih. Radoved-
nejsi bralec si lahko dokaze izrekov pogleda v [5] ali [6].

Izrek 2.47. Naj bo f € [a,b] in f(a) f(b) < 0. Tedaj obstaja ¢ € (a,b) taksna, da
je f(e) =0.

Primer 2.48. Naj bo f : [0,4] — R podana s predpisom f(x) = —x*+4. PokaZimo,
da ima f na intervalu [0, 4] niclo.

Ker je f(0) =4 > 01in f(4) = —12 < 0 po Izreku 2.47 obstaja nicla funkcije f na
[0,4] in sicer je to tocka z = 2.

Definicija 2.49. Funkcija f : [a,b] — R je na [a,b] navzgor omejena, cée obstaja
M € R tak, da je
flx) <M, Vz€la,b.

Podobno je f navzdol omejena, ce obstaja m € R tak, da je
f(x) >m, YV € [a,b].

Stevili M in m imenujemo zgornja oz spodnja meja funkcije f na la,b].

Definicija 2.50. Naj bo f : [a,b] — R. Najmangjsa zgornja meja M' je natancna
zgornja meja alt supremum funkcije f:

M' = sup f(x).

z€a,b]
Najvecja spodnja meja m’ je natanéna spodnja meja ali infimum funkcije f:
m' = inf}f(x).

z€la,b
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Opazimo, da je
sup f(I) = sup{f(x),x S [av b]}7

z€[a,b]

inf f(xz)=inf{f(x),x € [a,b]}.

z€a,b]

Izrek 2.51. Vsaka zvezna funkcija definirana na zaprtem intervalu je omejena.

Primer 2.52. Preverimo Izrek 2.51 na primerih.
1. Naj bo f:[-2,3] — R podana s predpisom f(z) = 2.

Vidimo, da je f zvezna in po Izreku 2.51 omejena in sicer je M > f(3) in

m < f(0).
2. Naj bo f:0,1] — R podana s predpisom

)= {

Vidimo, da je f ni omejena in po Izreku 2.51 zato ni zvezna.

; r=
;o sicer.

8= O

Naj bo f : D — R. Ce natan¢éna zgornja meja M’ pripada zalogi vrednosti
funkcije f, tedaj je M’ maksimum funkcije f na D:

M' = max f(x).

zeD

In podobno, ¢e natanéna spodnja meja m’ pripada zalogi vrednosti funkcije f, tedaj
je m’ minimum funkcije f na D:
m' = min f(z).

zeD

Primer 2.53. Ce obstajata, poiscimo minimum in maksimum funkcij.
1. Naj bo f:[1,2] — R podana s predpisom f(z) = .

Maksimum doseze v tocki 2 in sicer je M’ = 4, minimum pa v tocki 1 in velja
m' = 1.

2. Naj bo f:[0,5] — R podana s predpisom f(x) = tanx.
Minimum doseze v tocki 0 in sicer je m’ = 0, maksimuma pa nima.
3. Naj bo f: Rt — (0, %) podana s predpisom f(x) = atanx.

Nima maksimuma, niti minimuma.
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Na Primeru 2.53 smo videli, da je od treh primerov le zvezna funkcija na zaprtem
intervalu dosegla minimum in maksimum. V zvezi s tem podajmo naslednji izrek,
ki ga ne bomo dokazali.

Izrek 2.54. Zvezna funkcija f : [a,b] — R doseze na intervalu [a,b] minimum in
maksimum.

Za konec dokazimo zadnji izrek v zvezi z zveznostjo funkcij na zaprtem inervalu,
ki se glasi.

Izrek 2.55. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj zavzame vse vrednosti med
minimumom in maksimumom.

Dokaz. Naj bo

m' = min f(z) in M = max f(z)
x€[a,b] x€la,b]

ter f(a) =m' in f(B) = M'. Tocki a in [ obstajata zaradi Izreka 2.54.
Ce je a = 3, potem je f(x) =m' = M’ za vsak = € [a,b] in ni kaj za dokazovat.

Predpostavimo sedaj, da je o < . Definirajmo novo funkcijo ¥ : [a, 3] — R s
predpisom

() = f(z) - C,

kjer je C' poljubna vrednost med m’ in M’. Trdimo, da obstaja tak ¢ € [a,b], da je
f(p) = C. Ker je f zvezna, je tudi nova funkcija ¥ zvezna za vsak C € [m/, M'].
[zracunajmo

U(a) = fla)-C=m'-C <0,
W(3) = f(8) ~ C =M~ C >0

Po Izreku 2.47 obstaja ¢ € [«, (] tak, da je U(p) =0 in zato f(p) — C = 0. i

Iz Izreka 2.55 sledi naslednja posledica.

Posledica 2.56. Zaloga vrednosti zvezne funkcije definirane na [a,b] je interval
[m', M'], kjer je
m' = min f(z) in M = max f(x).
z€[a,b] x€la,b]

2.6 Naloge

OSNOVNE LASTNOSTI

1. Poisci obratno funkcijo od f(z) = v/8 — 2.
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2. Poisci obratno funkcijo od:

r+1 ; r < —1
flx) =< —2?+4x+5 ; —-1<x<2
x+7 ; x> 2.

3. Naj bo f(z) =e”in g(z) = 2* — 1. Poisci fogin go f.

4. Dani sta funkciji

f(x) = x?—1 x>0 in g(z) = r+1 ; =z>-1
T (-2 ; <0 IE = 0 ; z<-1.

Poiséi fogin go f.

5. Dani sta funkciji
[0 <0 . _ 0 ;x| > 2

Pois¢i fogin go f.
6. Dani sta funkciji

3z ; <0 -1 ; x>8

f(x):{l.:s C x>0 in g(x):{—lx ;o <8.

Poiséi fogingo f.
ZAPOREDJA

1. Doloci x tako, da bodo
log 2, log (2" — 1), log(2z + 3)
zaporedni ¢leni aritmeticnega zaporedja.

2. Vsota treh stevil je 62, vsota njihovih 10-tiskih logaritmov pa 3. Poisci ta
stevila, ¢e tvorijo geometrijsko zaporedje.

3. Preuci omejenost, monotonost in konvergentnost zaporedja:

1
a) a, = T

_ 1000n
b) a, = pEa

4. Dano je zaporedje
on — 2

:n2+n—1'
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a) Razisci zaporedje a,,.

b) Od katerega clena naprej so vsi cleni zaporedja a, v € okolici limite od
(a,), ce je e = 10737

5. Dano je zaporedje

a) Razisci zaporedje a,,.

b) Od katerega clena naprej so vsi ¢leni zaporedja a,, v € okolici tocke 1, ¢e
je e =1073?

6. Izracunaj limite:

2
1
a) a, = lim,_ n3 + ,
+ 16
2 _
b) a, = lim, = on ,
2n? + 16
n®+5n—1
) a, = lim, . ;
n—+1
Q) a, = lim,_, M= = V@£
on+4\*
e) ap, = lim, nt ,
3n+7

1+4+2-10™

54+3-10" "’

j) a, =lim, _(Vn?+1—n),
vn?2+1+n

k) ap, = lim,_ - ,

i) a, =lim,

PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ

1. Poisc¢i naravno definicijsko obmocje:

a) f(z)=vr+1—V3—x+es,
b) f(z) =log (2‘;;17) + Va2 —4,

79




&) fa) = V"

 sin(7z)’
d) f(x) = log,(logs(log, x))).

2. Doloci sodost oz. lihost funkcij:

a) fz) = (1-2)s + (1+2)3,
b) f(x) = log 135,
c) f(x) =log(x + V1 + z2).

3. Poisci Dy, Zg, [~ za:
a) f(z) = e,
b) f(z) = sh(x).

4. Skiciraj graf funkcij:

a) f(z) = [cosl,
b) * f(x) = cos |x|.

5. Skiciraj graf funkcij:

a) f(z)=2+x—22% -2,

b) filz) = (3)", folz) = (3)", fa(z) =

¢) fi(x) = logy(x —3), foz) = log1 ,
LIMITE IN ZVEZNOST

1. Izracunaj limite:

22 —x—2
3+ 1
% — 25
x—5"
-1

r—1"

a) 11m$_>_ 1 s

C) hmxﬂl

1023 + 622 — 18z — 14
Ted3 + 1922 + 172+ 5

f) 11m$_>_ 1

2t 4+ 323 — 1322 — 272 + 36

lim,_,_
g) lim ! 224+ 3x—4

30



2. S pomocjo znanih limit izra¢unaj:

a) lim, (1 — x)%,

In(1+2
b) hmMM,
x

¢) lim,_qctg’rIn(cos? z),

) Tim,_, S207)
sin(2x)

Ishz,

e) lim, oz~
COS T

T

2

f) lim,_ =

Inz —1

g) lim, e ,
T —e

h) lim, oz~ ! sin(shz),

1 T
mlmuﬂm(x*') ,
x—1

tgr —sinz

3. Izracunaj limite:

Vi+x—2
x )

a) lim, .o

3—+vVd+=x
1—v6—2’
Vr—1

Vo —1

V6 +x— V12 — 22

xr— 2

e) lim, o < z(r +2) — :1:)

C) hmxﬂl

’

4. Doloé¢i realni stevili a in b tako, da bo

2
lim (x +11—ax—b) =0.

T—00 T +

5. Dana je funkcija

cos T lz] < Z

foy={ 2 <
D=V o351 5 o>

Ce obstajata, poiséi limiti v tockah = = Finx=-3
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6. Dana je funkcija
et —2 lz| > 1

f(z) = 20 +2 ; —1<x<0
222 4+2 ; 0<z<1

1 —coszx
fla) = —
povsod zvezna.
8. Poisci tocke nezveznosti funkcij:
a)
e” X <0
flx)=¢ z—1 ; 0<z<1
Inx x>1
b)
2 .
{10 | <2
_ —s(@®—=16) ; [z| <2
f() In(z—-2) ; z>2
2 ;=2
9. Naj bo
20 ; r<—1
f(x)_{e“"_?’ ;x> 3.

Dolo¢i f(z) na intervalu [—1, 3] tako, da bo na tem intervalu polinom druge
stopnje, ki gre skozi koordinatno izhodisée in bo f(x) zvezna na celem R.

10. Dana je funkcija

—2sinx r <3
_ : .o T
flx)=4¢ asinz+b ; —F <z <73
Ccos T : r >3,

Doloéi konstanti a in b tako, da bo f zvezna na celem IR.
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Poglavje 3

Diferencialni racun

V diferencialnem ra¢unu nas bo zanimal odvod in vse, kar je v povezavi z njim.
V zvezi s tem bomo spoznali vlogo odvoda pri tangenti na graf funkcije, pomen
diferenciala, vpliv odvoda na lastnosti funkcije in pa primer uporabe odvoda v
kemiji.

3.1 Odvod funkcije in geometrijski pomen

Najprej definirajmo odvod in si poglejmo povezavo med tangento na graf funkcije
in odvodom.

Definicija 3.1. Naj bo funkcija f definirana na neki okolici tocke x. Izrazu

flz+h) - fz)
h

pravimo diferen¢ni kvocient. Funkcije f je odvedljiva v tocki x, ¢e obstaja limita
diferencnega kvocienta, ko gre h proti 0. Tej limiti recemo odvod funkcije f v tocki
x in jo oznacimo s f'(x):

f'(z) = lim

h—0

flz+h) - fz)
- :

Definicija 3.2. Desni odvod funkcije f v tocki x je enak desni limiti diferencnega
kvocienta, levi odvod pa levi limati.

Ni tezko videti, da je funkcija f odvedljiva v tocki a natanko tedaj, ko sta levi
in desni odvod enaka.

Definicija 3.3. Funkcija f : D — R je odvedljiva, ce je odvedljiva v vsaki tocki
definicijskega obmocja D. Funkciji, ki x priredi f'(x) pravimo odvod funkcije f.
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Izrek 3.4. Vsaka odvedljiva funkcija je zvezna.

Dokaz. Naj bo x poljubna tocka iz definicijskega obmocja funkcije f in naj bo f
odvedljiva v tocki z. Definirajmo funkcijo r(h):

T(h) _ f(x—i_hl)l_f(x) —f’(l‘)

flx+h)— f(x)=f'(x)h+r(h)h.

Limitirajmo desno stran enakosti:

lim (f"(z)h +7(h)h) =0,

kar pomeni, da je

lim(f(z+h)— f(z)) =lm f(zr+h) — f(z) =0=

h—0 h—0

lim f(x + h) = f(z)

h—0

in f je zvezna v tocki x. i

Ne velja pa obratno, da bi bila vsaka zvezna funkcija tudi odvedljiva, kar lahko
vidimo na zelo preprostem primeru funkcije na Sliki 3.1.

Slika 3.1: Funkcija je zvezna v tocki z, ampak v njej ni odvedljiva.

Primer 3.5. Dana je funkcija f(x) = x. Pois¢imo njen odvod f'(x).
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Naj bo x poljubna tocka iz Dy = R. Izracunajmo limito diferencnega kvocienta:

f/ (.T) = hmhﬂo

Zatoje (x) =1, Vz € R.

Primer 3.6. Dana je funkcija f(x) = sinz. Pois¢imo njen odvod f'(x).

[zracunajmo limito diferenénega kvocienta:

sin(z + h) —sinz

") = limy,_
h—0
h
. sinx cos h + cosxsin h — sinx
= limy_,o
h
. sinx(cosh—1) . cosxzsinh
= limy_.g + lim ——
h h—0
o (cos? 2 —sin® &) — (cos® & + sin® %) . sinh
= sinzlimy,_g + cos x lim
h h—0
o —2sin® % 1
= sinxlimy_g T +cosz-1
h3
o o sin %
= sinwlimy_o(—sin §) limy_o —— +cosz
2

= sinz-0-1+cosz
= COSZX.

Zato je (sinx) =cosz, Vz € R.
Preden si bomo pogledali geometrijski pomen odovoda, se spomnimo, da je tan-
gens naklonskega kota ¢ premice, dolo¢ene z y = kx + n, enak njenemu smernemu

koeficientu (glej Sliko 3.2) :
tanyp = k.
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y=kx+n

Slika 3.2: Naklonski kot premice.

Naj bo funkcija f odveljiva v tocki a. Definirajmo tocke A(a, f(a)), B(a +
h, f(a + h)) in C(a + h, f(a)). Naj bo ¢ naklonski kot sekante skozi tocki A in
B, kot je to razvidno na Sliki 3.3. Opazimo, da je smerni koeficient sekante enak
diferenénemu kvocientu:

BC| _ fla+h) = f(a)

tanp =

|AC] — h

d a+h

Slika 3.3: Sekanta skozi tocki A(a, f(a)) in B(a + h, f(a+ h).

Z manjsanjem h-ja prehajajo smerni koeficienti pripadajocih sekant k limiti diferencnega
kvocienta, sekanta pa limitira k tangenti, kar vidimo na Sliki 3.4.
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Slika 3.4: Tangenta na graf funkcije f.

Definicija 3.7. Tangenta na graf funkcije f v tocki a je premica, ki gre skozi tocko
(a, f(a)) in je njen smerni koeficient enak f'(a).

Enacba tangente je enaka
y=fa)(z—a)+ fla).

Primer 3.8. Dana je funkcija f(zx) = 22

0,-1,2.

Poiscimo enacbe tangent v tockah

h) — h)? — a?
lim fle+h) - f(z) = lim w = lim(2z + h) = 2x.
h—0 h h—0 h—0
Enacbe tangent so:

(0,0): y=0,
(-1,1): y=-=2@+1)+1=—-22-1,
(2,4): y=4(r—-2)+4=4x—4.

Primer 3.9. Pois¢imo odvod in enacbo tangente na graf konstantne funkcije.
Naj bo f(z) =¢,c € R.

. fle+h)—f(z) . c—c
ilzli% h h—0 h

Enacba tangente je
Yy=c,
kar pomeni, da je funkcija sama sebi tangenta.
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3.2 Pravila za odvajanje in odvodi elementarnih
funkcij

Ce zelimi karkoli uporabljati odvod, moramo znati odvajati funkcije in to bo jedro
tega razdelka.

Izrek 3.10. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi funkciji v tocki x in ¢ poljubna
konstanta iz R razlicna od 0. Potem so v x odvedljive tudi funkcije f +g,c-f, f-g
in za vsak g # 0 tudi funkcija g. Pri tem velja:

() (f +9)(@) = F'(x) + g'(a),
(i) (cf)(z) = ¢ (),
(i) (f 9)() = (@) g(a) + f(2) o (2),

o (1Y () = f'@ (@) = f@)g'(2)
(iv) (g) (@) |

Dokaz. Vemo ze, da je limita vsote/produkta/kvocienta enaka vsoti/produktu/kvocientu
limit pri pogoju, da le-te obstajajo.

(i) Odvod vsote:
(f+9)(x+h) —(f+9)()

(f +9)(x) = limpug

h
— i, L@ R = @) + (gl +h) —g(z))
—0 h
. flx+h)—f(x) .. glz+h)—g(x)
= l1mh_>0 3 _}_}112% .

= f@)+g(z).
(ii) Odvod produkta s konstanto:

(cfY(@) = limy_, D@t =(ef))
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(iii) Odvod produkta funkcij:

N (fg)x+h)—(fg)(x)
(fg)(z) = limpug .

= hmhﬂo

f(x+h)9(l“+h)*f(x)g(l“)Zf(x)g(erh)Jrf(x)g(Hh)

(f(z+h) = f(@)g(z+h) + fe)(g(z + h) — g(z))

= limh_@ Y
= iy L h,?b =R +}llig(l)f(x)g(x - ’”2 —9(@)
= f(z)g(z) + f(x)d'(x).

(iv) Odvod kvocienta:

B NN g'(z)
Pokazimo najprej | — | (v) = === .
g (z

~—

Q

1 = g (L) / odvajamo

g(z)

0 = g (55) +ot (ﬁ)

() - 5

Izrac¢unajmo sedaj odvod kvocienta f in g, ¢e je g # 0:

5o - (o)

Iz Izreka 3.10 o pravilih za odvajanje v poljubni tocki sledijo pravila:
(f+9)=1+4d,
(cf) =cf,
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(f9)=rfag+ 19,
(i)' _f'l9-fg
g 92
Pravilo o odvajanju produkta lahko z indukcijo posplosimo na veé faktorjev:

(fiforfo) =fifefot AifofatFfifofh

V primeru, ko je f; = fo = -+ = f,, iz zgornje formule sledi kar pomeni, da je

(f") =nff.

Primer 3.11. Izracunajmo odvod funkcije f(x) = z".

Ker je 2’ = 1, je po zgornji formuli je

Eno najpomembnejsih pravil za odvajanje je odvod kompozituma funkcij oz.
verizno pravilo.

Izrek 3.12. (Verizno pravilo) Naj bo funkcija g odvedljiva v tocki x in naj bo f
odvedljiva v tocki g(x). Tedaj je tudi f o g odvedljiva v x in velja

(fog)(z) = f9(x)) g(z).
Dokaz. Kljub temu, da je dokaz malo zahtevnejsi, ga izpeljimo. Ozna¢imo y = g(x)

in definirajmo funkciji a(h) in B(k):

&(h) = h - gl(x) )

pri cemer je k odvisen od h:
k= glx+h)—g(z)=alh)h+4(x)h.

Pri tem velja

}lllir(l)Oé(h) = llﬁlir(l)ﬁ(k) =0.

90



(feg)w+h)—(fog)(z) = flg(z+h))—flg(z))
= flg(x) + k) = fg(x))
= fly+k)—fy)
= f'W)k+B(k)k
= S'(W)g(x+h) —g(x)) + B(k) (g(z + h) — g(x)).

(fog)x+h)—(fog)(x)

h
— lim f’(y)(g(x+h)—g(x))+1. B(k) (9(x +h) — g(z))
-0 h - h
= f'(y)g'(z)+0-g'(x)
= f'(9(x)) g'(x).

Primer 3.13. Pois¢imo odvod funkcije h(x) = sin(5z) .

Funkcija h je kompozitum funkcij f(z) = sin z in g(x) = 5z:

hx) = f(g(z)) = sin(5z) .
Ker je f'(xz) = cosz in ¢'(x) = 5, je po zreku 3.12

W(x) = f(9(x)) ¢'(z) = cos(52) 5.

Izrek 3.14. Naj bo f odvedljiva v tocki . Ce je f'(z) # 0 za vsako tocko definicij-
skega obmodcija, tedaj je inverzna funkcija f=' odvedljiva v tocki y = f(z) in velja

1

U0 =m0
Dokaz. Naj bo y = £(x), tedsj je f-1(y) = o oziroma f~1(f(x)) = . Uporabimo
Izrek 3.12:

@) = o
Y@ = 1 N
—1v/ B 1
U = F)

V nadaljevanju si poglejmo odvode elementarnih funkcij.
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(i) Polinom in racionalna funkcija

Poglejmo si najprej odvode polinomov:
(anx”+---+a1x+ao)’zannx”_l+---+a1x+a0.

Racionalno funkcijo odvajamo po pravilu za odvajanje kvocienta funkcij:

(p(x))' _ P(@)g(z) —plx)g'(x)

q(x) ¢*(v)

(ii) Trigonometriéne funkcije
Poznamo ze odvod funkcije sinus:

(sinx) = cosz.

Iz zveze
T
cosx = sm(§ — )

dobimo odvod funkcije kosinus
(cosz) = (sin(5 — x))/
= cos(§ —x)(5 —x)
= sinz(—1)
= —sinz.
Nadalje je odvod funkcije tangens enak:

. /
(tanz) = (smx)
cos T

cosx cosx — sinx (—sinx)

cos? x

1
cos2zx

Na podoben nacin izpeljemo odvod funkcije kotangens:

(cotz) = <

cosx)’
sin x

—sinT cosx — cosx Ccosx

sin?

—1

sin?x
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(iii) Ciklometri¢ne funkcije
Naj bo y € (=5, %). Tedaj je cosy > 0 in velja
1 1

1
cosy yJeosly /1 —sin’y

Za |r| <1 jeasinz € (-7, %) in zato

1 1 1

cos(asinz) /1 — sin?(asin x) V-2

Upostevajmo Izrek 3.14 in izrac¢unajmo odvod funkcije arkus sinus:

. / 1
(asinz) = ———
cos(asin x)

1
- 2| <1.

V1— 22

Iz zveze -
acosx + asinx = 5

dobimo odvod funkcije arkus kosinus:

(acosz)’ = — zl < 1.

1
V1—22

Pois¢imo odvod funkcije arkus tangens. Podobno kot pri funkciji arkus sinus

uporabimo Izrek 3.14 in upostevamo zvezo ﬁ = tan?z + 1:

1
(atanz) = —1

cos?(atanz)

1
tan? (atanx) + 1

1
241"

1z zveze -
acotx + atanx = 5

dobimo odvod funkcije arkus kotangens:

ta) = — :
(acot x) o
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(iv) Eksponentna funkcija

Spomnimo se, da je

h
a —
li =
o h ta
Uporabimo definicijo odvoda v tocki:
) a:v-l—h —a®
(a®)" = limpo —
z( h
. a®(a"” —1
- a" —1
= a” limy,_o .
= a”lna.

V posebnem primeru, ko je osnova enaka e, velja:
() =&
(v) Logaritemska funkcija

Za izracun odvoda logaritemske funkcije ponovno uporabimo Izrek 3.14 in
upostevamo zgoraj izpeljan odvod eksponentne funkcije:

1

(log, 7)) = ———
alo8.@ Ingq

B 1

~ zlna’
Odvod naravnega logaritma je enak

1

1 '=—

(n ) =

(v) Potenéna funkcija

Z uporabo veriznega pravila pois¢imo odvod potené¢ne funkcije f(z) = 2", r €
IR:
(xr)/ — (elnx’")/

— (er lnx)/



Vidimo, da ta formula ne velja le za naravne eksponente, kot smo to videli pri
polinomih, temvec za poljubni realni eksponent.

(v) Hiperboli¢ni funkciji

Izrac¢unajmo odvod funkcije sinus hiperbolikus:

ot = (45

= chz.

Na podoben nacin izracunamo odvod funkcije kosinus hiperbolikus:

(chz) — (%)

et —e
B 2
= shx.
TABELA ODVODOV ELEMENTARNIH FUNKCIJ:
1
r\/ __ r—1 / —
(@) =raz Vo) =57
1
sinx) = cosx asinz) = ——
- i) = A=
1
cosz) = —sinz | (acosz) = ———
( : ( ) V1—2a?
1 1
t ! - t ! —
(tanz) e (atan z) [ 2
1 1
t ! - — a t ! e
(cot x) I (acot x) e
1
(a*) =a* Ina (Inz) =~
T
1
x\/ —_ T 1 / —
(e ) ‘ ( Ogax) r 1lna
(shz) =chz (chz) =shx
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Primer 3.15. Izracunajmo odvode sestavijenih funkcij.
1. f(z) =102* +52° =3z +9.
f'(x) = 402 + 152% — 3.
2. f(x) =1In(z + 523) .
1

fl(x) = m(l + 1527).
3. f(z) = Vasinz.

1

fl(x) = g(asmx)_ !

V1—22

win

3.3 Odvod implicitno podane funkcije

Ker funkcije niso nujno podane samo eksplicitno, zelimo znati odvajat tudi drugace
podane funkcije.

Vemo ze, da je funkcija y = y(x) lahko podana implicitno z enacbo

g(r,y) =0.

Primer 3.16. Ali spodnji enacbi predstavljata funkcijo.
1. zy+2y=3

3
V tem primeru je g(x,y) = 2y +2y —3 =0 in y(x) = 7 in odgovor je da.
x

2. 22 +y?*=3

V tem primeru je g(z,y) = 2° + y* — 3 = 0, medtem ko se y ne da enoli¢no
eksplicitno izraziti kot y = y(x) in ne moremo govoriti o funkeciji.

Odvod implicitno podane funkcije najkorektneje podamo s tako imenovanimi
parcialnimi odvodi, ki spadajo na podroc¢je funkcij ve¢ spremenljivk in jih na tem
mestu ne bomo obravnavali. Tako se bomo posluzili veriznega pravila, ki nam
omogoca izracun odvoda preprostejsih implicitno podanih funkcij. Verizno pravilo
uporabimo tako, da gledamo na y kot y(x):

fy@)) = f'(y(@)y'(z) .

Odvod sedaj ni odvisen samo od izbire x —a, temvec tudi od izbire druge koordinate
tocke, v kateri racunamo odvod.
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Primer 3.17. Izracunajmo odvod implicitno podanih funkcij.

1. zy(x) + 2y(z) = 3.
y(@) + 2y (@) + 2y (2) = 0 = y'(2) = ~455.

Preverimo z odvodom eksplicitno podane funkcije

3
y@) = T+2
in
S PR y(z)
(x +2)2 x+2
2. 2* +y(x)? = 3.
20+ 2y(2)y'(z) =0=y'(z) = =55 -

3. y(x) =+/x.
Funkcijo lahko implicitno zapisemo kot y*(x) = z in z odvajanjem dobimo
1

2y(z) 21

2y(x)y'(z) =1 =9 (x) =

3.4 Visji odvodi

7 zaporednim odvajanjem veckrat odvedljive funkcije dobimo tako imenovane visje
odvode.

Definicija 3.18. Naj bo f odvedljiva funkcija. Ce je f' odvedljiva funkcija, potem
njenemu odvodu pravimo drugi odvod funkcije f in ga oznacujemo z f":

1 — (f/)/ .
Induktivno definiramo n-ti odvod funkcije f:

f = ("), neN.

Po dogovoru je nic¢elni odvod funkcije enak funkciji sami:

ro=r.

Omenimo Se, da prve tri odvode obicajno zapisujemo s ¢rticami, od tretjega naprej
pa kot f™.
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Primer 3.19. Izracunajmo poljuben odvod funkcije f(x) = x™.
f'(x) = na™?
@) = nin—1)an?

f(z) = n(n—=1)(n—2)a"3

f™(z) = nn—1)(n-2)---2-12°=n!

fOz) = 0,r>n.

Na Primeru 3.19 opazimo, da je n-ti odvod polinoma stopnje n konstanta, zato so
vsi vi§ji odvodi enaki nic.

Opomba. Simbol n! =n (n —1)(n—2)---2-1 beremo n-fakulteta ali n-faktorsko.

3.5 Izreki o srednji vrednosti

V tem tazdelku bomo spoznali nekaj pomebnih izrekov v povezavi z odvodom, ki so
nujni za naslednje poglavje o integralnem racunu.

Definicija 3.20. Funkcija f ima v c lokalni maksimum, ce obstaja tak § > 0, da
za vsak x iz intervala (¢ — 9, c+ ) velja

flz) < f(c).

Funkcija ima v tocki ¢ lokalni minimum, ce obstaja tak 6 > 0, da za vsak x iz
intervala (¢ — 0, ¢+ 0) velja

f(z) = f(c).

Lokalni minimum in lokalni maksimum imenujemo tud: lokalna ekstrema.

Na primeru funkcije f na Sliki 3.5 vidimo, da ima funkcija f v tockah cs in ¢, lokalna
minimuma, v tockah ¢; in c3 pa lokalna maksimuma. Medtem ko je v ¢ obenem
minimum funkcije, je maksimum funkcije dosezen v tocki b.

Izrek 3.21. Naj bo f odvedljiva v tocki ¢ in naj ima v ¢ lokalni maksimum ali lokalni
minimium. Tedaj je f'(c) = 0.
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Slika 3.5: (Lokalni) minimumi in maksimumi.

Dokaz. Recimo, da ima funkcija f v tocki ¢ lokalni maksimum. Tedaj za vsako
dovolj majhno pozitivno stevilo h velja

fle+h) = fle)
h
Izra¢unajmo desni odvod v tocki ¢ (h > 0):

i flet ) = £

h—c+0 h

<0.

<0

in 8e levi odvod v tocku ¢ (h < 0):

T Ch U r IO
h—c—0 h

Ker je f odvedljiva v tocki ¢, sta levi in desno odvod enaka, zato je edina moznost,
da imata oba vrednost 0. Podobno velja v primeru, ko ima funkcija v tocki ¢ lokalni

minimum. [ |
Definicija 3.22. Tocko ¢ v kateri je f'(c) = 0, imenujemo stacionarna tocka.

Vsak lokalni ekstrem je torej tudi stacionarna tocka, medtem ko obratno ne velja,

kar vidimo na primeru .
Primer 3.23. Pois¢imo stacionarne tocke funkcije f(x) = x3 in preveri, ée so

lokalni ekstems.

f'(z) = 32> = 0 = z = 0, kar pomeni, da ima f v z = 0 stacionarno tocko. Ker je
za pozitivne vrednosti f > 0 in za negativne f < 0, v x = 0 ni lokalnega ekstrema.
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Izrek 3.24. (Rolleov izrek) Naj bo funkcija f : [a,b] — R zvezna na [a,b] in
odvedljiva na (a,b). Ce je f(a) = f(b), tedaj obstaja taksna tocka ¢ € (a,b), da je
f'(c) =0 (glej Sliko 3.6).

Slika 3.6: Rolleov izrek.

Dokaz. Ker je f zvezna, po Izreku 2.54 doseze na intervalu [a,b] maksimum in
minimum. Loc¢imo dve moznosti.

Ker je f(a) = f(b), maksimum in minimum sovpadata in je funkcija f kon-
stantna, kar pomeni, da je f'(z) =0 za vsak = € (a,b).

(ii) Vsaj eden od maksimuma ali minimuma je dosezen v notranjosti intervala.

Naj se to zgodi v tocki c. Tedaj je po Izreku 3.21 f'(¢) = 0.

Izrek 3.25. (Cauchyjev izrek) Naj bosta funkciji f,g : [a,b] — R zvezni na [a,b],
odvedljivi na (a,b) in je g'(x) # 0 za vsak x € (a,b). Tedaj obstaja vsaj ena taksna

tocka c € (a,b), da je
F0) - fla) _ £
9(b) —g(a)  g'(c)

Dokaz. Po Izreku 3.24 je g(b) # g(a), saj bi sicer obstajala tocka ¢ € (a,b) taka,
da bi veljalo ¢'(¢) = 0, kar bi bilo protislovno s predpostavkami izreka.

Definirajmo funkecijo F : [a,b] — R kot:




Vidimo, da je tudi F' zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b). Izra¢unajmo F'(a) in

F(b):
Fla) = f(a)—f(a)—%

f(b) — f(a) ~ala)) —
g(b)_g(a)(g(b) g(a)) =0,

Uporabimo Rolleov Izrek 3.24 na funkciji F', kar nam da

(9(a) —g(a)) =0,

Fb) = f(b)—fla) -

de € (a,b): F'(c)=0.
Odvod funkcije F' je
Fl(z) = f'(x) -

in vrednost odvoda v tocki ¢ je enaka

oziroma

Izrek 3.26. (Lagrangeov izrek) Naj bo funkcija f : [a,b] — R zvezna na [a,b] in
odvedljiva na (a,b). Tedaj obstaja vsaj ena taksna tocka ¢ € (a,b), da je

f(b) = fla) = f'(e)(b—a).

Dokaz. V Cauchyjevem Izreku 3.25 uporabimo funkcijo g(z) = = (glej Sliko 3.7).
i

Lagrangeov Izrek 3.26 pravi, da na intervalu (a,b) obstaja tocka ¢, v kateri je tan-
genta na graf funkcije f vzporedna daljici skozi tocki (a, f(a) in (b, f(b)).

Posledica 3.27. Ce je odvod funkcije f - [a,b] — R v vsaki tocki enak 0, tedaj je
funkcija konstantna.

Dokaz. Izberimo poljubni tocki x1,z2 € (a,b) in naj bo x; < xs. Tedaj je f :
[r1,22] — R zvezna in odvedljiva in po Lagrangeovem Izreku 3.26 obstaja z3 €
(x1,z2) taksna, da velja

f(x2) — f(z1) = fl(xs)(ze — 1) = 0= f(x1) = f(22) .
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Slika 3.7: Lagrangeov izrek.

Posledica 3.28. Ce imata funkciji f,q la,b] — R v vsaki tocéki enak odvod, se
razlikujeta kvecjemu za konstanto C' € R.

Dokaz. Odvod razlike funkcij f in g je enak
(f—9)=f—-¢g=0
in po posledici 3.27 je f —g=C € R. i

3.6 Diferencial funkcije

Definirali bomo diferencial funkcije in pokazali nekaj primerov njegove uporabe.

Definicija 3.29. Diferencial funkcije df je enak produktu
df = f'(a) h.
Namesto df pisemo tudi dy in namesto h piSemo dz:
df = f'(a)dx alidy = f'(a)dx.

Torej velja
dy _ df
! —_ Y - 7
fa) dr dx’
Naj bo Af = f(a+ h) — f(a), kjer je h majhno stevilo. Tedaj je

Af _fla+h)=fl@) 1 o
af n Fla)
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Ce je torej h majhno stevilo, lahko vrednost funkcije f v tocki a + h aproksimiramo
s pomocjo diferenciala (glej Sliko 3.8):

fla+h)= fla)+ f'(a)h

——
diferencial df

Y

Slika 3.8: Diferencial funkcije.

Primer 3.30. Poiscimo v/98.
Nastavimo funkcijo f(z) = /z, a =100 in h = —2. Tedaj je f'(z) = ﬁ in

V08 = £(98) &~ f(100) + f'(100)(—2) = 9.9000 .

Eksaktna vrednost je v/98 = 9.8994.

3.7 L’Hospitalovo pravilo

Spoznali bomo pomembno pravilo, ki zelo poenostavi izracun limite funkcije v
primerih, ko gre za nedolocene izraza tipa

0 oo .
6,—,0-oo,oo—oo,ooo,loo in 0°.
00
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0
(i) Nedolocenost tipa 0

f(z)
g9()

Obravnavamo lim,_., , kjer je lim, ., f(x) = lim,_, g(x) = 0.

Izrek 3.31. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na neki okolici tocke a (razen
morda v tocki a sami). Denimo da sta funkciji g in g’ na tej okolici razlicni
od 0 (razen morda v tocki a sami) in da je lim,_, f(x) = lim,_, g(x) = 0.

f'(x) (x)
g'(z) g9(z)

Ce obstaja lim,_., , tedaj obstaja tudi lim,_., i sta enaki.

Dokaz. Izrek dokazemo s pomocjo Cauchyjevega Izreka 3.25, a se ne bomo

spuscali v podrobnosti. | |
] . . . 1—rcosx
Primer 3.32. Izracunajymo lim, ,j ———.
T sin x
) 1—cosz . sin ©
lim, . —————— = lim, ,g—
T sin T Sin r + T Cos X
) cos T
= lim,_,

2 cosx—xsinx
5"
Vse ostale v uvodu nastete nedolocenosti lahko z enostavnimi algebrskimi
. . . . 0
prijemi prevedemo na izraz tipa j.

Nedolocenost tipa 0 - co

Obravnavamo lim,_,(f(z)g(z)), kjer je lim,_, f(x) = 0 in lim,_, g(x) = 0.

Situacijo lahko prevedemo na primer (7):

Primer 3.33. Izracunajymo lim,_.ox cotx.
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lim, oz cotr = lim,_o—

cotz

= hmx_@
tanx

cos? x

I
—_

(iii) Nedolocenost tipa co — 0o

Obravnavamo lim,_.(f(z) — g(z)), kjer je lim,_, f(z) = oo in lim,_, g(z) =
0.

Situacijo lahko prevedemo na primer (i):

1

-

1 OO
f@)—g(@) = = - =T
f(@) g(x) g(z) f(x)
. . . : 1 1
Primer 3.34. Izracunajymo lim,_ .o [ — —— .
sinz x
) 1 1 ) T —sin T
lim, o | — - = = lim, ,g——
sinz =z T sin x
) 1—coszx
= lim, .o —
SIn £ + X cos T
. sin x
= lim, . -
2cosx—xsinzx
= 0.
(iv) Nedolocenost tipa >
00
f(z)

Obravnavamo lim,_., ﬁ7 kjer je lim, ., f(z) = lim,_, g(z) = oc.
g(x

Tudi sedaj bi lahko situacijo prevedli na primer (7):

1

f@) _ g

(z

‘H

~

g()

~
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Dejansko pa velja podoben izrek kot v primeru (), kar poenostavi sam izra¢un
limite.

. 5 . . cotx
Primer 3.35. [zracunajmo lim,_, .
In x
cotx ——
. . s 2
lim, .o ~—— = lim,_o—9—
In x =
x
) x
— hmxﬂo )
sin“ x
. 1
= lim, p—7———
2 sin x cos x
= —0.

(v) Nedolocenosti tipa oc® 1% in 0°

Obravnavamo lim,_, f(2)/®, kjer f in g v blizini tocke a ustrezata zgoraj
opisanim situacijam.

Vse tri situacije lahko prevedemo na primer (ii), ¢e iskane limite najprej loga-
ritmiramo, kar nam omogoca Izrek 2.44:

In lim f(2)?® = lim In f(2)?® = lim(g(z)In f(z)).

r—a r—a r—a

Poglejmo posamezne situacije:
oo? : 0-lnoo+—0- 00

1*° : oco-lnl——00-0

0 : 0-In0+——0-(—00).
Potem jih podobno kot v (i7) preoblikujemo na (i) ali (iv).

Primer 3.36. Izracunajmo lim, ., /.

To je prvi tip zgoraj nastetih limit. Naj bo A = lim, .., /2. Izracunajmo
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In A:

. . 1
Inlim, ., /z = lim, . Inzxz

Rezultat moramo Se antilogaritmirati

mA=0= A=¢"=1.

3.8 Taylorjeva formula

Taylorjeva formula nam omogoci, da dovolj krat odvedljive funkcije, ki lahko iz-
gledajo zelo zakomplicirano, priblizno opisemo s pomoc¢jo polinomov.

Definicija 3.37. Naj bo f poljubna, veckrat odvedljiva funkcija in n € IN. Tedaj je

Qulx) = f(a) + f'(a)(x — a) + fNQ(“) (@ —a)+... + f(j;(a) (x —a)"
n-ti Taylorjev polinom za funkcijo f.
7 nekaj premisleka opazimo, da velja:
Qn(a) = fla)

Qn(a) = f'(a)

Pa) = f"(a)
7(1n+1)(a) 7& f("H)(a)
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Izrek 3.38. (Taylorjeva formula) Naj bo funkcija f n+1-krat odvedljiva na odprtem
intervalu I in naj bo a € 1. Za vsak x € I obstaja tak £ € I, ki leZi med a in x, da

7 (n+1)
n+1
f (f) (33' o a)nJrl )

f(x) = Qn(x> + (n+ 1)!

Dokaz. Definirajmo

ra(z) = f(z) = Qu(z) in p(z)=(z—a)"*".

Najprej opazimo, da je r,(a) = p(a) = 0. Veckratna zaporedna uporaba Cauchy-
jevega Izreka 3.25 da obstoj tock &, &s, ..., &, p1 takih, da velja

Tn(x) _ Tn(x) _Tn(a) _ T;z(gl)
p(z) p(z) —pla)  p'(&)

&) —rnla) _ (&)
§

1) —pa)  p'(&)

(&) =i (@) ()
pM (&) —p™(a)  prtD(Epq)

Oznaéimo &, = £ in upostevajmo, da je p*+9(¢) = (n+1)!. Izracunajmo (n+1)-vi
odvod funkcije r, v tocki &:

(€)= FUIE) - QUTI(E) = fUY(E).
Torej velja
f(z) — Qu(w) N ()
(x—ay+t  plx)

F0(E)
(n+ 1)1

pri ¢cemer ¢ lezi med a in z. i

Taylorjeva formula torej pravi

fl@) = fla)+ fa)(z —a) + ——(z — a)? +
") (g (n+1)
ra(@)
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Funkcijo r,, imenujemo ostanek Taylorjeve formule. Ce je f polinom, je ro(z) = 0.
Tedaj je

) (g
@) =3 L@ o

k!
k=1

Ce je za neko funkcijo f izpolnjen pogoj

lim r,(z) =0,

n—~oo

namesto o Taylorjevi formuli govorimo o Taylorjevi vrsti in re¢emo, da smo funkcijo
f razvili v Taylorjevo vrsto.

Primer 3.39. Razvijmo funkcijo e* v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0.
332 333 £U4 £U5
¢t = l+o+T+5+a+m

5 x a8 9 zt0 11
+755 + 5010 T 20835 T+ 30880 T 3esssas T 7 (T -

Primer 3.40. Razvijmo funkciji cosx in sinx v Taylorjevo vrsto v okolici tocke O
do ¢lenov 10. reda.

3 5 7 9
: _ I x> =z T 11
sinz = = — %+ 15 — 500 t 36080 T (@)
_ 2 4 26 x5 z10 11
cosx = 11— 45— 565+ 1050 — 3e0ms00 T (@) -

3.9 Monotonost funkcij in lokalni ekstremi

V tem razdelku bomo videli vpliv odvoda na nekatere lastnosti realnih funkcij.
MONOTONOST FUNKCIJ

Ni tezko videti, da so smerni koeficienti tangent narascajoce funkcije nenegativni
in ravno nasprotno velja za padajoce funkcije. To zvezo podaja naslednji izrek.

Izrek 3.41. Naj bo funkcija f : (a,b) — R odvedljiva. Tedaj velja
(i) f'(z) >0, Vz € (a,b) = f strogo narascajoca,

(i) f'(xz) >0, Vx € (a,b) & f narascajoca,

(

) (a,b)
) <0, Vx € (a,b) = f strogo padajoca,
() f'(z) <0, Vz € (a,b) & [ padajoca.
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Dokaz.

(i) Za poljuben par x1,z5 € (a,b), kjer je 1 < x5 je po Lagrangeovem izreku
mogoce najti x3 € (1, xs) tak, da je

f(%) - f(fl)

To — 1

= ['(x3).
Ker je f'(x) > 0 za vsak z, velja

f(zg) — f(1)

f(z3) > 0=
To — T

> 0= f(z2) — f(z1) >0,

kar pomeni, da je f strogo narascajoca.

(ii) (=) Pokazemo podobno kot (i).
(<) Pokazati moramo, da ¢e je f narascajoca, tedaj je f'(z) > 0 za vsak

z € (a,b). Poglejmo diferenéni kvocient

flx+h) = f(x)
- :

D=

Za h > 0 je D > 0 in enako velja za h < 0. V vsakem primeru je diferenc¢ni
kvocient vecji ali enak 0 in potemtakem tudi njegova limita in s tem odvod.

(iii),(iv) Pokazemo podobno kot prvi dve tocki.
i

Omenimo Se primer, ki pokaze, zakaj v tocki (i) ne velja ekvivalenca. Za funkcijo
f(x) = x® velja, da je strogo narascajoca, vendar je f'(0) = 0.

Primer 3.42. Pokazimo, da je f(x) = shx strogo naraséajoca funkcija.

f'(x) = chx > 0, zato je f strogo narascajoca.

LOKALNI EKSTREMI

Vemo ze, da je f'(a) = 0 potrebni pogoj za nastop lokalnega ekstrema v tocki
a, ne pa tudi zadosten. Cej je f 2-krat odvedljiva, lahko zadosten pogoj podamo s
pomocja drugega odvoda.

Izrek 3.43. Naj bo f 2-krat odvedljiva na neki okolici tocke a in naj bo f'(a) = 0.
Tedaj velja:

(1) ce je f"(a) <0, tedaj ima f v tocki a lokalni maksimum,

(ii) ce je f"(a) >0, tedaj ima f v tocki a lokalni minimum.

Dokaz.
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(i) Naj bo f'(a) =0 in f"(a) < 0. Zaradi f"(a) < 0 je Po Izreku 3.41 funkcija f’
strogo padajoca na neki okolici tocke a, kar pomeni, da obstaja § > 0 tak, da

f'(x) > f'(a) =0,Vx € (a—d,a) in
f(x) < f'(a) =0,Vz € (a,a+9).

To pomeni, da je na d-okolici tocke a f’ na levi strani pozitiven, na desni pa
negativen. Sledi, da je f na levi strani tocke a strogo narasc¢ajoca, na desni
pa strogo padajoca, kar pomeni, da ima v a lokalni maksimum.

(ii) Pokazemo podobno kot tocko (i).

Lahko se zgodi, da je v stacionarni tocki tudi drugi odvod enak ni¢. Tedaj je odgovor
na to, ali je v tej tocki ekstrem, odvisen od predznaka visjih odvodov, a se pri tem
ne bomo spuscali v podrobnosti.

Primer 3.44. Pois¢imo lokalne ckstreme funkcije f : R — R, f(z) = 2.

fll)=42>=0 = 2=0

f(z) =122 = f"(0)=0.

S pomocji Izreka 3.43 ne moremo odlociti, ali je v tocki = 0 ekstrem ali pa ga ni.

Omenimo Se, kako iS¢éemo minimume in maksimume na zaprtih intervalih. Na
odprtem intervalu pois¢mo lokalne ekstreme in poleg teh pregledamo Se vrednosti v

Primer 3.45. Poiséimo globalne ekstreme funkcije f : [0,7] — R, f(x) = sinz +
COST.

™

fl(x) =cosz —sinz =0 = tanz=1=2=7

f'(x) = —sinz —cosx = ["(}) < 0= lokalni maksimum

£3) = V2.

Vrednosti v robovih definicijskega obmocja sta

fO0)=1 in f(m)=-1,

kar pomeni, da imamo v tocki 7 globalni minimum, v tocki 7 pa globalni maksi-
mum.
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3.10 Konveksnost in konkavnost funkcij
Sdaj bomo nadaljevali v prejSnjem razdelku zaceto zgodbo o vplivu odvoda na
lastnosti funkcije.

Za uvod v definicijo konveksnosti in konkavnosti funkcije si poglejmo primere

grafov funkcij na Sliki 3.9.

a) b)

Slika 3.9: a) Konveksna in b) konkavna funkcija.

Definicija 3.46. Odvedljiva funkcija f je konveksna na [a,b] ce tangenta v poljubni
tocki intervala lezi pod grafom funkcije oziroma za vsak x € [a, b] velja

f(x) > f(xo)(x — o) + f(20), 70 € [a,b].

Odvedljiva funkcija f je konkavna na [a,b] ce tangenta v poljubni tocki intervala
lezi nad grafom funkcije oziroma za vsak x € [a, b velja

f(z) < f'(wo)(x — x0) + f(x0), xo € [a,b].

Ocitno velja, da je f konveksna natanko tedaj, ko je —f konkavna.

Izrek 3.47. (i) Ce je f"(x0) > 0 za vsak o € (a,b), je funkcija f na intervalu
[a,b] konveksna.

(ii) Ceje f"(x0) < 0 za vsak xo € (a,b), je funkeija f na intervalu [a, b] konkavna.
Dokaz.

(i) Ker je f"(x9) > 0 za vsak xy € (a,b), je f’ (strogo) narasc¢ajoca funkcija na
(a,b). Izberimo tocko xq na intervalu (a,b). Tedajjey = f'(xo)(z—x0)+ f (o)
enacba tangente na graf funkcije f v tocki xy. Nadalje naj bo x poljubna tocka
na (a,b), razlicna od zg. Po Lagrangeovem Izreku 3.26 obstaja med tockama
x in zo tocka x1, za katero velja

f(@) = f(x1)(x — x0) + f(20) -
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Ce je © > zg, tedaj je 1 > xo in ker je f’ narascajoca funkcija, je tudi
f'(x1) > f'(x0). Zato velja

@) > f(x0) /- (x—x0) >0
f'@)(@ —20) > f'(z0)(x — x0) [+ f(ao)
f'@) (@ = wo) + flwo) > f'(xo)(x — o) + f(x0)
fl@) > y.

Ce pa je & < xg, tedaj je 1 < zo in ker je f’ narascajoca funkcija, je tudi
f(x1) < f'(x0). Zato velja

@) < f(x0) /- (x—x0) <0
fl@)(@ —20) > f'(z0)(x — x0) [+ f(ao)
f'@) (@ = wo) + flwo) > f'(xo)(x — o) + f(x0)
flx) > y.

Podobno velja v primeru, ko je xo = a ali zy = b.

(ii) Dokazemo na analogen nacin kot tocko (i).

Primer 3.48. Preucimo konveksnost oziroma konkavnost funkcij fi(z) = x® in

fo(z) = 2.

[zracunajmo drugi odvod obeh funkcij:

1(z) = 6z,

J(r) = 1222.

To pomeni, da je f; za pozitivne vrednosti konveksna in za negativne konkavna,
medtem ko je fo povsod konveksna.

Definicija 3.49. Funkcija f ima v tocki x prevoj, ce obstaja taka okolica tocke x,
da je f na eni strani tocke x konveksna, na drugi pa konkavna.

Izrek 3.50. Ce odvedljiva funkcija v stacionarni tocki nima lokalnega ekstrema, ima
v njej prevoj.

Dokaz. Poglejmo samo idejo dokaza brez podrobnosti. Naj bo f'(¢) = 0 in v ¢
funkcija nima lokalnega ekstrema. Tedaj mora biti na eni strani tocke ¢ konveksna
na drugi pa konkavna.
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3.11 Graf funkcije

Sedaj bomo zdruzili pridobljeno znanje in poskusali ¢imnatancneje narisati graf
funkcije.

Preden se lotimo risanja grafov funkcij, moramo povedati nekaj ve¢ o asimptotah
funkcije.

Definicija 3.51. Premica, podana z enacbo x = a, je vertikalna asimptota ali pol
funkcije f, ce je

lim f(x) =400 ali lim f(z)=+oc0.

z—a+0 r—a—0

Premica, podana z enacbo y = kx + n, je poSevna asimptota (¢ée je k # 0) oziroma
horizontalna asimptota (¢e je k = 0) funkcije f, ée je

lim (f(x) —kx—n)=0 ali lim (f(zx)—kxr—n)=0.

Tr—00 r— —00

(Kadar x — oo, govorimo o desni asimptoti, za x — —o0 pa o levi asimptoti).

Primer 3.52. Poisc¢imo asimptote funkcij.

1

1. f(x)=—.

fla) = -
Pois¢imo najprej desno asimptoto:

. 1
n = lim, (——0) =0.
x

Desna asimptota je tako premica y = 0 oziroma os z.

Na podoben nacin izracunamo Se levo asimptoto, ki je enaka desni.

2%+ 32
2 @) = ST

Pois¢imo desno asimptoto:

. x?+ 3z 143 1
k = lim, ..o ———— = lim T =
202 +x a:—><>02—|—; 2

_ > +3r
n = lim, . —— ] =
20+ 1 2

Desna asimptota tako ne obstaja in na podoben nac¢in pokazemo, da tudi leva
asimptota ne obstaja.

114



Brez dokaza navedimo trditev, ki nam pove, kdaj obstajajo asimptote funkcije

f.

Trditev 3.53. Graf funkcije f ima desno posevno oz. horizontalno asimptoto
natanko tedaj, ko obstajata limiti
limM: in lim (f(z) — kx) =n.

T—00 €T r—00

Graf funkcije f ima levo poSevno oz. horizontalno asimptoto natanko tedaj, ko
obstajata limiti

lim M:k‘ in  lim (f(z) — kx) =n.

r— —00 €T r— —00

Poglejmo, kako nariSemo graf funkcije. Pois¢emo ali preverimo naslednje:
(i
(ii

) definicijsko obmoc¢je in preverimo sodost/lihost ter periodi¢nost funkcije,
)
(iii) asimptote funkcije,
)
)

nicle funkcije in po potrebi nekaj tock na grafu funkcije,

(iv) stacionarne tocke in lokalne ekstreme,

(v

obmocja monotonosti in konveksnosti/konkavnosti funkcije.

Primer 3.54. Skicirajmo graf funkcije f(x) = ze®.

3.12 Primer uporabe v kemiji

V Zelji, da osvojeno znanje priblizamo bralcu, si bomo pogledali konkretni primer
uporabe odvoda v kemiji.

Splosna plinska enacba opisuje obnasanje idealnega plina in se glasi
pV =nRT,

pri cemer je

pritisk,

prostornina,

temperatura,

splosna plinska konstanta,
mnozina snovi.

SIHST
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Slika 3.10: Graf funkcije f(x) = xe®.

O idealnem plinu govorimo, kadar zanemarimo velikost delcev, ki ga sestavljajo in
njihovo medsebojno interakcijo. Posplositev splosne plinske enacbe, ki uposteva ve-
likost delcev in njihovo medsebojno interakcijo, je Van der Waalsova enacba stanja,
ki jo je podal Johannes Diderik van der Waals v 1. 1873 in opisuje relane pline.
Glasi se

n2a

pri cemer
a ... doloca interakcijo med delci,
b ... doloca prostornino delcev v tekocini.

Parametra a in b sta odvisni od snovi, ki jo opisujemo.

Vsak realni plin lahko uteko¢inimo. To dosezemo s stiskanjem in/ali ohlajan-
jem, odvisno od posameznega plina. Za vsak plin obstaja temperatura, nad katero
ga ne moremo utekoc¢initi. To temperaturo imenujemo kriticna temperatura in jo
oznacujemo T.. Realni plin lahko utekocinimo le pod ali pri kriticni temperaturi.
Pritisk, ki ga za to potrebujemo, je kriticni pritisk p. in prostornina, ki ustreza 7T,
ter p., je kriticna prostornina V,. S skupno besedo T, p. in V, imenujemo kriticne
konstante.

Obstajajo plini, imenovani stalni plini, ki imajo kriti¢cno temperaturo pod sobno
temperaturo. Ce jih Zelimo uteko¢initi, moramo te pline ohladiti do temperature
pod njihovo T, kar pomeni, pod sobno temperaturo. To so na primer He, Hy, Ns,
O, Ne, Ar, ... Poznamo pa veliko snovi, ki imajo T, nad sobno temperaturo. Pri
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sobni temperaturi so te snovi v tekocem ali celo trdnem agregatnem stanju. Recimo
voda ima T, pri 647.1 K (standardna sobna temperatura je 298.15 K'). Vodo lahko
utekocinimo pri poljubni temperaturi nizji od T, = 647.1 K. Nad temperaturo
vrelisca vode, ki je 398.15 K, bi za ohranitev tekocega stanja vode morali delovati s
pritiskom, ki bi bil vi§ji od normalnega zra¢nega pritiska.

Za opis stanja snovi velikokrat uporabljamo p — V' diagram, kjer pritisk snovi
p prikazemo kot funkcijo prostornine V', pri cemer je temperatura konstantna. To
krivuljo imenujemo izoterma (glej Sliko 3.11).

p

v
Slika 3.11: p — V diagram.

Iz p — V diagrama je razvidno, da se plin utekocini v prevoju izoterme pri T,, saj
krivulja prehaja iz konveksne v konkavno. Tocko prevoja imenujemo kriticna tocka
in ustreza kriticnim konstantam. Racunsko to pomeni, da moramo poiskati prvi in
drugi odvod funkcije p(V') in resiti enacbi p(V)' = 0 in p(V)" = 0.

[zrazimo najprej p kot funkcijo od V:

nRT  an?
V)= - —.
PV) =~ 7
[zracunamo oba odvoda, ju enac¢imo z 0 in reSimo sistem enacb:
. —nRT 2an?
e — O
A (e PR
P0) = 2nRT  6an® _ 0

(V—nb)3 V4

Pomnozimo prvo enacbo z in obe seStejmo:

—-n
4an? _ 6an? _ 0 / V3
V3(V —nb) V4 2an?
2 3
V—nb V
2V = 3V —3nb
V.=V = 3nb.



Sedaj lahko izracunamo 7 in p.:

—nRT n 2an? _ 0
(3nb —nb)2 = 2Tn3b3
RT B 2a
Anb2  27nb3
T T _ 8a
7 2TR’

Ker poznamo kriti¢no prostornino in temperaturo, lahko izracunamo Se kriticni
pritisk:

8a
b = "Ronr  an?
‘ 3nb—nb  9n2b?
_a
2T

3.13 Naloge

ODVOD FUNKCIJE

1. Izracunaj odvode eksplicitno podanih funkcij:

a) f(z)=3z*+52% + 22 — 1,

r) = 3V’ + 2,
T+

)=
)

o

8

. )
V2 —sinzx

2log,(cosx + 5x),

Vit z

oL o

N~— S~— S~—
—~ —~ —~~
8

@
~

R e e T e

f) f(z)=("+Vr+1)",

g) f(z) = (tan(2z) + @),
h) f(z) = acosz,

i) (x) _ 312+5$7

j) f(z) =In(z* + Inx),

k) f(x) = 2asiny/1 — 2z,

) f(z) = sin(nz)sin" z,
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m) f(z) = e= cosh(bz),

n) f(z) = atan(sin?® — cos?).
. Poisc¢i odvod implicitno podanih funkcij:

a) 2 +2zy +5=0,
b) atang; =Inxz + 5y.

. Poiséi enacbo tiste tangente na graf funkcije y = 2? — 6z, ki je vzporedna

. Zapisi enacbo normale na graf funkcije y = 2® — 62% 4+ 10z — 1, ki je vzporedna
premici y = —2x + 1.

sin x

. Zapisi enacbo vseh tangent na graf funkcije y = , ki so vzporedne

o 1 —cosx
premici x 4+ 2y + 3 = 0.

2
. Dani sta funkciji f(x) = ’ 5 in g(z) = az?. Dolo¢i parameter a tako, da bo
T

tangenta na graf funkcije f v tocki x = 1 hkrati tangenta na graf funkcije g.

.V kateri tocki funkcije y = #* — 62% 4 10z — 4 oklepa tangenta z x-osjo kot I.

. Izracunaj n-ti odvod funkcije f(z) = x?e®.

UPORABA ODVODA

1. S pomocjo diferenciala izracunaj priblizne vrednosti za

a) 1n(0.9),
b) cos 56°,
¢) V/3.76.

2. 7Z uporabo L’Hospitalovega pravila izracunaj naslednje limite:

a) lim,_ . ze”,
b) lim,_ . zatan——,
20 4+ 1

i tgr —sinz
¢) lim, ,o —=———

I

x3
1+ /x
1+ Yx’

. 1 1
e) lim, .o (; b 1).

d) 11m$_>_ 1
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3.

10.

11.

12.

13.

Z uporabo logaritmiranja in L.’Hospitalovega pravila izracunaj naslednje lim-
ite:

1
1+a)%\°
) Timyo (u) |

b) lim,_;(Inx)'~%,

¢) lim,_o(cosx)= =3

Razvij funkcijo f(x) = In(2 + z) sinz v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0 do
¢lenov 3. reda.

Razvij funkcijo f(z) = In(1 4 x) v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0 in poisci
njeno konvergenéno obmocje.

Nacrtaj graf funkcije z upostevanjem pomena prvih dveh odvodov:

a) f(z) = =,

b) f(x)= %— © 6+ 4,
c) f(z) =

d) f(z) =

Poisc¢i dve pozitivni Stevili, katerih vsota je 200, njun produkt pa je najvecji
mozen.

Izmed vseh ravokotnikov, ki jih lahko vértamo v krog s polmerom r, poiséi
tistega z najvecjo ploscino.

Dan je trikotnik s stranico a = 1 in obsegom o = 6. Doloci preostali stranici
trikotnika tako, da bo njegova plosc¢ina najvecja.

Enakokrak trikotnik z obsegom 2 zavrtimo okoli osnovnice. Koliko naj merijo
stranice trikotnika, da bo prostornina nastale vrtenine najvecja?

V enakokraki trikotnik vértamo pravokotnik tako, da lezi ena stranica pra-
vokotnika na osnovnici trikotnika. Izmed vseh taksnih pravokotnikov poisci
tistega, ki ima najvecjo plosc¢ino.

*Zgraditi zelimo silos v obliki valja, ki ima za streho polkroglo. Volumen silosa
je 50l. Cena kvadratnega metra plocevine za valj je 10 EUR/m? in za streho
15 EUR / m?. Dolo¢i dimenzije silosa tako, da bo cena najnizja.
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Poglavje 4

Integralni racun

4.1 Nedoloceni integral

V prejsnjem poglavju smo dani funkeiji f(x) poiskali odvod f'(x) ali diferencial
df (z) = f'(r)dx. Sedaj pa nas zanima obratno - kako dobiti iz znanega odvoda
prvotno funkcijo.

Definicija 4.1. Naj bo dana funkcija f : D C R — R. Funkcija F, za katero v
vsaki tocki iz x € D velja
Fi(z) = f(=)

se imenugje nedoloceni integral funkcije f.

Nedoloceni integral funkcije f oznac¢imo

/f(x)dx.

/fdx:F(x)@F'(x) = f(x).

Velja torej

Operacija, s katero pois¢emo funkciji f njen nedoloceni integral, je nedoloceno inte-
griranje funkcije f, simbol [ je integracijski znak, f je integrand, diferencial f(z) dx
pa je izraz pod integracijskim znakom.

Primer 4.2. Pois¢imo nedoloceni integral funkcije f(x) = 2x.

f(z)=2x=F'(x) =
Flz)=2*V F(z)=2*41V F(z)=2> -5V ...

Izrek 4.3. Ce je F(z) nedoloceni integral funkcije f(x), je njen nedoloceni integral
tudi funkcija F(x) + C, kjer je C poljubna konstanta. Vsak nedoloceni integral
funkcige f(x) je oblike F(x)+ C.
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Dokaz. Ker je F'(z) = f(z), je tudi [F(z) + C]' = f(z). Torej je prvi del izreka
dokazan.

Za dokaz drugega dela izreka naj bo G(x) poljuben nedoloc¢eni integral funkcije f(x),
torej naj velja G'(z) = f(x). Pokazati moramo, da je G(z) = F(z) + C. Velja

G(z) — F(2)]' = G'(z) — F'(z) = 0.

Po posledici Lagrangeovega Izreka 3.27 je tedaj

oziroma

Izrek pove, da ¢e poznamo odvod funkcije, ne poznamo natanc¢no same funkcije,
ampak je ta znana do aditivne konstante natanéno. Od tod izvira ime nedoloceni
integral. Konstanta C' v izreku 4.3 se imenuje integracijska konstanta. Zato bomo
nedoloceni integral funkcije f(z) pisali

/f(x)dm:F(x)+C’,

kjer velja F'(z) = f(z) in je C poljubna konstanta.

Primer 4.4. Pois¢imo nedoloceni integral [ cosz dx.

f(z) =cosx = F'(z) & F(z) =sinz + C.

S sklepanjem kot v zgornjem primeru, lahko iz tabele odvodov elementarnih
funkcij dobimo tabelo osnovnih integralov:

TABELA OSNOVNIH INTEGRALOV:

r+1
fx’"dx:x +C,r#-1  [shzxdr=chz+C
r+1
dz
f?:ln]x\—i—(? [ chwdr =sha + C
faxdlea +C [tanz de = —In|cosz| + C
na
[etdz=e"+C [ cotz dx =1In|sinz| + C
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[sinzdr = —cosz + C
Jcoszdr =sinz+C

T
= asin— + C
a

f dx
Va2

dx
J s = e+ VT |+ C
22 4+ q

d
f%:lnu—i—\/ﬁ—a?\%—C’
Vit —a

[—— = —cotz+C

sin” x

d
f f =tanx +C

cos? x

dx 1 a+zx

— =1 C <
fa2_x2 5o nl——|+C, (jz] <a)

d 1
fix:—atanijC

a?+22  a a

dz 1 rT—a

=—1 C >

fo—aQ 2an|:1:+a|+ (21> a)

O veljavnosti formul se prepricamo tako, da z odvajanjem funkcije na desni strani
dobimo integrand na levi strani. Pokazimo na primer

dx

/

Preverimo z odvajanjem

1
(— atan i )
a a

a? + 22

1 T

= —atan— + C'.

a a

4.2 Pravila za integriranje

Podobno kot poznamo pravila za odvajanje, poznamo pravila za integriranje. Os-
novne lastnosti in enostavnejSa pravila za integriranje izpeljemo kar iz ustreznih
pravil za odvajanje. Je pa v sploSnem problem integriranja tezji kot problem odva-

janja.

Trditev 4.5. Integral vsote (razlike) dveh funkcij je vsota (razlika) integralov obeh

clenow:

/(fl(fl?)ifz(x))drlr:/fl(:l:)dxi/fg(x)d:z:.
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Dokaz. Naj bo Fi(z) = [ fi(z)dz in Fy(z) = [ fo(z)dz. Ker je po definiciji
nedolocenega 1ntegrala (x) = fi(x),1=1,2, od tod sledi

(Fi(z) £ Fy(x)) = fi(z) + fa(2)

oziroma

/(fl(:z:)ifg(x))d:z::Fl )+ Fya /f1 dxi/fg dx.

Pravilo lahko posplosimo na poljubno (konéno) stevilo ¢lenov:

/(fl(x)ifg(x)i---ifn(x))dx:/fl(x)dxi/fg(x)dxi---i/fn(x)dx

Trditev 4.6. Ce je funkcija pod integralskim znakom pomnoZzena s konstanto, smemo
le-to nesti pred integralski znak

/kf(x)dx:k/f(x)dx

Dokaz. Naj bo F(z) = [ f(x)dz. Tedaj je
[k F(2)] =k F'(z) = k f()
in integral funkcije k f(x) je enak

/kf(:z:) dr =k Fz) = k /f(x) iz

Trditev 4.7. (Uvedba nove spremenljivke) Naj bo x = xz(t) odvedljiva funkcija.
Ce ima funkcija f(x) nedoloceni integral, obstaja tudi nedoloceni inegral funkcije

f(z(t)2'(t) in velja
x)dr = /f(x(t))x' t)dt

Dokaz. Naj ima funkcija f(x) nedoloceni integral F(x), torej

/f(x)dx: F(z).

Ce v F postavimo x = z(t), dobimo novo funkcijo G(t) = F(x(t)). Po pravilu za
verizno odvajanje velja

G'(t) = F'(x(t)2'(t) = f(z(t)2' (1),

torej res obstaja integral funkcije f(xz(t))2’(t) in je enak zvezi iz izreka. | |
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Primer 4.8. Z uvedbo nove spremenljivke izracunajmo integrala.

1. [sin(5z)dz.

Integral izracunamo tako, da postavimo bz = t, tedaj je x = %dt in de = 4

5
m

1 1 1
/sin(5x) dx = /sint—dt =~z cost + C = ~F cos(bx) + C'.

5
t
.
COS“ x

Integral izracunamo tako, da postavimo tanxz = t. Tedaj je
c

dr = dt

. ) _ 0s2 x
oziroma dx = cos® z dt in

t t t? tan?
/ anxdx:/—COSQxdt:/tdt:——i-C: e,
cos? x cos? x 2 2

V nadaljevanju si poglejmo metodo integracije po delih (integratio per partes).

To integracijsko metodo dobimo iz formule za odvajanje produkta. Naj bosta u(x)
in v(x) odvedljivi funkciji. Odvod produkta je

(u(x)v(x)) = u'(z)v(z) + u(z)v'(z) .

Torej je po definiciji nedoloc¢enega integrala

uw(z)v(z) = /u’(x)v(x) dx+/u(3:)v'(x) dr .

Od tod dobimo

oziroma krajse
/udv:uv—/vdu.

Integrand u(z)v'(x) dx po zgornji formuli nadomestimo z integralom [ u/(z)v(x) dz.
Metoda je uspesna, ¢e je v zadnji enacbi integral na desni enostavnejsi kot integral
na levi. Torej je pri tej metodi pomembna pravilna izbira u-ja in dv-ja. Poglejmo
nekaj zgledov.

Primer 4.9. Z metodo integracije po delih izracunajmo integrala.
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1. [zsinzdr.

Integral izracunamo tako, da postavimo v = z in dv = sinxdx. Tedaj je
du=drinv= [dv= [sinzdr=—cosx, zato

/udv:uv—/vdu:—xcosx—/(—cosx)dx:—xcosx—i—sinx—i—(].

2. [a"Inxdr, nel.

Integral izracunamo tako, da postavimo u = Inx in dv = 2" dx. Tedaj je

n+1

du:dfinv:fx”dx:fl?,zato
Lt 2 gy
Judv = Inz — —
n+1 n+1lux
l.nJrl anrl
- ALY
P e o DA
l.nJrl
_ - —)+cC
n+1 (nx 1)+

4.3 Integracijske metode

Integriranje je bistveno tezja naloga od odvajanja, saj integrala ni mozno zmeraj
izraziti s kon¢nim Stevilom elementarnih funkcij. V ta namen se moramo sis-
tematicno lotiti integracijskih metod.

INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJ
1. Polinom stopnje n ima obliko
Po(z) = apz™ + ap_12™ "+ -+ ayz + ag,
kjer so ag, ay, ..., a, dana stevila in a,, # 0. Polinom integriramo ¢lenoma
J(ana™ +apqa"t+--+arx+ag) dx

Qn

e SN U SRS o
n+1 n 2

Primer 4.10. Izracunajmo integral [(3z° — 4z + 2) dz.
(325 —dx +2)dv =% — 22> + 22+ C.
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2. Racionalna funkcija je kvocient dveh polinomov, torej iS¢emo
P,(x)
dx
/ P, (z) ’

Za integracijo racionalnih funkcij moramo vedeti nekaj o deljivosti polinomov.
Dokaze navedenih trditev bomo izpustili, ker presegajo zahtevnost te skripte. Naj-
dete jih lahko v [7].

Naj bosta P,(x) in P,,(x) polinoma stopnje n in m in naj velja m > n. Tedaj po
osnovnem izreku o deljenju polinomov [7] obstajata polinoma Q(x) stopnje m — n
in R(z) stopnje kvecjemu n — 1 taksna, da velja

P, (z) = Q(x)P,(x) + R(x).

kjer sta P, in P, polinoma.

Na primer
2?4 dr -3 =(x—1)(2* +22+3) + 3.

Polinom Q(z) je celi del kvocienta zacetnih polinomov, R(x) pa je ostanek. Kvo-
cient je torej enak

Ce je ostanek enak 0, pravimo, da je polinom P,, deljiv s polinom P,. V primeru,
ko je m = n, je @ konstanta. Ker polinom znamo integrirati, moramo obdelati le
primer, ko je stopnja Stevca nizja od stopnje imenovalca. [Stemo torej

/ 53) -

kjer je stopnja polinoma R manjsa od n. Naj bo

P,(x) = (x —21)%(x — xg)ﬁ (= xp)H,

pri ¢emer je o+ 3+ - - -+ p = n (lahko privzamemo, da je vodilni koeficient enak 1).

Racionalno funkcijo ]ii((xx) ] lahko razstavimo na vsoto parcialnih ali delnih ulomkov.
g(g) _ xihxl N (ijﬂn)Q +---+(xi47§§1>a
+x?1x2 (x —B2xg)2 L (x —Bﬁxg)ﬁ
4 ..

Pri tem so Ay, Ay, ..., Aq, By, B, ..., Bs, ..., M1, M>, ..., M, konstante.
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Lahko se zgodi, da je katera od nicel polinoma P, kompleksna. Naj bo torej z; =
a + 10 kompleksna nicla. Tedaj je tudi 717 = a — 73 kompleksna ni¢la polinoma P,.
Izkaze se, da lahko pripadajoca parcialna ulomka zapisemo kot

Al AQ A1 A_l Bl‘+0
+ — = ; — = )
r—x x—-T; x—a—1if x—a+if 12+pr+gq

kjer je p = —2a in ¢ = o® + 3%, B in C pa sta realni konstanti, pri ¢emer je B =
2Re(A;) in C = —2Re(A;T7). V primeru veckratne kompleksne nicle postopamo
podobno kot pri veckratni realni nicli.

V razcepu racionalne funkcije na parcialne ulomke se pojavita dva tipa izrazov
in sicer

A i Bz +C
(x —c) (22 + px + @)k’

pri éemer je x? + px + ¢ nerazcepni polinom.

Primer 4.11. Poiséimo nastavek za razcep funkcije na parcialne ulomke

3r+1
(x 4+ 1)3(x — 4) (22 + 1)?

na parcialne ulomke.

3r+1 Al AQ A3 B

@t 1P@ D@11 o+l @1 (wr1p -4

Cll'—i—Dl +CQ.T—|—D2
241 (224+1)2

Izra¢un neznanih konstant, ki jih imenujemo tudi nedolocent koeficienti, privede do
reSevanja sistema linearnih enacb. Metodo bomo prikazali na primeru.

Primer 4.12. Razstavimo na parcialne ulomke funkcijo

2 4+r+4
(2 +2)(z—1)

Imenovalec je Ze razstavljen na linearne faktorje. Nastavek je

2 4+r+4 Az +B C

P+ —1) 2+2 11

Najprej odpravimo ulomke, torej pomnozimo obe strani z najmanjSim skupnim
imenovalcem (z? + 2)(z — 1) in dobimo

P’ +r+4=1(A+C)+z(—A+B)—B+2C.
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Ce hotemo, da bosta obe strani enaki, morajo biti koeficienti pri enakih potencah
spremenljivke x enaki. Od tod sledijo enache

A+C=1
—A+B=1
—B+20 =4,

Resitev teh enachb je
A=-1,B=0,C=2.

Razcep na parcialne ulomke je
?+z+4 —x 2

@ +2@—-1) 212 o-1

Primer 4.13. Razstavimo na parcialne ulomke funkcijo

203 + a2 + 1+ 2
-t —x+17

203 + 2+ +2 203 + 22 + x + 2
xt—ad—x+1 »r—-1)—(r—1)

203 + 22+ x4+ 2
(x —1)(z3 = 1)

203 + 22 + x + 2
(x =122+ +1)

A N B N Cx+ D
r—1 (z—=12 22+4+z+1

Na podoben nacin kot v prejsnjem primeru izracunamo konstante

A=C=D=1,B=2.

Integral racionalne funkcije je torej vsota integrala polinoma in integralov par-
cialnih ulomkov oblike
A . Bx+C

—_— in ,
(x —c)* (22 + px + ¢)*

pri éemer je k > 1 in 22+ px + ¢ nerazcepni polinom. Ce bomo znali izracunati inte-
grale parcialnih ulomkov, bomo znali integrirati celotno racionalno funkcijo. Pogle-
jmo posamezne moznosti.

129



(i) Realna in enkratna nicla

/ A de =Aln|z —c|+C.
(z—¢)

(ii) Realna in veckratna nicla

A A A 1
ﬁdl': — (.T—C>7k+1+C: — — k—1+C’k>1'
(x —¢) k—1 k—1(x—c)

(iii) Kompleksna in enkratna nicla

/ Ar+ B
27dm
P +pxr—+q

Imenovalec, ki je nerazcepni polinom z diskrimanto D = p? —4q < 0, zapiSemo
v obliki popolnega kvadrata:

2 2
P +pr+q =@+ +qg— L =(x+L)2+

= (B2 + P = (e + 52+ (52

Uvedemo novo spremenljivko t = x+ £, tedaj je dr = dt. Izracunajmo najprej

[oeterss = [ gt
—  dx = T
2+ pr+gq (x+§)2+(@)2
1
= —dt
/t2+(—V2D)2
1 t
= matanm—l—(?
2 2
2 2
= —atanﬂ—i-C.
-D V=D

Za izracun prvotnega integrala upostevajmo zvezo

_ f@)
F(@)

@),
/f(x)dx_l flx)+C.
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Ar+ B 22z +p)+ B— 2
——————dr = 5 dx
=+ pr+q =+ pr+q
2 A d
:%/7x+p dm—i—(B——p)/ix
> +pr+q 2 2+ pr+q
zgln(xQ—i—px%—q)—i—(B—ép)ratanf/xﬂ%—C’.

Primer 4.14. [zracunajmo integral
/ > +x+4
dx
(x2+2)(x—1)

V Primeru 4.12 smo ze razstavili funkcijo na parcialna ulomka, ki ju sedaj
integriramo.

2+x+4 — 2
— d d
Jmiyeon® /x2+2 “/x—1 v

= —iln(z?+2)+ 2|z -1+ C

(z—1)?

+C.
2 4+ 2

= In

(iv) Kompleksna in veckratna nicla

Az + B
/(x2+po+q)kdx’ D=p—dg<0k>1

Integral razdelimo na dva integrala:

/ Az + B / 42z 4 p) + 2242
(

de =
2 +px+q)F (22 +px+q)F

2z +0p 2B—Ap dx
- 5 2 Rzt 2 k
(2 +px+q)F 2 (22 4+ px+q)
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Prvega izracunamo podobno kot prej:

/(?(%Hﬂ) g — A f[d

22+ px+q)F 2 )tk

A 1
20k = 1) (22 +px + )F

Za drugega pa uporabimo rekurzivno formulo:

2B-Ap / dx _ 2B-Ap a+2
2 (x> +pa +q)* 2 2= E) @ +pate)h!

2%k—3 / dx
2k-1)(a-2) | (224 pr + q)+1
Primer 4.15. [zracunajmo nedoloceni integral

/ 202 + 2x + 13
(x —2)(22+ 1)

Nastavek za razcep na parcialne ulomke je enak

222 + 21 + 13 A Bz +C Dx+ FE

-2+ -2 211 (@r1p

Resitev sistema linearnih enachb je

A=1,B=-1,C=-2D=-3, E=—4.

[zracunajmo posamezne integrale

d
/x—xQ = In|z —2],

9 —122) -2 1
/ v dr = /&dx:—iln(xQ—l—l)—Qatanx,

241 241

—3r—4 —3(2z) — 4

= " dr = 277 4
/(x2+1)2 : / @412

3 1 4 x n 1 ¢
= —= — —atanx
222 +1 2(x2+1) 2

Razultat je

/2x2+2x+13 o2 s—dr
X = 11l —F/——— — 4aalany < .
(x —2)(2* +1) 2+ 1 2(22 + 1)
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Primer 4.16. Izracunajymo nedoloceni integral

dx .

/2x3—|—x2+x+2
-3 —ax+1

/2x3+x2+x+2d / 1 n 2 L r+1 d
r = x
-2 —x+1 r—1 (x—12 a2+z+1

2
= 1n(|x—1|\/x2+x+1)——1
x_
1 2 1
+—= atan vt +C.

V3 V3

Videli smo, da lahko izracunamo integral vsake racionalne funkcije. Kadar ima
imenovalec racionalne funkcije veckratne nicle (realne ali kompleksne), lahko upora-
bimo metodo Ostrogradskega, s katero lahko (z veckratno uporabo) prevedemo inte-
gracijo na primer, ko ima imenovalec samo enkratne nicle.

R
Naj bo imenovalec P(z) racionalne funkcije (=) oblike

P(z)

P(z) = (x—z1)*(x —29)* - (x — x,)*n
(22 + prr+ @)% (2% + pox + @)% - (2 + Pz + G) P,

pri cemer so vsi kvadratni polinomi nerazcepni.

Razstavimo ga na faktorja Py(z) in Py(x), kjer je Py(z) produkt vseh faktorjev v
P(z) v prvi potenci

Piz)= (v —m1)- (2 —2)(@® +prx+q1) - (2% + P + @)

in zato
pQ(x) = (x — .1'1)0‘1_1 - (x _ xﬂ)an—l.

.(12 + plx + ql)ﬁlfl - (xQ +pmx + qm)ﬁmfl .

Integral zapisemo v obliki

Riw) ) Rile) [ Rala)
/ P = Pix) +/ Pox)

kjer sta R; in Ry polinoma z nedoloc¢enimi koeficienti za eno stopnjo nizja od stopnje
polinomov P, in Ps.
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Celoten izraz odvajamo
(Joee) = () (/55 )

% - ()48

Zatem odpravimo ulomke in z enacenjem istoleznih koeficientov na obeh straneh
identitete dobimo sistem linearnih enacb za neznane koeficiente iz polinomov R; in
R5. Dobljeni sistem ima vedno enoli¢ne resitve. Z resitvijo sistema linearnih enach
prevedemo zacetni integral na integral racionalne funkcije s koreni, ki imajo za ena
nizjo stopnjo.

Primer 4.17. Z metodo Ostrogradskega izracunajmo nedoloceni integral

/ dx _Ax+B+/C:1:+Ddx
(z2+1)2  22+1 2+1

Nastavek je enak

7 odvajanjem dobimo

1 —(Az?+ 2Bz — A) LGzt D
(z24+1)2 (22 4+ 1)2 241

Pomnozimo z najmanjsim skupnim imenovalcem:
1=—-A2x*> — 2Bz + A+ C2® + Da* +Cx + D

oziroma

1=Ca2*+2°(D— A)+2(C—-2B)+A+D.

Istolezni koeficienti na obeh straneh identitete morajo biti enaki, zato dobimo sistem
enach, katerega resitev je

1
A=D=,B=C=0
/ dx B 5 +1/ dx
(z24+1)2  22+1 2] 2241
x 1
- 4 at C.
221 1) T
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INTEGRIRANJE FUNKCIJ S SINUSOM IN KOSINUSOM

Poglejmo si nekaj tipi¢nih primerov.

(i) [sin™zdz, [cos™xdx

a)

Ce je m liho stevilo vecje od 1, torej m = 2k + 1, k € IN, je mozno
integrand zapisati v obliki

k

sin™z = (1 —cos®z)Fsinz.

7, uvedbo nove spemenljivke cosz = t prevedemo primer na integral
polinoma.

V drugem primeru zapisemo
cos™z = (1 —sin?z)* cosz

in uvedemo sinx = t.

Ce je m sodo stevilo, torej m = 2k, k € IN, uporabimo zvezo

1- 2
sjn2x:0+s(x)'

S tem se stopnja eksponenta zniza za polovico. Dokler je eksponent
sodo stevilo, postopek ponavljamo, ko pa pridemo do lihega eksponenta
uporabimo tocko a).

V drugem primeru uporabimo zvezo

1 + cos(2x)
—

COS2 T =

Primer 4.18. Izracunajmo [ cos*z dx.

1 27)\?
fcos%dx = /(%—c%(x)) dx

= [ 3(1+2cos(2z) + cos?(2z)) dz

1 4
= [ (1—1—2005(29&)—1—“%(96)) dx

3z 1 . 1 .
= §+Zsm(2x)+3—28m(4x)+0.

(ii) [sin™zcos" zdx

Ce je vsaj en eksponent lih, postopamo tako kot v (i.a), sicer pa uporabimo
postopek iz (i.b).
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Primer 4.19. Izracunajmo integrala.
1. [cosPzsin®x dx.
[cosPrsin®rdx = [sin®zcosxdx
I
= —sinnz+C.
6
2. f cos?x sin® x dz.

1 2¢) 1 — 2
[cos?zsin*xdx = / +CZS( 7) CZS( ?) dx

1 2
= /Z(l — cos(2x)) dx

_ /i(l_l—i-czs(llx)) i

1
= g—ﬁsin(4x)+0.

(iii) [ sin(az)cos(bx)dz, [ sin(az)sin(bx)dz, [ cos(azx)cos(bx)dz, a,b € R

Zanima nas samo primer, ko je a # b, ker imamo sicer primer iz tocke (ii).
Uporabimo formule

sin(ax) cos(bx) = %[Sin((a —b)x) +sin((a + b)x)],

sin(ax) sin(bx) = %[(cos((a —b)x) — cos((a + b)z)],

cos(ax) cos(bx) = %[(cos((a —b)x) + cos((a + b)x)],

v veljavnost katerih se lahko prepri¢amo z uporabo adicijskih izrekov (glej [2]).

Primer 4.20. [zracunajmo integrala.

1. [ cos(3z)sinzdz.

[ cos(3z)sinzdx = /%(sin(—Qw) + cos(4x))

1 1
= 7 cos(2x) + 3 sin(4z) + C'.
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2. [ cos(2x) cos(4x) d.

[ cos(2z) cos(4x) dx = /%(cos(?x) + cos(6x))

1 1
= 1 sin(2z) + D sin(6z) + C'.

(iv) [e*sin(bx)dx = I, [e* cos(bx)dr = J, a,b € R

Integriramo po delih u = e, dv = sin(bx)dx. Potem je du = ae® dz in

v = —1 cos(bx) in

1 1
I= —Eeax cos(bx) + % /e“‘” cos(bx) = —Ee“‘” cos(bx) + %J.

Podobno

1
J = Ee‘” sin(bx) — %[

od koder sledi

2

1 ar s a ax a
J = 3¢ sin(bx) + e cos(bx) — ﬁj'

Zato velja
J eaxbsin(bx) + a cos(bx) e
a? 4+ b?

in
wz @sin(bx) — bcos(bx)
a? 4+ b?

I=e +C'.

(iv) Univerzalna subsitucija za [ R(cosz,sinx) dz, kjer je R(u, v) racionalna funkcija

Vpeljemo novo spremenljivko ¢ = tan 3. Tedaj je

2
r=2atant = dr = —— dt.

1+¢2
Nadalje velja
sinz = sin(2%) =2sin%cosf = 2tan % cos®
2tan g 2t
© 1+tan?Z 1+¢2
in
cosz = cos(2%) =cos’% —sin® £ = cos? £(1 — tan* %)
1 —tan®s 1—¢2
l1+tan®%  1+1¢2
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dz.

1
Primer 4.21. [zméunajmo/ -
sin x

1 1412 2
[———dz = / LA
sin x 2t 14+ ¢2

= In(tang)+C'.

INTEGRIRANJE FUNKCIJ POD KORENSKIM ZNAKOM (IRACIONALNIH
FUNKCIJ)

d
(i) [ /(ax +b)" dr, / N
{/(ax +b)m
V obeh primerih uvedemo novo spremenljivko ¢ = ax + b. Tedaj je dt = adx
in )
/ Y (ax +b)mdx = g/t:? dt
in p .
/ L / 0
Y(ax +b)m a

Oba integrala ze znamo izracunati.

0 [ s

Preoblikujeno izraz pod korenom

dg — 2
x2+px+q:(x+]—9)2+ q p
2 4
in uvedemo novo spremenljivko ¢t = x 4 £. S tem dobimo enega od osnovnih
integralov:
dx , dx
——— ali _.
/22 + a2 2 _ 42
dx
Primer 4.22. [zmcunaymo/
Va2 +2x+5

/ dx dr / dx
Vi +2z+5 Vi +1)2+4

V2 +4
Injz+1+Va?2+2x+5|+C.

138



dx
(iii) /
V-2 +pr+q

Podobno kot prej preoblikujemo izraz pod korenom:

4q + p?
—2® +pr+q= —(3:—]3)2—1— a=p
2 4
in uvedemo novo spremenljivko t = z — £, s ¢imer dobimo osnovni integral
dx
a2 — 2
dx

Primer 4.23. Izraéunajmo/

V=12 20 +3

/\/—x?—x—%—i—:’)dx /\/4—6274—1)2

V4 —t?

= asm%“ +C'.

. dx

() [
ax? +bxr +c

1

Vial’

Izpostavimo s ¢imer prevedemo primer na enega od prejSnjih dveh

primerov.

dx

V=422 + 8z

Primer 4.24. [zmcunaymo/

/ dx dr — / dx
v —4x2 + 8z 21— (z—1)2

V1—1t?

= —asin(zr —1)+C.

0 [ v

Tu je P,(z) poljuben polinom stopnje n. Ta tip integrala zahteva poseben
nastavek

()Wm/

/\/am2+bx+c \/ax2+bx+c
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Pri tem je Q(z) polinom z neznanimi koeficienti stopnje kve¢jemu n — 1 in D
neznana konstanta. Koeficiente polinoma Q)(x) in konstanto D dolo¢imo tako,
da najprej nastavek odvajamo, nato odpravimo ulomke in enac¢imo istolezne
koeficiente na levi in desni strani. Metodo si poglejmo na Primeru 4.25.

x? —295

val —x2

2 — 22

Primer 4.25. [zracunajmo

\/1—952

2 — 21 —2z(Az + B) 1
L - AT O ———
V1—a? 2v/1 — 22 V1—a?

2?—2r = 2*(—2A)+2(-B)+A+C =

A=—5, B=20C=

2 Y
Integral je tako enak

x—23: T 1 dx
= (4 2VI—a2 4= [ ———
el = (g2 x+2/m

1
= 5((4 —2)V1—2a?+asinz) + D.

4.4 Doloceni integral

Definirali bomo doloceni integral, ki zaenkrat s prejsnjim razdelkom nima skupnega
prav nicesar razen podobnosti v imenu.

Naj bo [a, b] poljuben zaprti interval in f neka omejena funkcija na tem intervalu.
Mnozica tock D = {xg, z1, ..., x,} je delitev intervala [a,b], ¢e je

Aa=Tg <211 <T3< ... <ZTp1<T,=2>b.
Delitev intervala vidimo na Sliki 4.1. Dolzina i-tega intervala je

di:xi_xi—lu Z:]_,...,n.

Velja dy +dy + ... + d, = x,, — g = b — a. Oznaéimo d = max{d;,d,...,d,}. Na
vsakem podintervalu [z;_1, x;] izberimo poljubno tocko ;. Vsoto

= Zf(&)d
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a=Ty X1 Ty - Ti—1 Ty - Tp—1 b=ux,

Slika 4.1: Delitev intervala [a, b].

51 &2 fz En—1 §:n

a==Ty I1 Ty - Ti-1 Xy -+ Tp—2 Tp—1 b=ux,

Slika 4.2: Riemannova integralska vsota.

imenujemo Riemannova integralska vsota funkcije f za delitev D intervala [a, b] (glej
Sliko 4.2). Dani delitvi D pripada v splosnem veliko razli¢nih integralskih vsot, ker
izbiramo tocke na podintervalih poljubno.

Definicija 4.26. Ce obstaja limita

n

I= ygé; f(&)d:.

potem Stevilo I imenujemo doloceni integral funkcije f na intervalu [a, b] in oznacimo

/abf(:z:) dz.

To pomeni, da je Stevilo I doloceni integral funkcije f na intervalu [a, b], ¢e se od
njega locijo vse integralske vsote funkcije f za vse zadosti drobne delitve poljubno
malo.

Funkcijo, za katero obstaja doloceni integral na intervalu [a, b], imenujemo integra-
bilna na tem intervalu. Interval [a,b] je integracijski interval, Stevilo a je spodnja
meja, Stevilo b pa zgornja meja integrala.
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Povezavo med zveznostjo in integrabilnostjo podaja naslednji izrek, ki ga ne
bomo dokazali.

Izrek 4.27. Ce je funkcija f na intervalu [a, b] zvezna, je na njem tudi integrabilna.

Poglejmo najprepostejso uporabo dolo¢enega integrala oziroma njegov geometrij-
ski pomen. V nadaljevanju bomo spoznali Se nekaj drugih primerov uporabe doloc¢enega
integrala. Naj bo f integrabilna na [a, b] in nenegativna. Lik, dolo¢en z x = a,x =
b,y =0,y = f(x), imenujemo krivocrtni trapez T, katerega plos¢ino bomo oznagili
pr in ga vidimo na Sliki 4.3. Z vecanjem Stevila delilnih tock delitve D intervala
[a,b] Riemannova integralska vsota R(D) konvergira k plosc¢ini pr, zato je

/abf(l“)dl“:pT.

Slika 4.3: Krivoértni trapez.
Naj bo sedaj integrabilna funkcija f na [a, b] negativna. Tedaj je

[ rwae = [senas = -pr

V nadaljevanju si poglejmo nekaj lastnosti dolocenega itegrala.

Izrek 4.28. Naj bosta f,g : [a,b] — R integrabilni funkciji ter ¢ in d poljubni
konstanti. Tedaj je na [a,b] integrabilna tudi funkcija cf (x) 4+ dg(z) in

/ab(Cf(x)+dg(x))d:1::c/abf(x)derd/abg(x)dx.
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Dokaz. Naj bo D poljubna delitev intervala [a,b] na n podintervalov. Tedaj je
integralska vsota

Reprag(D) = Y70 [cf (&) +dg(&)]d;
= )iy f&)di +d Y g(&i)d;
— ¢Ry(D) +dR,(D).

Ce je delitev D dovolj drobna, se leva stran enakosti poljubno majhno loéi od stevila

fab(cf(x) + dg(x)) dz, desna pa od stevila cfab f(x)de+ dfabg(x) dr. |

Izrek je mogoce posplositi na vec ¢lenov, kar lahko dokazemo z indukcijo po n:

b [ n n b
/[chfk(x)] dm:ch/ fr(x)dx, nelN.

Definicija 4.29. Funkcija f : [a,b] — R je odsekoma zvezna, ce obstaja taka delitev
intervala

a=ay<ay<as<..<a,=hb,

da na vsakem intervalu [a;_1,a;] obstaja taka zvezna funkcija f;(x), da je f(x) =

fi(z) za vsak x € (a;—1,a;) (glej Sliko 4.4).

~

a = ToT1 Ty s Ti—1 Ty e Ip—1 b=z,

Slika 4.4: Odsekoma zvezna funkcija.

Ce je f odsekoma zvezna, tedaj je zvezna povsod razen v konéno mnogo tockah.
Tudi za odsekoma zvezne funkcije velja, da so integrabilne.
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Izrek 4.30. Ce je funkcija f na intervalu la,b] odsekoma zvezna in ¢ katerokoli
stevilo med a in b, je

/abf(x)dzz::/acf(:z:)dx+/cbf(:l:)dx.

Dokaz. Ker je funkcija f odsekoma zvezna na [a,b], je taka tudi na intervalih
la,c| in [c,b], zato obstajajo vsi trije pripadajoc¢i integrali. Vzemimo tako delitev
D = xy, ..., x, intervala [a, b], da je c ena od delilnih tock. Najbo ¢ = z,,,0 < m < n.
Tedaj lahko zapisemo integralsko vsoto kot

D_F&)di= ) f(&)di+ Y fl&)d:.

=1 i=m+1

Za dovolj drobno delitev D limitirajo integralske vsote k identiteti iz izreka. | |

Tudi ta izrek je mogoce posplositi na ve¢ clenov, kar dokazemo z indukcijo po n:

/alnf(x)dzz:: ;/ " ) de.

ag

Izrek 4.31. Ce v integralu zamenjamo meji, dobi integral nasproten predznak:

/abf(x)dx:—/baf(x)dx.

Dokaz. Ce zamenjamo meji, je treba v integralski vsoti nadomestiti d; = z; — x;_;
z —d; = x;_1 — x;, zato dobi vsaka integralska vsota samo nasproten predznak in
integral, ki je limita integralskih vsot, prav tako. i

Posledica 4.32.

/jf(x)dsz.
Dokaz.
/aaf(x)dx:—/aaf(x)dx:>2/aaf(x)deOi/aaf(x)dx:()'
i

Lema 4.33. Naj bo f integrabilna na [a,b] in naj bosta m in M natanéni spodnja
in zgornja meja funkcije f na [a,b]. Tedaj je

m(b—a)g/ F@)de < M(b—a).
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Dokaz. Naj bo D = {xg, x1, ..., x, } delitev intervala [a, b]. Izberimo poljubno tocko
& na vsakem od pointervalov [z;_1,z;]. Tedaj velja:

m < f(&) < M

md,; < f(&)d; < Md;
amdi < Y f(&)di <0 XL Md
m Z?:l di < Z?:l fl&)di < M Z?:p d;
mb—a) < >0, f(&)di < M(b—a)
m(b—a) < R¢(D) < M({b-a)

Ker je f integrabilna, je

m(b—a)g/ flz)dxe < M(b—a).

Izrek 4.34. (O srednji vrednosti) Naj bo m natancéna spodnja meja in M natanéna
zgornja meja na intervalu [a, b] integrabilne funkcije f. Tedaj obstaja taka vrednost
c med m in M, da je

b
/ f(z)=c(b—a).
Ce pa je funkcija f tudi zvezna, je ¢ = f(€) za neki € € [a, b].
Dokaz. 1z leme 4.33 neposredno sledi

1

b
mgm/a flz)de < M

in prvi del je dokazan. Drugi del izreka sledi iz tega, da zvezna funkcija zavzame
vse vrednosti med m in M. i

Stevilo ¢ imenujemo srednja vrednost funkcije f na intervalu [a,b], zato ta izrek
imenujemo izrek o srednji vrednosti.

Poglejmo Se nekaj lastnosti dolo¢enega integrala, ki jih ne bomo dokazovali.

Trditev 4.35. (i) Ce je f integrabilna na intervalu [a,b], je |f| prav tako inte-
grabilna na tem intervalu in velja
b
< [

/a )
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(ii) Ce sta f,g: [a,b] — R integrabilni funkciji in je g(x) > f(z) 2a vsak x € [a,b],

potem je
b b
/g(x)dmZ/ f(z)dx.

V posebnem, ko je f(x) =0 na [a,b], dobimo

/abg(x)dxz().

4.5 Zveza med doloc¢enim in nedolo¢enim inte-
gralom

V tem razdelku bomo nasli povezavi med prejsnjima dvema razdelkoma, ki sta bila
na videz precej nepovezana.

Naj bo f : [a,b] — IR integrabilna funkcija. Zamenjajmo konstantno zgornjo
mejo b v dolocenem integralu fab f s spremenljivko z € [a, b] ter definirajmo

Fla) = /xf(t) dt

V tem primeru ne moremo vpeljati x kot integracijske spremenljivke, saj smo x
fiksirali, zato piSemo na primer ¢.

Izrek 4.36. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Tedaj je njen doloceni integral
F(z)= [T f(t)dt, z € [a,b], odvedljiva funkcija in velja F' = f.

Dokaz. Izberimo poljubni tocki = in x 4 h iz intervala [a, b]. Ker je

x+h
F(x +h) :/ f(t)dt
je
z+h x x+h
F(:z:+h)—F(x):/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ () dt.
Ker je f zvezna, izrek o srednji vrednosti pove, da za vsak h obstaja tocka & €

[z, x + h| taka, da je
F(x+h) = F(x) = f(§)h
oziroma

F(x+h)—F(x)
== = 1.

(Pri tem velja m < f(§) < M, kjer sta m in M natanéni meji funkcije f na [a,b].)
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Opazimo, da c¢e gre h proti 0, gre £ proti x in ker je f zvezna funkcija, je

lim f(€) = ()

in zato F B - F(x)
/ T T + - X .
F(a) = Jim 50 — f(a).
i
Posledica 4.37. Nedoloceni integral zvezne funkcije f obstaja.
Dokaz. To je ravno funkcija F(x) = [ f(t) dt. i

Posledica 4.38. (Newton-Leibnizova formula) Naj bo f : [a,b] — R 2vezna
funkcija. Ce je F nedoloceni integral funkcije f, potem je

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Dokaz.
1. Naj bo Fy(z) = [ f(t) dt. Tedaj je

a b
Fo(a):/ fBdt=0 in Fo(b):/f(t)dt.
Torej je
/%@ﬁ:%@—%@.

Po prejsnjem izreku je Fy nedoloceni integral funkcije f. Torej smo Newton-
Leibnizovo formulo dokazali za en nedoloceni integral, namrec¢ za funkcijo Fj.

2. Naj bo F(z) nek nadaljni nedolo¢ni integral funkcije f. Tedaj obstaja taka
konstanta C', da je

F(z) = Fy(z) + C, Va € [a,b].

Torej velja

M@—ﬂ@:GMM+Q—GM@+@:E@%JM@:/f@ﬁ.

Pogosto namesto F'(b) — F'(a) uporabljamo zapis
F(b) = F(a) = F()l5 -

Poglejmo vpliv vpeljave nove spremenljivke in integracije po delih na meje v
dolocenem integralu.
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Trditev 4.39. (Uvedba nove spremenljivke) Naj bo [ zvezna funkcija in v = x(t)
zvezno odvedljiva funkcija. Tedaj je

/abf (w) du = / df (z(t)'(t) dt ,

kjer je x(t) zvezno odvedljiva funkcija ter velja a = x(c) in b = x(d).

Dokaz. Naj bo F nedoloceni integral funkcije f (ta obstaja, ker je f zvezna). Tedaj

je
[F(z()) = F'(x(t)z'(t) = f(x(t)2'(t).

Newton-Lebnizova formula pove, da je

[ £ ) = Fao): = Fald) - Fa) = F®) - F@ = [ f)do.

Primer 4.40. Izracunajymo doloceni integral
/ Va? —x?dz, a >0
0

z vpeljavo nove spremenljivke x = z(t) = asint.

Izracunamo dx = a cost dt in izrazimo ¢t = asin?. Tedaj je spodnj meja je asing =0
in zgornja meja je asin? = 7. Dobimo integral

[iNa=aZde = [ \/a® —a?sin’ta cost dt
= a?v/cos?t cost dt
- fo
=

_ fog 2 1 + cos(2t) gt
2

_ a; (t+ sinéZt))

[NIE]

NIE]

(MIE]

a’| cost| costdt

NIE]

a? cost dt

s
2
0

Poglejmo si integracijo sode oziroma lihe funkcije na simetri¢nem intervalu [—a, a).
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1. Naj bo f(z) soda funkcija, torej f(z) = f(—=z) za vsak = € [—a,a]. Vpeljemo
novo spremenljivko x = —t:

[ f@yde = [° f(a)de+ [} f(a)de
= ] (=) (=dt) + [ f(z)do
= Jo f@)dt+ J§ f(x)do
= [y f@)de+ [§ f(x)do
= 2f0af(3:)dx.

2. V primeru lihe funkcije (f(—z) = —f(z)) na podoben nacin dobimo

/iﬂ@dxzu

Zapisimo relacijo inegracije po delih

/udv:uv—/vdu

(/M@U@Mx:u@w@%i/M@M@Mm

Uporaba Newton-Leibnizove formule da

v obliki

fab u(@)' (z)de = [u(z)v(z) — [v(z)d(z)dz] [}

= [u@p @)l — [} v(z)(z)dz.

Primer 4.41. Izracunajymo doloceni integral f07T rsinzdr.

Uporabimo integracijo po delih in sicer je u = z in dv = sinx dx. Tedaj je du = dx
in v = —cosz:

[y xsinzdr = (—xcosz)|f+ [/ coszdr = 7.
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4.6 Uporaba dolocenega integrala v geometriji

Doloceni integral ima Stevilne uporabne vrednosti. Poglejmo si osnovno uporabo v
geometriji.

PLOSCINA LIKA

Vemo Ze, da je za integrabilno funkcijo f, ki je nenegativna na intervalu [a, b],
plosc¢ina krivoértnega trapeza, ki ga doloc¢a f na [a, b, enaka f; f(z)dx.

Primer 4.42. Izracunajmo ploscéino lika, ki je dolocen z grafom funkcije sinus na
intervalu [0, 27] in z x osjo.

Slika 4.5: Obmocje, ki je doloceno s funkcijo sinus.

Obmocje sestavljata dva ploscinsko enako velika dela, kot je to razvidno s Slike 4.5,
zato je plosc¢ina S enaka:
S = 2 foﬂsinxdx

= 4.

Trditev 4.43. Naj bosta f,g : [a,b] — R zvezni, f(x) < g(x) za vsak x € [a,b].
Ploscina lika, ki ga omejujejo premice x = a, x = b ter grafa funkcij f in g, je
dolocena z

/ (9(x) — f(2))da

Dokaz. Ideja dokaza je razvidna iz primera, ko sta obe funkciji pozitivni, kar vidimo
na Sliki 4.6. i

DOLZINA LOKA
Naj bo f : [a,b] — R zvezno odvedljiva funkcija ter D = {xo, 21, ..., x,} delitev
intervala [a,b]. Definirajmo tocke T; = (zy, f(x;)), i« = 0,1,...,n. Daljice T; 1T},

1 =1,...,n, sestavljajo poligonsko ¢rto To1y ---T,, ki jo vidimo na Sliki 4.7.
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Slika 4.6: Plos¢ina obmocja med dvema funkcijama.

a = To Ti-1 Ty b=x,

Slika 4.7: Dolzina loka oz. poligonske ¢rte.

Dolzina posamezne daljice je po Pitagorovem izreku enaka

T T; = V(i — )2+ (f(as) — flxio))?

= \/(551 — 1)+ f(ci)* (2 — 24-1)?

~—
Lagrang. i.

= VB + f(c)?)
— din/T+ ()2, ¢ € (Ti—1,25)

151




Dolzina poligonske ¢rte je vsota dolzin posameznih daljic
ZTz‘—lTi = Z V1t f(e)di = R ir3(D) .
i=1 i=1

Zato je naravno definirati dolZino loka ¢ funkcije f na intervalu [a, b] kot

E:/abmdx.

Primer 4.44. Izracunajmo dolZino loka funkcije f(x) = x na [0, 1].

Ker je f'(x) =1, je dolzina loka:

0= [JV2de= V2.

Prostornina rotacijskega telesa
Spomnimo se najprej prostornine prisekanega stozca (glej Sliko 4.8), ki je podana
v
V= (B 07 R,

pri ¢emer sta r in R polmera osnovnih ploskev (krogov), v je visina in s stranski rob

prisekanega stozca.
G

R

Slika 4.8: Prisekani stozec.

Naj bo f : [a,b] — R zvezna nenegativna funkcija. Z vrtenjem grafa funkcije
f okoli z osi dobimo rotacijsko ploskev, ki omejuje rotacijsko telo, ki ga vidimo na
Sliki 4.9. Zanima nas prostornina rotacijskega telesa V.

Najbo D = {xg, x1, ..., ,, } delitev intervala [a, b]. Krivuljo f(z) na [a, b] aproksimi-
ramo s poligonsko ¢rto TyT7...T),, kjer je T; = f(x;). Dolzina i-tega podintervala naj
bo kot obicajno d;. To telo je prisekani stozec, za katerega je

r=flzi), R=f(z;) ali R= f(zi1), r=f(z:)

n
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Slika 4.9: Rotacijsko telo.

kot je to razvidno s Slike 4.9.

Prostornina rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem poligonske Crte je zato enaka

V= Zl ”gi (Fl2im)? + f@)? + flzi) f(21)) -

Ker je f zvezna funkcija in sta x;_; in x; blizu skupaj, je
flxica) = f(x:) = (&),

kjer je & € (w1, z;). Tako je
v

Q

> 53 (&)
= Z?:l 7 f(&)?d;

— R,p(D).

Naravno je vpeljati prostornino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem zvezne
funkcije na intervalu [a, b], kot

V:/abeQ(x)dx.

POVRSINA ROTACIJSKE PLOSKVE
Poglejmo najprej Se povrsino plasca prisekanega stozca, ki je enaka

P=ns(R+r).
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Naj bo sedaj D obicajna delitev intervala [a,b]. Pois¢imo povrsino rotacijskega
telesa, ki jo dobimo z vrtenjem poligonske c¢rte. 7 vrtenjem posamezne daljice
dobimo prisekani stozec (glej Sliko 4.9), za katerega je

r = f(,ﬁljl-,l) in R = f(l'z) y

s pa je dolzina posamezne daljice
s =T T; = di/1+ f'(&)% ci € (Tim1, ;) -

S podobnim sklepanjem kot pri prostornini pridemo do povrsine telesa, ki ga dobimo
z vrtenjem poligonske crte

P o= Y w(f(wi) + @)1+ (&),
~ Y (&) + FE)VTF (&),
= Y m2f (&)1 + (&),
R, . iz (D).

Zato je naravno vpeljati prostornino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem
zvezne funkcije na intervalu [a, b] kot:

P= 27r/ f@)v/ 1+ (f'(x))?dx.

Primer 4.45. [zracunajmo prostornino in povrsino rotacijskega telesa, ki nastane
z vrtenjem okoli x osi funkcije cos v na intervalu [0, 5.

10—

0.51-

L L !
05 10 15

-05F _—

-1.0 r

Slika 4.10: Rotacijsko telo, dolo¢eno z grafom funkcije kosinus.

Na Sliki 4.10 vidimo rotacijsko telo. Izra¢unajmo njegovo prostornino V':
V =7 f0§ cos® x dx
_ ﬂ_fog 1+0025(2:t) dr

x?
1
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[zracunajmo Se povrsino P:

= 2r fog cos V1 +sin’ x dx .

Vpeljemo novo spremenljivko © = sin x in dobimo
P = 27Tf01 V14 u?du

1+ u?

= 27
fo V1 +u2
Podoben tip integrala smo obravnavali v Primeru 4.25. Uporabimo nastavek:
1+ u?
= (Au+B \/1+u2+0/
V1 +u2 ( ) V1 +u2
1+ u? 2(Au+ B)u C
— = AV1+u?+ + V14 u?
V14 u? 21 + 1?2 \/1+u2/
1+u? = 24w+ Bu+A+C
1
A=C=-,B=0
2
Povrsina je zato
1 Y du
P = oy (witwls [ 7)
2 ( o o V1+u?
= 7 (uw/l+u?+Inju+V1+u?) [}

= 7(v2+In(l1++?2)).

4.7 Naloge

INTEGRACIJSKE METODE

1. Izracunaj nedolocene integrale:

dx
a) fma
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293
d) [ 3x_1dx.

2. 7 uvedbo nove spremenljivke izracunaj nedolocene integrale :

a) f cos? x

b) [av/x —2dx,

sin x

€T,

T

c —dx

) f V2 — 322
21

d) [ ;xdx,

Ccos 2x

e) [ —————dr

cos? rsin® x

3. 7Z integracijo po delih zracunaj nedolocene integrale:

a) [ vxlnadr,

b) [(2z — 3)e "du,
¢) [a?e:du,

d) [ 2?coszdz,

)
)

e f rfacos xdx,

f f atane atale® 7.

4. Izracunaj nedolocene integrale racionalnih funkcij:
2z + 3
3+ 2% -2

a) [
2 —x+2

b) fx4—33:2—4dx’
z+2

¢) [ 5————duz,

22 +3x+4
r—1

d) [ R w— 4dx.

dx,

5. S pomocjo metode Ostrogradskega izracunaj nedolocene integrale:

a) [

z+1
x4 — 323 + 322 — 2

x
dx,

b) J (x —1)2(x+1)3

dx,
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3+ 1
°) fx(x2+x+1)
22% 4+ 32 + 13
Ve

dx,

Z.

6. Izracunaj nedolocene integrale funkcij sinus in kosinus:

a) [ cos®xdx,

b) [sin®z cos* zdz,

¢) [sin(3z) sinzdz,

d) [cosz cos(2x) cos(3z)dz,
dx

°) f4— 3cos?z’

[ -2
g) [

. )
S T

dx

2sinx —3cosx + 3’

7. Izracunaj nedolocene integrale iracionalnih funkcij:

N e —
Vii+z+2

D —
V24— 22
dx
C b
)f\/4x2+4x—3
4zt
d) J -

e) [V2+ax—22du.

dx,

8. Izracunaj nedolocene integrale:
a) /(em —1)%" du,
b) /xcos(Qx) dx ,

e3asmx

c —dr,
) V1—a? !
d) /7V1+1nxdx7
x

dx
) /x4—|—8x2—|—16dx’
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z dx
Va2 +3’
x2dx

&) ViZ+ 3

f)

DOLOCENI INEGRAL

1.

10.

11.

. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij f(x) = x

. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij f(x)

Izracunaj dolocene integrale:
2 1
—)d
O
b)/ sin(4x)dzx,
0

Q) / “sinna))

x
. Izra¢unaj dolzino loka funkcije f(z) = % —In+/z na [1,€].
. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta graf funkcije f(z) = In(x 4+ 1) in

abscisna os na intervalu [1, 3].

Y in g(r) =

(x — 2)? ter abscisna os.

. Izracunaj plos¢ino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij f(z) = 22 — 3z in g(x) =

x.

6

Tz

ing(x)="7-—u.

v . v . 2 2
Izracunaj ploscino elipse 7 + 45 = 1.

. Izracunaj prostornino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije

f(z) = \/ﬂ;—ﬁ)’) na itervalu [0, 3].

. Izracunaj prostornino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije

f(z) =z —1 okoli osi z na itervalu [2, 5].

Izracunaj prostornino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem okoli osi x

obmodja, omejenega z f(x) = 2% in g(z) = 2 — 2°.

Izracunaj povrsino rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem grafa funkcije
flz)=(3—- x)@ okoli osi z na itervalu [0, 3].
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Poglavje 5

Navadne diferencialne enacbe

V tem poglavju bomo zdruzili znanje iz prejsnjih dveh poglavij. Obravnavali bomo
razlicne vrste diferencialnih enach in postopke za njihovo resevanje.

5.1 Osnovni pojmi

Problem diferencialnih enacb se bistveno razlikuje od problema resevanje algebraj-
skih enach, zato je prav, da za¢nemo osnovne pojme in terminologijo spoznavati na
motivacijskem primeru.

Poglejmo si matematiéno modeliranje prostega pada oziroma navpi¢nega meta.

Opazujmo telo, ki prosto pada ali je bilo vrzeno navpi¢no navzgor. Pri tem
bomo zanemarili upor zraka. Naj bodo m masa telesa, t ¢as , s = s(t) opravljena
pot v Casu t, v = v(t) hitrost telesa ob ¢asu t, a = a(t) njegov pospesek, g teznostni
pospesek (g ~ 9.87%) in F sila teze. Tedaj velja

o) = 2=,
at) = W=v(t) = (1)) = 5"(1).

Drugi Newtonov zakon pravi, da je sila teznosti enaka produktu mase telesa m
in pospeska a
F=ma.

Pri prostem padu na telo z maso m deluje sila teze

F=—mg.
Predznak je negativen, ker sila (in teznostni pospesek) deluje(ta) navzdol. Zato
velja

-mg=ma=—g=a,
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kar nam da diferencialno enacbo

—g=135"(t).

To je najenostavnejsi tip diferencialne enac¢be. Neznano funkcijo s = s(t) poiséemo
z dvakratnim zaporednim integriranjem:

sty = [(d@)dt=[s"{t)dt=[—gdt=—gt+Ch,

2

t
s(t) = fs'(t)dt:f(—gt+01)dt:—g5+01t+02.

Iskana funkcija oziroma polozaj tocke pri metu je dolocen z

t2
s(t) = 95 +Cit+Cs.

Ob upostevanju zacetnih pogojev so = s(0) in vy = v(0) = §'(0) lahko izra¢unamo
konstanti C'; in Cy, s ¢imer dobimo
t2

S(t) = —QE + Uot -+ So ,

pri ¢emer je prvi clen prispevek pospesenega gibanja, drugi ¢len je prispevek enakomernega
gibanja z zacetno hitrostjo vy in tretji ¢len je zacetna viSina sg.
Primer 5.1. Kamen vrZemo navpiéno navzgor s hitrostjo 100m/s.

1. Koliksno pot opravi po 15 sekundah?

Po 15 sekundah se kamen nahaja na visini

2

t
S(t) = —g§ + Uot + So

152
= —107—1—100-15+0

= 37m.

2. Koliksna je bila maksimalna doseZena visina kamna?

Kamen se je nekaj ¢asa dvigal, dokler ni dosegel maksimalne viSine, zatem je
zacel padati. To pomeni, da moramo poiskati maksimum funkcije
t2
s(t) = —105 +100¢,

ki ga izracunamo iz prvega odvoda funkcije:

$'(t) = —10t+100 = 0
t = 10.
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Izracunajmo Se dosezeno visino po 10 sekundah:
s(10) = —101 +100- 10

= 500m.

Definicija 5.2. Diferencialna enacba je enacba, ki vsebuje neodvisno spremenljivko
(z), neznano funkcijo (y) ter njene odvode (y',y",...,y™ ).

Ce je v diferencialni ena¢bi neznana funkcija odvisna od ene same spremenljivke,
je diferencialna enacba navadna, sicer je diferencialna enacba parcialna. Nas bodo
zanimale le navadne diferencialne enacbe.

Stopnja najvisjega odvoda v diferencialni enacbi se imenuje red diferencialne
enacbe. Enacba

F(z, ¢,y .y™) =0

je navadna diferencialna enacha n-tega reda. ReSitev diferencialne enacbe je vsaka
funkcija, ki zadosca diferencialni enachi.

Primer 5.3. 1. Poiséimo resitev diferencialne enacbe iy’ = x.

Resitev te diferencialne enache je oblike y = %xQ + C, kjer je C' poljubna
konstanta iz IR.

2. Naj bo dana diferencialna enacba y” + y = 2e®. Pokazi da so funkcije
h = e’ )
Yo = €4 cosz,
y3 = e+ Cicosx + Cysin

njene resitve.

Za vsak primer posebej izracunamo drugi odvod in ga pristejemo funkciji.
Funkcija y3 je najbolj splosna resitev diferencialne enacbe in vsebuje prvi dve
resitvi.

Konstante v resitvi diferencialne enac¢be imenujemo parametri. Pravimo, da
reSitve sestavljajo  parametricno druzino funkcij, ki jo imenujemo splosna resitev
diferencialne enacbe. Za konkretno vrednost konstant dobimo posebno ali partiku-
larno resitev. Partikularna reSitev je lahko doloc¢ena z zahtevo, naj ima resitev
y v izbranih tockah x; vrednost y;. Zahtevam y(x;) = y; pravimo zacetni pogoji
diferencialne enacbe.

Vprasajmo se sedaj obratno, ali je lahko dana parametricna druzina funkcij
reSitev neke diferencialne enacbe.

161



Primer 5.4. Naj bo dana dvoparametricéna druZina funkcij y(x) = Ae* + Be 7,
A, B € R. Preverimo, ali je y resitev kaksne diferencialne enacbe.

Izracunajmo prva dva odvoda funkcije y:
y'(x) = 2Ae*® —3Be 37,
y'(z) = 4Ae* +9Be 3",

Sistem resimo glede na neznanki A in B. Resitev vstavimo v y(x) = Ae*® + Be™3*
in dobimo

y"(z) + ¢/ (z) — 6y(z) = 0.

Ob predpostavki, da je druzina funkcija y vsaj dvakrat odvedljiva, smo nasli diferen-
cialno enacbo, katere resitev je funkcija y.

Poglejmo si geometrijsko interpretacijo resitev diferencialne enacbe. Zacnimo s
konkretnim primerom.

Naj bo dana diferencialna enacba prvega reda
y=y.

Resitev dobimo z nedolo¢enim integriranjem

y(x):/y'(x)dx:/y(x)dx:y(x):C'ex,C'E R.

Izberimo nekaj konkretnih vrednosti za konstanto C' = —3,—2,—1,0,1,2 in 3 in
poglejmo pripadajoce resitve diferencialne enacbe:

—3e*, =2¢e%, —e*, 0, ¥, 2e*, in 3e".
Njihovi grafi so na Sliki 5.1.

S predpisom
y(x)=Ce€"

je podana enoparametri¢na druzina reSitev diferencialne encbe 3y’ = .

Poglejmo na ta primer malo drugace in sicer je z
Yy =9

dolo¢en odvod v poljubni tocki, torej je smerni koeficient tangente k v tem primeru
enak y. Krivulje, dolocene s k = y imenujemo izokline.

Izberimo si ponovno nekaj konkretnih vrednosti, tokrat za smerni koeficient k =
—3,—2,...,2in 3. Na vsako izoklino £ = y nariSemo odseke tangent, katerih smerni
koeficient je k. Daljice nam predstavljajo potek resitev diferencialne enacbe, kar
vidimo na Sliki 5.2.
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Slika 5.1: Resitve diferencialne enacbe y' = y.

2
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Slika 5.2: Izokline diferencialne enacbe y' = y.

Poglejmo Se vse skupaj za poljubno diferencialno enacbo prvega reda. Diferen-

cialno enacbo
F(x,y,y') =0

zapiSemo v eksplicitni obliki
y = f(z,y).

S tem dobimo formulo za racunanje odvoda v tocki (zg,y(xo) = vo). Ta odvod
doloca smer tangente na tisto resitev diferencialne enacbe v tocki (o, yo), za katero
je v’ = f(xo,y0). Pravimo, da je s predpisom

y' = flz,y)
doloceno smerno polje. Definirajmo Se izokline v sploSnem.

Definicija 5.5. Izokline diferencialne enacbe y' = f(x,y) so krivulje, podane z
enacbami f(z,y) =k, kjer k € R.

Vsaka resitev diferencialne enacbe, ki seka izoklino f(x,y) = k, ima v preseciscu
tangento s smernim koeficientom k.
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Primer 5.6. Narisimo smerno polje diferencialne neacbe

Yy —xy=0.

Najprej izrazimo y' = —zy. Smerno polje vidimo na Sliki 5.3.

B N )
|
[ Y P I I I

FrrF o T

Slika 5.3: Izokline oziroma smerno polje diferencialne enacbe y’' = y.

Izpeljemo lahko preprosto numeri¢no metodo za iskanje priblizka resitve difer-
encialne enacbe.

Naj bo (zg,yo) zacetna tocka, ki pripada neki resitvi diferencialne enacbe. Tedaj je

ko = f(z0, o) -

Nadalje naj bo
xr|1 =g+ h,

ter pois¢imo pripadajoci y; in sicer velja
Y1 ="Yo +y'(xo) h =yo+koh = yo+ f(20,90) .

Postopek ponavljamo in skozi dobljene tocke interpoliramo funkcijo. To metodo
imenujemo Fulerjeva numeriéna metoda:

(x0,%0) ... zaCetna tocka
Trr1 = xp+h
Yr41 = yr—i_f(xT:yT)har:O:laQ:"'

Primer 5.7. Z FEulerjevo numeri¢no metodo poiséimo resitev diferencialne enacbe
y' =xy, cejey(0) =1 in je korak h =0.2.

Zacetna tocka je xg = 0 in yo = 1. Ker je f(z,y) = xy, racunamo naslednje tocke
zar=20,...,4 po formulah

Try1 = 2 +0.2
Y1 = Yr+022,y,.
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Dobimo tabelo tock

5.2 Diferencialne enacbe prvega reda
V tem razdelku bomo obravnavali diferencialne enacbe, ki vsebujejo samo prvi odvod
neznane funkcije.

Splosna oblika diferencialne enacbe prvega reda je

F(x,y,y)=0.

Poglejmo razlicne tipe diferencialnih enach prvega reda.

DIFERENCIALNE ENACBE Z LOCLJIVIMA SPREMENLJIVKAMA:

y' = f(x)g(y)
: : o : . dy .
Pri tem sta f(x) in ¢g(y) poljubni zvezni funkciji. Upostevamo y' = 7, B
x
integriramo:
y = [flx)g(y)
dy  _
dy
— = | f(z)dx.
/ 9(y) J 7@

Primer 5.8. Poiscimo splosno resitev diferencialne enacbe iy’ = ycosx.

dy

= /cosxdx
)

Iny = sinx+D

y = esinerlnD
y = Cesinax
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Primer 5.9. Masa snovi m se pri radioaktivnem razpadu spreminja v skladu z difer-
encialno enacbo

dm = —fpmdt,
kjer je t cas razpada, 3 pa koeficient, odvisen od snowvi.

1. Poiscimo splosno resitev diferencialne enacbe.

dm = —pmdt
I
Inm = —pBt+ D

m = e PttnC
m = Ce .

Splosna resitev diferencialne enacbe je torej m(t) = Ce Pt
2. Pois¢imo partikularno resitev pri zacetnem pogoju m(0) = my.
mg = m(0)=CeP'=C in
m(t) = moe P,

3. Poisc¢imo razpolovni ¢as T glede na zacetni pogoj iz tocke b).

Ker je T razpolovni ¢cas, velja m(T') = $my.

1
m(T) = mee P’ = 5 Mo
1
T _
‘ 2
—pT = ln%
1
r - “a_ In2
p p
HOMOGENA DIFERENCIALNA ENACBA:
)
e -
v =7C)
: N Ly _ y(o) . B
Vpeljemo novo spremenljivko u = = oziroma u(x) = =—=. Tedaj je y(z) =
x

u(z)x in ¢ (z) = v (x)x + u(z) oziroma krajse y' = v’z + u.
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vr+u = f(u)

Z—Zx = f(u)—u
du _ dx
Far—u = w

Dobili smo diferencialno enacbo z locljivima spremenljivkama, ki jo naceloma
znamo resiti.

Primer 5.10. Poisc¢imo splosno resitev diferencialne enacbe y' = - i_ g
Preoblikujmo diferencialno enacbo: Y
, w4y 142
r—y 1-%

.. Yy . . o . . .
Vpeljimo u = = in upoStevamo ¢y’ = v'x + u, s ¢imer dobimo novo diferencialno

enacho, ki je tipa z lo¢ljivima spremenljivkama:

, 1+ u
ur+u =
1—u
du 1+u
—x = —u
dx 1—wu
du 1+ u?
—2x —
dx 1—wu
/1—u B dx
14+u2 T

/ 1 / U B dx
14+ u? 1+u2 x

atanu — In(1+v?) = Inz+C

2
atang = In4/1+ <£) +Inz+C
T V T

2( 2 2
X i
atan? = Iny/224+y>+C.
X
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LINEARNA DIFERENCIALNA ENACBA PRVEGA REDA:

Y + flx)y = g(x).

Tu sta f in g poljubni zvezni funkciji. Obravnavajmo najprej primer, ko je
g(x) = 0. Dobimo diferencialno enacho

Y+ flx)y=0,

ki jo imenujemo homogena linearna diferencialna enacba. To je diferencialna enacba
z locljivima spremenljivkama, ki jo znamo resiti:

y = —f(@)y
d—yy = —f(x)dx
dy
— = — [ f(z)dx
Yy
Iny = —F(x)+ D
y = efF(x)JrlnC
y = CeF@

Resitev homogenega dela bomo oznacili z yy:
YH = CG_F(:E) s

kjer je F(z) = [ f(z)dz.

Zanima nas, kako bi poiskali splosno resitev originalne linearne diferencialne
enacbe. V ta namen si poglejmo naslednji izrek, ki velja tudi za diferencialne enache
vijega reda.

Izrek 5.11. Ce je yp kaksna partikularna resitev linearne diferencialne enacbe in je
yg resitev pripadajoce homogene linearne diferencialne enacbe. Potem je funkcija

Yy=yp+tyYn
tudi resitev linearne diferencialne enacbe.

Dokaz.
Vstavimo funkcijo y = yp + yg v levo stran linearne diferencialne enacbe vy’ +

f(x)y = g(x):

v+ fx)y = Wp+yy) + f(@)(yp +yn)

= (yp + f(@)yp) + Wy + f(x)yu)



Obliko partikularne resitve lahko veckrat uganemo na osnovi oblike funkcije g in
v ta namen uporabimo razlicne nastavke. Poglejmo si primer.

Primer 5.12. Pois¢imo splosno resitev diferencialne enacbe

Y + 2y = 42°.
Resimo najprej homogeni del:
y +2y=0.
o= 2
v = _9ody
y
d
- -2 [dx
)
Iny = —2z+4+InC
Yg = Ce 2,

Partikularno resitev poskusimo poiskati z nastavkom yp = az? + bz + c. Tedaj je
Yp = 2ax + b. Vstavimo v diferencialno enacbo:

20z + b+ 2ax? + 2bx + 2¢ = 4x?

20=4=a=2
a+b=0=>b=-2
b+2c=0=c=1

yp = 22% —2x + 1.

Splosna resitev je
y=1yp+yg =22 —20+14+Ce >,

Namesto ugibanja lahko za iskanje neke partikularne resitve yp linearne diferen-
cialne enac¢be uporabimo metodo variacije konstant.

Uporabimo nastavek
Yyp = C(x)yH,l 5

kjer je ym1 partikularna resitev homogene linearne diferencialne enacbe za C' =1,
torej yp1 = e @ Torej je nastavek

yp = C(z)e '@
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kjer je F'(z) = [ f(x)dx. V bistvu v splo$ni resitvi homogene linearne diferencialne
enacbe zamenjamo konstanto C' z neznano funkcijo C(x). Funkcijo C(z) bomo
dolocili tako, da bo yp partikularna resitev linearne diferencialne enacbe. Nastavek
vstavimo v originalno linearno diferencialno enacbo:

C'(x)ym + C(x)y}{,l + f(@)C(x)yr, = g(o)

C'(@)yna + C@) Wy + f(@)yua] = g(2)
i = 9@
C( ) YH 1

in zato

Torej je
yp = yH,l/g(I)eF(x) dx = €_F(x)/g($)€F(x) dx
iskana partikularna resitev, splosna resitev linearne diferencialne enacbe pa je
Y=Yy +yp= eF(‘”)/g(x)eF(‘”) dx + Ce @
Primer 5.13. Poiscimo splosno resitev diferencialne enacbe
vy +y=1+Inz.

Najprej pois¢imo resitev homogenega dela ygy

ry = Y
dy dx
y x
Iny = —lnz+C
y = z71 ¢
D
D
Yo = — -
x

7, metodo variacije konstant pois¢imo Se partikularno resitev yp

yp = Dix)
yh = D’(x)xe—D(x)'
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Vstavimo v diferencialno enacbo

xLY@ﬂx—-fo)%_LKx) = 1+Inz

D'(z) = 1+Inz
D(z) = [(1+Inz)dx
D(zx)=zInzx

yp =Inzx.
Skupna resitev je

D
y=wﬁwp:;+Mx.

BERNOULLIJEVA DIFERENCIALNA ENACBA:

Y + fo)y = g(x)y®.

Tu sta f(z) in g(x) zvezni funkciji, pri ¢emer je g(z) # 0. Za a = 0 dobimo
linearno diferencialno enacbo, za o = 1 pa homogeno linearno diferencialno enacbo,
zato privzamimo, da je « razlicen od 0 in 1.

Delimo diferencialne enacbe z y“:

Yy + fle)y' ™ = g(@)
in vpeljimo novo spremenljivko z = '@ kjer je 2/ = (1 — a)y~*y"

Z/

+ f(x)z = g(x)

11—«

74+ (1 —-a)f(x)z=(1-a)g(x).

Dobili smo linearno diferencialno enac¢ho za neznano funkcijo z. Po prejsnji metodi
jo resimo in nato upostevamo povezavo med y in z.

Primer 5.14. Pois¢imo splosno resitev diferencialne enacbe

zy?y +y> = xcosz.

Delimo enac¢bo z zy?

cos T
y+2 o= =
T Yy
y’—i—g = cosxzy 2,
T
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kar pomeni, da je to Bernoullijeva diferencialna enacba za o = —2. Delimo je z y~2,
kar je ekvivalentno mnozenju z >

vy 2+ = cosz.
x
Vpeljemo novo spremenljivko z = y! — (=2) = y3, kater odvod je 2/ = 3y%y in
vstavimo
2 N z
—+Z = cosx
3
3z
24+ — = 3cosz.
x

Dobili smo linearno diferencialno enacbo in najprej pois¢imo resitev homogenega
dela zgy

3
S =

x

d d

dz __gdr

z x

Inz = -3lnx+C

z = a3 ¢
—~~
D

zg = Dz3.

7 metodo variacije konstant pois¢imo partikularno resitev zp
zp = D(z)z™3
2 = D'(x)x™3—3D(x)z™*.

Vstavimo v diferencialno enacbo

3D -3
D'(z) 23 = 3D(x)xz™* + 3D(@)z™ = 3cosx
x
D'(z) = 3coszx®

D(z) = [3cosza®dx
D(z) = 3(3(2®> —2)cosx+ x (2? —6)sinx) .

Nedoloceni inegral izracunamo s trikratno uporabo integracije po delih, a smo po-
drobnosti izpustili. Partikularna resitev je

Zp =

3(3(2*—2)cosx + x (2% — 6)sinx)
x3 '
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Skupna resitev je
Z = zg+zp

D 33 (z*—2)cosz +x(z* —6)sinz)
prl 3
T T

D+3(3(z* —2)cosz +z (z? — 6)sinz)
3 ‘

Upostevamo Se zvezo med y in z

€/D+3(3 (2% — 2)cosx + x (2% — 6) sinx)
3

Y/D+3(3 (22 —2)cosz +z (22 — 6) sinx)
" .

5.3 Linearne diferencialne enacbe drugega reda
Sedaj nas zanimajo diferencialne enacbe, ki poleg prvega vsebujejo tudi drugi odvod
neznane funkcije.
Splosna oblika diferencialne enacbe drugega reda je
F(z,y,y,y") =0.
Nas bodo zanimale le linearne diferencialne enacbe drugega reda
y" +ai(2)y + ao(z)y = f(). (5.1)

Tu so ay(x), ax(z) in f(x) zvezne funkcije. Ce postavimo, da je f(z) = 0, iz (5.1)
dobimo pripadajoco homogeno enacbo:

v+ ai(2)y + ag(x)y = 0. (5.2)

Izrek 5.15. Ce sta funkciji y, in ys resitvi diferencialne enacbe (5.2) ter Cy in Cy
poljubni konstanti, tedaj je tudi funkcija

ya = Ciy1 + Cayp

resitev diferencialne enacbe (5.2).
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Dokaz. Ker sta y; in yo resitvi diferencialne enacbe (5.2), je:
yi1 +ai(z)y; +ao(r)yr =0 in
ys + a1 (2)ys + ao(z)y2 = 0.
[zracunamo prvi in drugi odvoda yy:

Olyi + OQyé )

Cryf + Cayy -
Vstavimo v (5.2):

(Cryy + Cayy) + a1(x)(Cry; + Cays) + ao(x)(Cryr + Coyp)

=y (1 +ai(z)y; + @0($)912+?2(y§/ + ai(2)y; + ao(2)y2)

0 0
=0.
Zato je yg = Cry; + Coys resitev diferencialne enacbe (5.2). [ |

Zanima nas, ali je to tudi splosna resitev diferencialne enacbe (5.2). Naj za iy
in yo velja yo = ky1, k € R. Tedaj

Ciyr + Coyp = Ciyr + Cokyr = Cyy .

Namesto dvoparametri¢ne druzine resitev dobimo enoparametri¢no, zato Cy;+Cays
v tem primeru ni splosna resitev diferencialne enacbe (5.2).

Kaj mora veljati za C'; in Cy, do bo Chy; + Csys splosna resitev diferencialne enacbe
(5.2).

Definicija 5.16. Ce je y» = kyy, k € R, pravimo da sta y; in ys linearno odvisni
resitvi diferencialne enacbe. V nasprotnem sta linarno neodvisni.

Dvoparametri¢no druzino resitev dobimo takrat, ko sta y; in y, linearno neodvisni
funkciji. Zato velja naslednji izrek.

Izrek 5.17. Ce sta funkciji yy in yo linearno neodvisno resitvi diferencialne enacbe
(5.2) ter Cy in Cy poljubni konstanti, tedaj je

Ciyr + Caye

splosna resitev diferencialne enacbe (5.2).

Izrek 5.18. Ce je yp partikularna resitev linearne diferencialne enacbe drugega
reda, y1 in Yo pa linearno neodvisni resitvi njenega homogenega dela. Tedaj je

y=yp + Ciy1 + Coy

splosna resitev linearne diferencialne enacbe drugega reda.
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Dokaz. Velja
yp + ar(®)yp + ao(z)yp = f(z),

Yy + a1 (z)y) +ag(x)yr =0,

Yy + a1 (x)yh + ao(x)y2 = 0.

Naj bosta 'y in C5 poljubni realni stevili in

y=1yp+ Ciyr + Cays .

Tedaj je
Y =yp + Cry) + Coys,
y" = yp + Cryi + Coyy
i zato

y' +ar(@)y +ao(z)y = (yp + Cryf + Cayy)
+a(z)(yp + Cryf + Cays) + ao(x)(yp + Cry1 + Caye)
= (yp + ar(2)yp + ao(®)yp) + C1(yf + ar()ys + ao(@)y1)
+ Ca(yy + a1(x)ys + ao()y2)
= f(z).

To pomeni, da je y resitev linearne diferencialne enachbe drugega reda. Ker sta v
njej konstanti C'; in Cy poljubni, funkciji y; in y, pa linearno neodvisni, je druzina
funkcij yp + Chy; + Cays res splosna resitev. | |

Poglejmo najprej, kako poiséemo partikularno resitev yp (nehomogene) linearne
diferencialne enacbe. Uporabimo isto metodo kot pri linearni diferencialni enacbi
prvega reda in sicer metodo variacije konstant. V splosni resSitvi homogenega dela
linearne diferencialne enacbe drugega reda yy = Ciy; + Coys zamenjamo konstanti
s funkcijama Cy(x) in Cy(x), s ¢cimer dobimo nastavek

yp = Ci(z)y1 + Co(x)y2 -
Neznani funkciji dolocimo tako, da zadoscata pogoju
Ci(@)yr + Ca(x)y2 = 0.
Izracunajmo prvi in drugi odvod yp:
yp = Ci)y+ Cy(x)y2 + Cilz)y) + Colz)yy = Cr(z)yy + Ca(z)ys
yp = Ci@)y + Ci(@)ys + Cr(@)yf + Ca(x)ys -
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Ce hoéemo, da bo yp partikularna resitev linearne diferencialne enacbe, mora zadoséati
f@) = yp+a(@)yp + ao(v)yp
= Ci(@)y; + Co(@)yy + Cr(@)y) + Col@)ys + a1 (2)(Cr(z)yy + Ca()ys)
+ao(x)(C1(z)yr + Ca(x)ye)

= Ci(@) (Y + ar(@)y) + ao(x)yr) + Ca(2) (Y5 + a1 (x)ys + ao(z)ys)
0 0

+C1(@)y) + Ca(x)ys
= Ci(@)y) + Co(x)ys -
Variacija konstant da sistem enach
Ci(x)yr + Ca(x)'ya =0
Ci(x)ys + Cy(x)yy = f(x) .
Izkaze se, da je ta sistem enoli¢no resljiv, ker sta y; in ys linearno neodvisni resitvi.

Bolj problematicno je iskanje resitev y; in y, homogenega dela linearne diferen-
cialne enacbe drugega reda. Zal ni splosne metode, ki bi resila ta problem. V ta
namen se bomo sedaj omejili na enacbe (5.1), kjer sta funkciji a;(z) in ag(z) kon-
stantni. Imenujemo jih linearne diferencialne enacbe drugega reda s konstantnimi
koeficienti. Podobno so definirane tudi linearne diferencialne enacbe visjega reda s
konstantnimi koeficienti.

5.4 Linarne diferencialne enacbe visjega reda s
konstantnimi koeficienti

Poglejmo si najprej linearno diferencialno enacbo drugega reda s konstantnimi koe-
ficienti

Y +ay +ay = f(x),

pri cemer sta sedaj koeficienta a; in a( realni stevili, torej konstanti. Resitve njenega
homogenega dela

Y +ay +ay =0
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is¢emo med funkcijami e**, kjer je A neznani koeficient:

y = e)\ﬂ?
y/ =\ eAx
y// — )\2€>\:c

A2kt gy ek + agekt =0
A2+ a1 X +ag)e* =0

N +ad+a=0.

Polinom A\? + a;\ + a¢ imenujemo karakteristicni polinom. Ce sta \; in Ay nicli
karakteristicnega polinoma, tedaj sta y; = e*® in y, = 2% regitvi homogenega dela
diferencialne enacbe.

Glede na vrsto nicel karakteristicnega polinoma lo¢imo tri moznosti.

(i) Nicli A\; in A sta realni in razli¢ni.

Resitvi homogenega dela diferencialne enacbe sta potemtakem y; = eM? in
Yo = 2%, Ce ho¢emo, da bo

Ciyr + Caya

splosna resitev homogenega dela diferencialne enacbe, morata biti y; in ys
linearno neodvisni funkciji. Njun kvocient

AT
ho_e" _ e(M1—A2)z

Yo e

je eksponentna funkcija, zato sta to linearno neodvisni resitvi in splosna resitev
homogenega dela je

yg = C’le’\lx + CQGAQQC , 01, CyeR.

Nicli sta konjugirani kompleksni par.
Naj bo \; = a +ib in Ay = a — ib. Tedaj sta

Y = €(a+ib):v in Yo = 6(a—ib)ac
partikularni resitvi. Njun kvocient je
& €(a+ib)x b

Yo - ela—ib)z =€

in ni konstanten, zato sta resitvi linearno neodvisni. Splosna resitev je torej

Yy = Cle(aJrib)x + CQG(afib)x
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oziroma
b —ib
yg = e (C1e™ + Coe™").

Izkaze se, da lahko najdemo konstanti Dy in D, taki, da je

C1e™ + Coe™™ = Dy cos(bx) + D, sin(bx).

Tako lahko splosno resitev zapiSemo kot
yy = €**(Dy cos(bx) + Dy sin(bx)) .

Sedaj sta e®* cos(bx) in e*®sin(bx) partikularni resitvi. Ker njun kvocient
cot (bx) ni konstanten, sta linearno neodvisni.

(iii) Nicla je realna in dvojna.

Naj bo A\g dvojna nicla karakteristicnega polinoma. Tedaj je ena partikularna
resitev y; = €M%, Pokazimo, da je y» = 2e%® druga partikularna resitev.
Najprej izracunajmo oba odvoda:

yh = eMT 4 N\gzeM® = eMT(\gx + 1)

Yy = Mo (Nox 4 1)+ Age" = Xoe (Ao z +2).

Le-ta vstavimo v homogeni del diferencialne enacbe:
)\06)‘01(/\0 T+ 2) + ale)‘”(/\o T+ ].) + CL()ZE@AO;E

= eMT[(A\ 4+ 2a1 00 + ag) 7+ (20 + a1)]

(. J N S
-~ -~

0 0

=0.

Prvim oklepaj je enak 0, ker je Ay nicla karakteristicnega polinoma. Ker je \g
dvojna nicla, je v tej tocki odvod karakteristicnega polinoma enak 0:

0= ()\2 + al/\ + CL())/()\()) = (2/\ + (ll)()\o) = 2)\0 +a.

Torej lahko splosno resitev zapisemo kot
yu = CLe™ + Coze™™ .
Ker je kvocient partikularnih resSitev enak x, sta le-ti linearno neodvisni.
Primer 5.19. Dana je linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti

y"' — 4y =8x.
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1. Poisc¢imo splosno resitev diferencialne enacbe.
Nastavimo karakteristi¢ni polinom
N —4=0.

Njegovi nicli sta
M =2 A=-2.

Splosna resitev homogenega dela je
yg = Cre* + Cye .
Partikularno resitev poiséemo z metodo variacije konstant
yp = Cy(z) e** + Cy(z) e "
Ci(z)e* + Ch(z)e ™ = 0

201 (x) e** — 2C%(z) e * = 8.

Resimo sistem enach tako, da prvo enacbo pomnozimo z 2, ju sestejemo in
izracunamo C'(z)
Ci(x) = 2xe™

Ci(z) = [2xe*dx

1
= —(=1—-2x)e .
S(-1—22)e

Uporabimo prvo enacbo v sistemu enacb variacije konstant in izracunamo Se
najprej C(x), zatem pa tudi Cy(x)

Cyfa) = —Cifa) e
= —2ze*
Co(z) = [(—2ze*)dx
1
= —(1—2x)e*.
(- 21)e
Partikularna resitev je
1 —2z 2% 1 2z 2z
yp = 5(—1—21‘)6 e +§(1—21‘)6 e

= 2.

Splosna resitev je
Yy = yu+yp

= e + Yy e — 2x.

179



2. Poiscimo tisto resitev diferencialne enacbe, ki zadoSca zacetnima pogojema
y(0) =0 iny'(0) = 4.

Izracunati moramo odvod resitve diferencialne enacbe
Yy =2C1e*® —2C,e % — 2.
Upostevamo pogoja in izracunamo iskani konstanti

y(O) = 01 + CQ =0
y(0) = 20, —2C,—2=4
Cl - 3

Cy, = —3.

Iskana resitev je

Poglejmo si Se diferencialne enacbe visjega reda. Linearna diferencialna enacba
n-tega reda s konstantnimi koeficienti je oblike

any™ + an 1y 4+ ary +ap = f(2),

Ce postavimo f (x) = 0, dobimo homogeni del linearne diferencialne enacbe vigjega
reda. Karakteristi¢ni polinom je

A A"+ apy AN g N FagA=0.

Resitve homogenega dela dobimo iz nicel karakteristicnega polinoma in sicer na enak
nacin kot pri diferencialni enacbi drugega reda. Poglejmo si to na primeru.

Primer 5.20. Poisc¢imo splosno resitev homogene linearne diferencialne enacbe 4.
reda s konstantnimi koeficients

y D —y=0.
M—1=N-DN+1D)=A=-1DA+1)(XA—=9)(X+1)
Yy =e*

Yp=¢€""

ys = €% cos(lz) = cosw

ys = % sin(lx) =sinz
ya = Ciyr + Coyz + Csya + Caya

yg = C1e” 4+ Coe™ + C3cosx + Cysinx .
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Poglejmo si Se variacijo konstant za linearne diferencialne visjega reda. Naj bo

ya = Ciyr + Coyp + - - + Cryy

resitev homogenega dela linearne diferencialne enache n-tega reda s konstantnimi
koeficienti. Partikularno resitev nehomogene diferencialne enacbe is¢emo z nas-
tavkom

Yyp = 01(33)% + 02(33)y2 + e+ Cn(x>yn .

Variacijo konstant sestavlja naslednji sistem enach:

Ci(x)yr + Co(x) Y2 + -+ + Cp(2) 'y = 0
Cl(z)y; + Cy(x)yy + -+ C(2)y, = 0

n

Ci(@)yl + Cy(x)yy + -+ Cha)y, = 0

C{(x)yinil) + Cé(g;)yénﬂ) N C;(xwr(lnfl) — 0
C{(m)yﬁ”) + C’é(m)yé”) NI C'fz(x)yfl”) — f(x).

V njem so neznanke odvodi C(x), C4(x), ..., C! (z), funkcije C}(z), Cy(x), ..., Cp(x)

pa dobimo z nedolocenim integriranjem odvodov.

Primer 5.21. Poiscimo splosno resitev homogene linearne diferencialne enacbe 4.
reda s konstantnimi koeficienti

y@W —y =sinz.
Vemo, da je yg = C1e”+Che "+ C5 cos x4 Cy sin z, zato iS¢emo partikularno resitev

v obliki
yg = Ci(x)e” + Co(x)e™™ 4 C3(x) cosw + Cy(x) sinw .

Uporabimo variacijo konstant:

Ci(z)e” + Ch(x)e ™ + Ci(x) cosx + Cj(z)sinz = 0
Ci(z)e* — Ch(z)e ™ — Ch(x)sinx + C(x)cosxz = 0
Ci(z)e* + Ch(x)e ™ — C4(x) cosx — Cy(x)sinx = 0

Cl(x)e” — Ch(x)e ™ + Ci(x)sinz — C(x)cosz = sinz

2C%(z)e ™ + Ci(x)(cosx +sinx) + Cj(z)(sinx —cosz) = 0
2C%(z) cosx + 2C)(z)sinz = 0
2C%(x)e ™ + C%(x)(cosx — sinx) + Cy(z)(sinx 4+ cosz) = —sinzx
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2C%(z) cosx + 2CY(z)sinz = 0
C4(z)(cosx +sinx — cosz + sinx)+

Ci(z)(sinx — cosx —sinz — cosz) = sinx

2C%(z) cosx + 2C)(z)sinz = 0

2C%(z)sine — 2C)(z) cosz = sinx

204 (x) cosxsinz + 2C)(z) sin®z = 0

2C%(z) sinz cosw — 2C)(x) cos?z = sinzcosw
204 (x)(sin*z + cos’ 1) = —sinzcosz
Ci(z) = —isinzcosz

7 nedolocenim integriranjem izracunamo vse Stiri neznane funkcije:

Cy(z) = [—3sinzcoszdr = g cos(2x)

1 — cos(2x) 1/ sin(2x)
Cs(x) = f%fdxzi(_ 5 T2
Cy(z) = [—ie"sinzdr = —ze"(sinz — cosx)
Ci(z) = [ie"sinzdr=—ge "(sinz + cosz).

Tako je

xr cosxr 3xrsinx

T T T

in splosna resitev je

cos 3 si
?JZC1€$+02€_“"+Cgcosx+(]4sinx+I 1 L xsgmx

Sedaj znamo poiskati resitev poljubne linearne diferencialne enacbe s konstant-
nimi koeficienti. Pri posebnih oblikah funkcije f(z) lahko za iskanje partikularne
resitve yp namesto variacije konstant uporabimo doloceni tip nastavka, ki hitreje
privede do resitve. Naj bo

any'™ + an 1y - Fay +ag = f()

linearna diferencialna enacba n-tega reda s konstantnimi koeficienti. Pripadajoci
karakteristi¢ni polinom ima n realnih ali kompleksnih nicel. Na osnovi nicel karak-
teristicnega polinoma dobimo resitev homogenega dela yy. Poglejmo si nastavke za
iskanje partikularne resitve yp glede na obliko funkcije f.
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(i) f(z) = Pn(x)e*®, a ni nicla karakteristicnega polnima.

Tu je Py, (z) polinom stopnje m. Partikularno resitev is¢emo z nastavkom
Yyp = Cx?m(l‘)eomc )
kjer je Q(x) polinom z neznanimi koeficienti stopnje kve¢jemu m.

(i) f(x) = Pn(x)e™, a je k-kratna nicla karakteristi¢cnega polinoma.

Partikularno resitev is¢emo z nastavkom

ax,k

yp = Qm(z)e™ ",
kjer je @Q.,(z) polinom z neznanimi koeficienti stopnje kvecjemu m.
(iii) f(x) = e** (P, cos(Bx) + Pn,sin(fz)), o £ i ni nicla karakteristicnega pol-

nima.

Partikularno resitev is¢emo z nastavkom

yp = €*(Qm(z) cos(fr) + Ry (z) sin(6z)),

kjer sta Q,(x) in R,,(x) polinoma z neznanimi koeficienti stopnje kvecjemu
m in je m = max{my, mo}.

(iv) f(z) = e**(Py, cos(fz) + P, sin(fx)), a £ if je k-kratna nicla karakter-

isticnega polnima.

Partikularno resitev is¢emo z nastavkom

yp = " (Qm(x) cos(Bx) + Ry, (x) sin(Bz))z*

kjer sta Q(x) in R,,(x) polinoma z neznanimi koeficienti stopnje kve¢jemu
m in je m = max{my, mo}.

Primer 5.22. Poiscimo tisto resitev linearne diferencialne enacbe
y//_y/:2(1_x)’

ki zadosca zacetnima pogojema y(0) =1 in y'(0) = 1.

Karakteristicni polinom je
N —=A=0.
Njegovi nicli sta
A =0, =1.

Splosna resitev homogenega dela je

yg = C1 + Cye”.
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Pri nastavku za partikularno upostevamo, da je stopnja polinoma z neznanimi ko-
eficienti ena in da je @ = 0 enkratna nicla karakteristicnega polinoma

yp = (Az+ B)ze’* = Az*+ Bx
yp = 2Ax+ B
yp = 2A.

Vstavimo v diferencialno enacbo

2A—-2Az—B = 2(1—x)

—2Ar+2A—-B = —2x+2
A =1
B = 0.
Partikularna resitev je
yp = a°.

Splosna resitev je
y = yn+yp=C+Che” + 17,

Izra¢unati moramo Se obe konstanti in v ta namen potrebujemo odvod resitve dife-
rencialne enacbe
y = Cye*+2x.

Upostevamo pogoja in izracunamo iskani konstanti
y(O) = Cl+02: 1

y(0) = Cy=1

Cl == O
Cy, =1
Iskana resitev je
y=e"+2°.

5.5 Uporaba diferencialnih enacb

Pogledali si bomo tri uporabe diferencialnih enach, dve iz fizike in eno iz kemije.
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Prosti pad z upostevanjem zracnega upora

V zacetku tega poglavja smo obravnavali modeliranje prostega pada oziroma
navpicnega meta, pri ¢emer nismo upostevali zracnega upora. Naj bo F} = mg
sila teze in Fy, = —kv? sila zracnega upora, kjer je k koeficient zraénega upora in
v = v(t), kot obic¢ajno, hitrost padajocega telesa. Po drugem Newtonovem zakonu
velja:

F - Fl + F2
ma = muv— kv?
d
m d—j = muv—kv?
dv E
— = v——0".
dt m
Zaradi lazjega integriranja v nadaljevanju vpeljimo b? := % in reSimo diferencialno
enacbo:
dv Vk ko,
R — _ = —
dt m m
dv k
-z - b2— 2
dt m( v’)
dv k
= — | —dt
/1)2 b2 /m
1. v—> k
— = —t+C
2b nv—l—b m +
—b 2bk
m— = - =24+ 2%C
v+b m
v—b _ o2kt 200 g 2k ). 20C
’U +b ) m Y
v—2>b -
v+b

v—>b = De 4 (v+0b)
v(l—De ™) = b(De 4 +1)

De % +1
v = T pew

Dobili smo splosno resitev zacetnega problema. Ce upostevamo zaéetni pogoj
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v(0) = vg, dobimo partikularno resitev
D+1

vo= D

w(l—D) = b(D+1)

Uo—b
U0+b

D = ,
ki se glasi
vo—b —dt
DT+ 1
U(t) = b—;Oer'Uo—b di
~ wotb ©

Ce cas t (teoreti¢no) posljemo v neskon¢nost, dobimo kon¢no hitrost

_ . De %41 mg
vk = lim v(t) = lim b7 = b= /57

Vidimo, da je kon¢na hitrost konstantna.

Do enakega zakljucka pridemo z naslednjim sklepanjem. Telo bo zacelo padati
enakomerno, ko bosta nanj delujoci sili po velikosti nasprotno enaki, to pomeni
mg

mg=kv’*=0v= e

Primer 5.23. Padalec, ki skupaj s padalom tehta 80 kg, je padalo odprl, ko je Ze
padal s hitrostjo 10 m/s. Po preteku 1 minute se mu je hitrost padanja prakticno
ustalila na 5 m/s. Poiséimo koeficient k zraénega upora in hitrost v(t).

vy = 10m/s
v, = bm/s
m = 80kg
m
v, = b= ng
mg 80-10
k = —=—=232
v? 252
D - vo—b:10—5:1
vo+b 10+5 3
2 2-32-
J - kb: 3 5:4
m 80
1+3e ™

3
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Zakon o delovanju mas

Pri konstantni temperaturi velja, da je hitrost kemijske reakcije premosorazmerna
produktu koncentracij reaktantov, ki reagirajo. Za dvomolekularno reakcijo

A+B—- M

naj bo v enem litru a molov snovi A in b molov snovi B. Ce je y = y(t) stevilo
molov na liter, ki so v ¢asu t zreagirali, tedaj je hitrost reakcije doloc¢ena z

W ke —n)-).

Pois¢imo resitev te diferencialne enac¢be ob predpostavki, da je a # b in je y(0) = 0.

dy
I — kla—u)(b—
T (a—y)(b—y)
dy
———— = kdt
(a—y)(b—y)
Razstavimo na parcialne ulomke
1 A B
e — 4+ —
(a—y)(b—y) a—y b-y

1 = Ab—y)+ Bla—1y)
1 = y(—A—B)+ Ab+ Ba

A+B = 0= A=-B

Ab+Ba = 1 = B= —A.

a—>
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Nadaljujmo z reSevanjem diferencialne enacbe:

dy /
— = kdt
/ka—ww—y)
1 dy 1 dy /
= kdt
b—a/a—y+a—b/b—y

1

In(a —y) — In(b — = kt+C
— (e —y) — —In(b -y +
1 a—y
1 = kt
a—bnb—y +C
a-y _ ela=b) kit ,(a=b)C
b—y
C7Y _ pela-bkt
b—vy

a—y = Del Dk (h_y)

Dbela=bt)kt _ g
Dela=b)kt _ 1 °

7, upostevanjem zacetnega pogoja dobimo partikularno resitev:

Db—a

0) = =0 D= —
y(0) D1 = 2
gbe(afb)kt —a

y(t) = ba ( b)kt
36“_ -1
(afb)kt_l
y(t) = ab—

qgela=b)kt _p"°

Nihanje na spiralni vzmeti

Telo z maso m, ki visi na spiralni vzmeti, v navpi¢ni smeri premaknemo za x
iz mirujoce lege. Vzmet se upira deformaciji s silo F}, ki je premosorazmerna z
odmikom z:

Flz—bl', b>0.

Predznak je negativen, ker sila deluje v nasprotni smeri od odmika x. Ko telo
spustimo se zacne gibati proti mirujoci legi s hitrostjo

dz ,

v=—=2a.
dt
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Gibanju telesa se upira snov, v kateri sta telo in vzmet (to je lahko bodisi zrak, plin
ali kapljevina), s silo Fy, ki je premosorazmerna s hitrostjo v:

Fy=cv=—ca',c>0.

Po drugem Newtonovem zakonu velja

F = F + F
ma = —bx—ca
mz’' = —b—ca
b
S Ze = 0.
m m

Dobili smo diferencialno enacbo drugega reda s konstantnimi koeficienti. Za lazje
reSevanje vpeljimo
b
S =2k in —
m m
Sedaj resujemo diferencialno enacbo

=w?.
2+ ko +wir=0.
Pois¢imo nicli karakteristicnega polinoma

MN4+EkEd4+w? = 0

—2k + V4k? — 4w?
2

A2 = = —k+Vk2-—w2.

Glede na odnos med k in w lo¢imo tri moznosti (naj bo r* := k* — w?):
(i) k* > w?
V tem primeru imamo dve razlicni realni nicli karakteristicnega polinoma
AMg=—k=xr
in resitev diferencialne enacbe je
x(t) = CpelTFIE 4 Oy ekt
(i) k? < w?
V tem primeru imamo konjugirani kompleksni nicli karakteristicnega polinoma
Mg =—k*£ir
in resitev diferencialne enacbe je

x(t) = Cre ™ cos(rt) + Coe ™ sin(rt).
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(ifi) &2 = w?

V tem primeru imamo dvojno realno niclo karakteristicnega polinoma
)\172 - —k
in reSitev diferencialne enacbe je

z(t) =Cre * 4 Cye ™t

Ce na vzmet delujemo s periodi¢no zunanjo silo
F= F() sm(ﬁt) s
dobimo nehomogeno diferencialno enacbo

2" + k' +wr = Fsin(ft).

5.6 Naloge

DIFERENCIALNE ENACBE PRVEGA REDA
1. Narisi izokline in doloc¢i smerno polje za DE
, 1
Yy —y= 5"

2. Narisi izokline in doloci smerno polje za DE

/ y_337
y = .
x + 3y

3. 7 Eulerjevo metodo poisci resitve DE
(I+a%)y =1-2y
na intervalu [—1,0], ¢e je y(—1) = —1 in upostevamo h = 0.2.

4. Poisci splosno resitev DE

5. Resi DE



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Resi DE
zy —y=1y".
Poiséi tisto resitev DE
P Y
y==(1+Iny—Inx),
x

ki zados¢a zacetnemu pogoju y(1) = 2.

Poisci splosno resitev DE

— 2z
T

xy =y + xtgy
Poiséi tisto resitev DE
—zy + 4y + 22°%e" =0,
ki poteka skozi tocko T'(1,1).
Poiséi tisto resitev DE
vy +y=2"lnz,
ki zadosca zacetnemu pogoju y(1) = 0.

Poisci splosno resitev @ = z(t) DE

t(1+t*)dx = (z + at*> — t*)dt .

S pomocjo substitucije z = siny poisci splosno resitev DE

Y +tgy = -
cos Yy

Poisci splosno resitev DE
3
y ——y=2a"Yy.
x
Poisci tisto resitev DE
wyty = 2" +y°,
ki gre skozi tocko T'(1,0).
Poisci splosno resitev DE
/ . 1
3y cosx +ysinr — — =0.
Yy
Poisci tisto resitev DE
zy'lne =y — xy?,

ki gre skozi tocko T'(e, 2ie>
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17. Poiséi splosno resitev DE
y =aYy—a)+ 2
x
s pomocjo subsitucije z =y — x.
18. Dana je DE
! 2 2
x
a) Poisci partikularno resitev dane DE, e ves, da je oblike

ar + 2
Yy = .
T

b) Poisci splosno resitev dane DE.

19. Poisci krivuljo, katere tangenta seka abscisno os v tocki, ki je enaka kvadratu
abscise dotikalisca tangente in krivulje.

20. Krivulja y = y(x) lezi v prvem kvadrantu. V tocki T'(x,y) krivulje narisemo
tangento in ordinato. Trapez, ki ga oklepajo tangenta, ordinata in obe koor-
dinatni osi ima plog¢ino 3a?. Za katero krivuljo gre?

DIFERENCIALNE ENACBE VISJIH REDOV S KONSTANTNIMI KOEFICIENTI

1. Poisci splosno resitev DE:

a) y/// _ 6y// _|__ gy/ — O7
b) ¥ — 8y =0.

2. Poisci splosno resitev DE:

a) y/1_2y/+y:3e2x’
b) ¥ +y =2+

3. Poisci tisto resitev DE

ki zadosca pogojem

4. Poisci splosno resitev DE

y' 4y — 2y = 2xe * + 3x.

5. Poisci splosno resitev DE

2" —bx' + 4z = cht .
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10.

11.

Poisci tisto resitev DE N
Y2y =
x
ki zadosca pogojema y(1) =0 in y/(1) = 1.

Poisci splosno resitev DE

2z
y" =4y’ + 5y = :
cos T
. Poisci splosno resitev DE
" , sinx
y'+y = :
cosx

Poisci splosno resitev DE

"

y" + 4y +4y=e*Inzx.

Poisci splosno resitev DE
y(4) + y/// — 1222
Poisci splosno resitev DE

" " /

y Wty =y —y = de”.
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Poglavje 6
Uvod v linearno algebro

V tem poglavju bomo naredili preskok iz matematicne analize, s katero smo se do
sedaj ukvarjali, v algebro. Spoznali bomo matrike, Se posebej nas bo zanimala
obratna matrika in zato potrebujemo pojem determinante. Nadalje nas bodo zani-
mali sistemi linearnih enacb in pogledali si bomo dva nacina za njihovo reSevanje.
Spoznali bomo preprost primer vektorskega prostora in se naucili iskati lastne vred-
nosti in lastne vrednosti matrike.

6.1 Matrike

V tem razdelku bomo definirali matriko, pogledali racunske operacije z matrikami
in se v nadaljevanju osredotocili na kvadratne matrike in v zvezi s tem na obratno
matriko.

Tabela Stevil

aix Q2 - Qim

ag1 Q22 -+  Q2m
A= )

Ap1 Gp2 - Apm

se imenuje pravokotna matrika, ¢e je n # m in kvadratna matrika, ce je n = m.
Stevila, ki sestavljajo matriko, so elementi matrike. Elementi so lahko realna ali
kompleksna stevila. V nadaljevanju naj bo O obseg realnih ali kompleksnih stevil.
Zavsak1=1,...,n je

[ail ;o ... aim]

i-ta vrstica matrike A in za vsak 7 =1,...,m je



j-ti stolpec matrike A. Za matriko z n vrsticami in m stolpci pravimo, da je reda
n x m. Element a;; matrike A piSemo tudi kot

aij = (A)ij -

Matriki A in B sta enaki natanko tedaj, ko sta enakega reda in imata enake istolezne
elemente:

A =B <& (A)i; = (B)
zavsaki=1,...ninj=1, .. m.
Poglejmo, kako racunamo z matrikami.
(i) Sestevanje matrik

Naj bosta A in B matriki reda n x m. Njuna vsota je matrika A + B, pri
cemer je

Ocitno je vsota matrik enakega reda kot oba sumanda, to je n x m.

Primer 6.1. Pois¢imo vsoto matrik A in B, ce je
1 0 —1 . 2 1 —1
A‘[23—5}m3_l04 5]'
10 -1 n 2 1 —1 B 31 =2
2 3 =5 0 4 5 N 27 0

Sestevanje matrik je komutativno, saj je seStevanje v obsegu O komutativno.
Velja torej

A+B=B+A (6.1)

in ker v O velja tudi asociativnost seStevanja, je seStevanja matrik tudi aso-
ciativna operacija

A+(B+C)=(A+B)+C. (6.2)

(ii) Mnozenje matrik

Naj bo A matrika reda k x n, B pa matrika reda n x m. Pomnozimo i-to
vrstico matrike A z j-tim stolpcem matrike B na slede¢ nacin:

by
lan @iz ... Qi) :] = ajbij + aibaj + -+ + inbp; .
by

195



Dobljeno vsoto imenujemo skalarni produkt i-te vrstice matrike A in j-tega
stolpca matrike B. Produkt matrike A reda k x n in matrike B reda n x m
ozna¢imo AB, pri ¢emer je

(AB)i; = Z irbrj
r=1

ingrei=1,....k ter j = 1,...,m. Torej, ij-ti element produkta AB je skalarni
produkt i-te vrstice matrike A in j-tega stolpca matrike B. Produkt AB je
torej reda k X m.

Primer 6.2. Matriki 1z Primera 6.1 ne moremo mnoZiti zaradi neustreznih
redov. Naj bo torej A matrika iz Primera 6.1, matrika B pa naj bo podana kot

1 0 2 3
B=12 1 4 -3
1 -1 2 -2

Izracunajmo produkt matrik A in B.

Produkt je enak

Lo 1 0 2 3 010 5
5 3 s 2 1 4 -3| = .
1 -1 2 -2

Iz primera je razvidno, da produkt B A sploh ni definiran. Poglejmo Se produkt
dveh matrik enakih redov. Naj bosta

1 2 . 5 0
A—[34} in B—l_l 6]'
Tedaj sta definirana oba produkta

w-32] (5 0[5 2]

5 0 1 2 5 10
ma={f 5] a i8R )
Vidimo, da ¢etudi sta definirana oba produkta, nista (nujno) enaka. MnozZenje
matrik v splosnem ni komutativna operacija

AB + BA.

n

Velja pa asociativnost mnozenja
A(BC) = (AB)C. (6.3)

Lastnost velja iz podobnih razlogov kot pri sestevanju. Je namre¢ posledica
asociativnosti mnozenja v obsegu O in definicije mnozenja matrik. Podrob-
nosti so prepuscene bralcu.
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(iii) MnozZenje s skalarjem

Skalarji so elementi iz obsega O. Matriko A mnozimo s skalarjem A € O tako,
da pomnozimo z \ vsak element matrike A

a1; a2

21 A2
AN = A

An1  Ap2

A1m Aaip Aagp
Ao2m Aag;  Aags
Anm )‘anl )\an2

)\le
/\a2m

Ay

Bralec naj se sam preprica, da za mnozenje s skalarjem veljajo naslednje last-

nosti:
(A + u)A = A+ uA,
AMA+ B) =) A+ \B,
AMAB) = (MA)B in
ApA) = (Ap)A.

4

(6.4)
(6.5)
(6.6)
(6.7)

Poleg navedenih lastnosti veljata Se obe distributivnost mnozenja matrik glede na

seStevanje
AB+C)=AB+ AC
in

(B+ C)A = BA+ CA.

(6.8)

(6.9)

Ker morata obstajati tako produkta AB in BA, kot tudi AC in C'A, morajo biti
matrike A, B, C ustreznih redov. Naj bo A reda n x m, tedaj morata biti matriki
B in C obe redov m x k. Rezultat je reda n x k. Preverimo samo lastnost (6.8).

Lastnost (6.9) preverimo zelo podobno in to lahko stori bralec sam.

(AB + BQC),;

(B + C)Z]

(A(B +C))ij

= (AB); + (AC);
=30 Qb + D0 GGy
=2 i1 (@ibr; + aircy;)

= (B)ij + (C)i = bij + ¢
= e @ir(bry + €rj)

- Zgzl(airbrj + aircrj)

Nasprotna matrika, —A, matrike A je produkt matrike A s skalarjem —1

—A=(-1)A.
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Razlika matrik A in B, A — B, je vsota matrike A in nasprotne matrike matrike B

A—B=A+(-B).

Naj bo A matrika reda n x m. Tedaj je njena transponirana matrika AT matrika
reda m X n, ki jo dobimo iz A tako, da zamenjamo vrstice in stolpce:

(AT)y = (A)ji, Vi=1,..,m in j=1,.,n (6.11)

Nicelna matrika O je matrika, ki ima za elemente same nicle

0 0 0
o= .. . |. (6.12)
00 - 0

Naj bo sedaj A kvadratna matrika (m = n). Ce ima A n stolpcev oziroma vrstic
pravimo, da je reda n. Elemente a;;, ¢ = 1,...,n, kvadratne matrike A imenujemo
diagonalni elementi in sestavljajo glavno diagonalo matrike A.

Kvadratna matrika je zgornje trikotna, ce je a;; = 0 za vsak ¢ > j in pravimo, da je
spodnje trikotna, ce je a;; = 0 za vsak i < j:

@11 Q12 - Qip
0 axp -+ a . . .
zgornje trikotna matrika ,
0 0 - an
a; 0 -+ 0
Q21 Q22 - 0 . . .
spodnje trikotna matrika .
Gp1 Qp2 - Qpn 1

Matrika, ki je zgornje in obenem tudi spodnje trikotna, je diagonalna matrika

a1y 0 cee 0
0 ax . :
i diagonalna matrika ,
0 0 - ap

Diagonalna matrika, za katero je a; = 1 za vsak i, je enotska matrika I:
10 --- 0
01 ---

I=1 o enotska matrika .
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Bralec naj sam preveri, da za vsako kvadratno matriko A velja
ITA= Al =A. (6.13)

To pomeni, da je enotska matrika I enota za mnozenje v mnozici matrik.

Ce v kvadratni matriki A za vsak i in j velja a;j = aj;, tedaj je A simetricna in
velja

AT = A.
Ce pa je v kvadratni matriki A za vsak i in j izpolnjen pogoj a;j = —ay;, tedaj je A
poSevno simetricna in velja
AT = —A.

Naj bo M,, = {A; Aredan, (A);; € O}.
V nadaljevanju bomo definirali pomemben pojem v zvezi s kvadratnimi ma-
trikami in sicer je to obratna matrika.
Definicija 6.3. Matrika B je obratna ali inverzna matrika matrike A, ¢e velja
AB=BA=1.
Obratno matriko matrike A oznacimo z A™L.

Primer 6.4. Poisc¢imo obratno matriko matrike
11
A [ ! } |

Ao b
ol

Naj bo

Veljati mora

| —a—c —b+2d 01
a+c=
b+d=
—a—c=
—b—2d =

1 2
c:ci:—b:§,a:§.



Torej je

Wl

Al = -

| =
Wl
[S—y
—

Izrek 6.5. Ce obstaja obratna matrika matrike A, je le-ta enoli¢no doloéena.

Dokaz. Predpostavimo nasprotno, recimo da obstajata dve razliéni obratni matriki
B in C' matrike A. Tedaj velja

AB=BA=1

n
AC=CA=1.

Tedaj velja
B = BI = B(AC) = (BA)C=1IC=C,

kar je v protislovju z B # C. i

Definicija 6.6. Matrika je obrnljiva, ¢e obstaja njej obratna matrika.

Za mnozenje obrnljivih matrik velja
(AB) ' =B7'tA™!.
Izpeljimo to lastnost:
(AB)(B™'A™Y) = A(BB hHA™!
= AIA™!
= AA7!

= 1.
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6.2 Racunanje determinante matrike

O determinanti ne bomo veliko povedali. Uporabljali jo bomo pri izracunu obratne
matrike in pri reSevanju sistemov linearnih enacb. Definicija determinante, ki jo
bomo podali v tem razdelku, je kar se da poenostavljena. Zelo ohlapno povedano,
je determinanta stevilo, ki ga priredimo kvadratnim matrikam. Induktivho bomo
podali definicijo determinante kvadratne matrike A, ki jo oznac¢imo det(A) in jo
pisemo podobno kot samo matriko, le da namesto oglatih oklepajev uporabimo
ravne crte.

Determinanta matrike A reda dva je definirana kot produkt elementov glavne
diagonale, od katerih odstejemo produkt preostalih elementov:

11 Qi |
= Q1122 — Q12G2] -

Q21 A22 Q21 A22

det(A) = det [ e } =

Primer 6.7. Izracunajmo determinanto matrike

2 -3
2]

2 -3 2 -3
det(A):detl1 3}:’1 3‘:2 3—(=3)-1=9

Determinanta matrike reda tri je definirana kot:

aix Qa2 a3 aix Qa2 a3
det | a1 ag2 ags | = | az az as
azy azz Aass azy azz2 Aas3

= (ay1a22a33 + a12a93a31 + G13021a32) — (A11023a32 + A12G21033 + Q13022031 ) -

Do determinante matrike reda tri pridemo preko determinant matrik reda dva in
sicer tako, da determinanto vecje matrike razvijemo po vrstici ali stolpcu na vsoto
determinant matrik za ena nizjega reda. Pri tem determinanto matrike nizjega reda
imenujemo poddeterminanta. Poglejmo si razvoj po prvi vrstici:

@11 a2 13 11 a2 13
det | ag1 ag2 a3 | =| a2 Qg as
a31 Aazz G33 a31 Aazz G33
a a a a a a
_ 1+1 22 23 142 21 23 143 21 22
= (=1)"*tan +(=1)"as, +(=1)" a3
az2 as3 a3; ass a3; a3z
~—_—— ——— ———
poddet.|a;;| poddet.|A;,] poddet. |A;3]

= 011(022@33 - &23@32) — 12 ((121(133 - 6123(131) + 013((121(132 - 6122(131) .
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Poddeterminanto |A;;| dobimo tako, da v determinanti matrike A pre¢rtamo in
zanemarimo celotno ¢-to vrstico in j-ti stolpec. To, kar ostane, je poddeterminanta

| A

Primer 6.8. Izracunajmo determinanto matrike

1 3 —2
A= ]-11 0
2 4 -3
1 3 —2
det(4) = [ -1 1 0
2.4 0
10 ~1 0 ~1 1
-l e
= 12.

Zaenkrat smo determinanto matrike A reda tri racunali z razvojem po prvi vrstici
in sicer preko poddeterminant |A4;;|, kjer je 7 = 1,2,3. Toda determinanto matrike
A bi lahko rac¢unali s pomocjo razvoja po katerikoli vrstici ali stolpcu. Predznak
poddeterminante |A;;| dolo¢a predznak (—1)".

Tako bi lahko determinanto iz Primera 6.8 na drugac¢en nacin izracunali s pomoc¢jo
razvoja po na priemr tretjem stolpcu, kar vidimo na Primeru 6.9.

Primer 6.9. zracunajmo determinanto matrike A iz Primera 6.8 s pomocja razvoja
po drugem stolpcu.

1 3 —2
det(4) = [ -1 1 0
24 0

= oo L 3 et 8
= 12.

Postopek lahko posploSimo na racunanje determinante kvadratne matrike poljub-
nega reda. Naj bo A kvadratna matrika reda n. Ce determinanto matrike A
izratunamo z razvojem po i-ti vrstici, (i je katerokoli stevilo med 1 in n), tedaj
za vsak 7 = 1,2, ...,n element a; pomnozimo s pripadajo¢o poddeterminanto |A;,|,
katere predznak je doloen z (—1)""". Determinanta matrike A je definirana kot
vsota produktov elementov i-te vrstice s pripadajoc¢imi poddeterminantami:

n

det(A) = > (=1)*"ay| Ayl .

r=1
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Podobno lahko determinanto matrike A izracunamo s pomocjo razvoja po j-tem

stolpcu
n

det(A) = (=1)"a,| Ayl

r=1

Zaizracun determinante je najugodnejsi izbor vrstice ali stolpca s ¢im vec¢jim stevilom
nicel, saj ti ¢leni odpadejo iz vsote.

Opazimo, da je determinanta trikotnih in diagonalnih matrik enaka produktu diago-
nalnih elementov.

Navedimo (brez dokazov) nekaj lastnosti determinante:
(i) det(AB) = det(A)det(B).
(i) det(A) = det(AT).

(iii) Ce v matriki med seboj zamenjamo dve vrstici (stolpca), se spremeni predznak
determinante.

(iv) Ce vrstici pristejemo (odstejemo) veckratnik katere druge vrstice (stolpca), se
vrednost determinante ne spremeni.

(v) Ceimajo v matriki v kaksni vrstici (stolpcu) vsi elementi skupen faktor, lahko
le-tega izpostavimo iz determinante.

(vi) Ce sta v matriki dve vrstici (stolpca) enaki ali je ena veckratnik druge, je
determinanta matrike enaka 0.

(vii) Ce ima matrika kaksno ni¢elno vrstice (stolpec), je determinanta enaka 0.

Definicija 6.10. Matrika Eje prirejenka matrike A, ce je
(A)ij = (=1)"7]A4;] .

Primer 6.11. Izracunajmo prirejenko A matrike A iz Primera 6.7 ter 1zracuna;j

AA.
-~ 3 3
=33
m
-~ 9 0 1 0
aa=[8 0] <o 2 0] <aatar

V nadaljevanju pokazimo lemo, ki bo potrebna v dokazu naslednjega izreka.

Lema 6.12. Za j # i je

n

S (1P ] 4] =0,

r=1
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Dokaz. Naj bo A matrika z elementi a;;. Matriki A priredimo matriko A’ z elementi
a';; tako, da v matriki A namesto j-te vrstice napisemo i-to vrstico, ostalih vrstic pa
ne spreminjamo. S tem ima matrika A’ dve enaki vrstici in je njena determinanta
enaka 0. Zapisimo determinanto matrike A’ z razvojem po j-ti vrstici:

0= det(A') = 320 (=1)7*"d}, [ A7, | = 320 (1) ai | A |

r=1

Izrek 6.13. Matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko je det(A) # 0.
Dokaz. Izpeljimo dokaz v obe smeri.
(=) Naj bo A obrnljiva, torej naj obstaja A~!. Tedaj je AA™! = I in velja
1 = det(])
= det(AA™)

= det(A)det(A™") = det(A) #0.

(<) Naj bo sedaj det(A) # 0. Pokazimo, da velja
AA = det(A)I,

kar pomeni, da moramo pokazati:

-~

(AA)y = S (A)u(A)
= Y (A (=1 Ay

= Yo (=D a| Ayl

in za i # 7 imamo
(Ad); = Y (A)(A)y
= Zle(A)ir(_l)T+j|Ajr|

= (=) an Ayl

)



Zato je

—F—AA = T ali

T
VR
o,
D
g e
=

)
N———

I

~

od koder sledi

Iz dokaza Izreka 6.13 neposredno sledi posledica.

Posledica 6.14. Ce je A obrnljiva, tedaj je

1
-1 _
AT = det(A)

A.
Obrnljivim matrikam pravimo tudi regularne matrike.

Primer 6.15. Izracunajymo obratno matriko matrike

3 —1 2
A=14 -2 1
0 21

Determinanto izra¢unamo z razvojem po prvem stolpcu:

-2 1 -1 2
oy = o] 2 1L 2]

= 8.

[zracunajmo elemente prirejenke:

-~ -2 1 ~ -1 2 ~ -1 2
()11:’ 9 1’:—4, (A)12:—’ 2 1':5, (A)13:'_ 1':3,
-~ 4 1 ~ 3 2 -~ 3 2
Du=-|g 1 [==4 Da=|) T|=5  @Da=-|}7]-5
-~ 4 -2 ~ 3 -1 ~ 3 -1
Zato je prirejenka enaka
R -4 5 3
A=| -4 3 5
8 —6 -2



in obratna matrika je

15 3]

2 8 8

A 3 5
2 8 8

; .3 1

i i 4

Primer 6.16. [zracunajmo obratno matriko matrike

2 -1 0
A=13 1 =2
0 4 =3
Njena prirejenka je
R 5 —3 2
A=1]19 —6 4
12 -8 5

in ker je det(A) =1, je A~! = A,

6.3 Sistemi linearnih enacb

Cilj tega razdelka je sistemati¢no resevanje sistemov linearnih enacb. Linearne
enacbe so tiste, v katerih neznanke nastopajo samo v prvi potenci, na primer:

20 —5=0,2x4+3y =0, 3y =2z...

Spoznali bomo dva nac¢ina reSevanja sistemov linearnih enacb in sicer Gaussovo elim-
inacijsko metodo in Cramerjevo pravilo. Kot poseben primer Gausove eliminacije
bomo pogledali Se tretji nac¢in za izrac¢un obratne matrike.

Za motivacijo resimo naslednje sisteme dveh enach z dvema neznankama.

1.
r+y=2
20—y =1

r=1Ly=1.

Dobili smo enoli¢no resitev.
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rT+y=2
242y=4
r+y=2.

Dobili smo neskonéno resitev oziroma enoparametriéno resitev (vse tocke na
premici y = —z + 2).

r+y=2
204+ 2y =5

0=1.
V tem primeru ni resitve.

Opazimo, da lahko pri sistemih linearnih enacb pricakujemo tri razli¢ne izide:
- enoli¢na resitev,
- neskoné¢no resitev,

- ni resitve.

V splosnem bomo resevali sistem m linearnih enacb z n neznankami:

a;1ry + Qprs + ...+ apT, = b1
911 + Qo0Xy + ... + GopT, = bg
Ap1T1 + QpaXs + ...+ QunTn = b,

Pri tem so a;; in b;, @ = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n, znani elementi iz obsega realnih
ali kompleksnih stevil, x, xs, ..., z, pa iskane neznanke.

Ce vpeljemo

a1 a2 ... Qp T bl
Qg1 A22 ... Q2q Z2 by

A - 7 €r = Y b - Y
m1 Am2 ... Gmp Tn bm

lahko sistem m linearnih enacb z n neznankami v matricni obliki zapisemo kot

Ax =0b.

Spoznali bomo dva naé¢ina resevanja linearnih sistemov:

- Gaussovo eliminacijsko metodo in
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- Cramerjevo pravilo (uporabno le, ko je n = m in je sistem enoli¢no resljiv).
Obe metodi si poglejmo natancneje.

(i) Gaussova eliminacijska metoda

Naj bo [A, b] razsirjena matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da ji na desni
strani dodamo stolpec vrednosti b:

a1 192 oo QAp b1

921 929 ... Qop b2
[Av b] =

m1 Am2 ... Gmp bm

Nas cilj je transformirati razsirjeno matriko [A,b] tako, da bo njena desna
stran, to je matrika A, zgornje trikotna matrika. Taki obliki matrike pravimo
stopnicasta oblika. V ta namen lahko uporabljamo osnovne transformacije,
ki ne spremenijo resitev sistema linearnih enacb. Ta postopek imenujemo
Gaussova eliminacijska metoda.

Osnovne vrsticne transformacije so:

(i) zamenjava dveh vrstic,
(ii) poljubno vrstico pomnozimo z nenic¢elnim realnim stevilom,

(iii) poljubni vrstici pristejemo ali odstejemo veckratnik druge vrstice.

Poleg osnovnih vrsti¢énih transformacij poznamo Se osnovne stolpcéne transfor-
macije, ki so analogne vrsticnim, le da jih izvajamo na stolpcih. Medtem ko os-
novne vrstiéne transformacije ne spremenijo resitve sistema linearnih enacb, je
treba biti pri osnovnih stolpénih transformacijah previdnejsi, saj se v primeru
zamenjave stolpcev spremeni vrstni red neznank.

7 osnovnimi transformacijami naredimo stopnicasto obliko razsirjene matrike

[A, b]:
[ a;; a2 aiz ... Cllj ... Qip bl T
0 Qg2 Q23 ... A25 ... Q2p bg
0 0 azs ... ag; ... Aazp bg
At=1"9 o o .. Grj o G| b
0 0 0 ... 0 ... 0 |by
0 0 o 0 0| b |

Sedaj lo¢imo dve vrsti neznank in sicer so

L1, L2y -y T

208



vezane neznanke in
Ljt+1; Lj42;5 -+ T
so proste meznanke.

Ce niso vse vrednosti

bri1,br10,...0m
enake 0, tedaj sistem nima reSitve. Zanimajo nas samo sistemi, kjer so b, =
0,k =r+1,...,m. V tem primeru lahko spodnje nic¢elne vrstice enostavno
zanemarimo. Resitev dobimo tako, da vezane neznanke izrazimo s prostimi in
pravimo, da smo dobili m — r parametricno resitev sistema.

Primer 6.17. Resimo sistem linearnih enacb

1 + X9 + x3 + 23[’4 + 31[’5 = 13
r3 — 3x4 + 6x5 = 5
— x4 + x5 = —1.

Ce izvedemo osnovno stolpéno transformacijo in damo prvi stolpec na zadnje
mesto, ze imamo stopnicasto obliko:

To + X3 + 21‘4 + 3I5 + 1 = 13
r3 — 31‘4 + 6I5 = 5
— Ty + 5 = —1.

Torej sta x1 in x5 prosti spremenljivki, preostale so vezane in jih izrazimo s
prostima. Naj bo x1 =t in x5 = s. Tedaj lahko resitev zapisemo kot

t
3—t—2s
T = 8 —3s ,t,seR.
1+s
S

Definicija 6.18. Rang matrika A, rang(A), je Stevilo nenicelnih vrstic po
koncani Gaussovi eliminaciji.

Primer 6.19. Pois¢imo rang matrike, ki pripada sistemu linearnih enacb iz
Primera 6.17.

Stopnicasta oblika matrika A, ki pripada temu sistemu je

11 231
A=]01 -3 6 0],

00 -1 10

zato je

rang(A) = 3.
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Velja naslednja trditev, ki je ne bomo izpeljali.

Trditev 6.20. Osnovne tranformacije ne spremenijo ranga matrike.

Vrsto resitev sistema linearnih enacb glede na rang pripadajoce matrike podaja
naslednji izrek, ki ga prav tako ne bomo dokazali.

Izrek 6.21. Naj bo Ax = b sistem m linearnih enacb z n neznankams.

i) Ce je rang(A) = rang([A,b]) = n, tedaj ima sistem enolicno resitev.
i) Ce je rang(A) # rang([A,b]), tedaj sistem nima resitve.

iii) Ceje rang(A) = rang([A,b]) = k < n, tedaj ima sistem n—k parametricno
resitev.

V primeru, ko stevilo enach in neznank sistema linearnih enach Az = b sov-
padata (n = m) in je resitev sistema enoli¢na, lahko z Gaussovo eliminacijo
dosezemo normalizirano diagonalno obliko matrike A. To pomeni, da izvajamo
osnovne transformacije najprej pod diagonalo in nato nad diagonalo, dokler
ni leva stran razsirjene matrike [A, b] enotska matrika reda n:

10 0]
01 0] b,
(A= . . |
00 ... 1[¥

Desni stolpec je potemtakem resitev sistema.

Primer 6.22. Resimo sistem

T + 12 4+ x5 = 2
ry — X9 -+ 21‘3 = 1
To — T3 = 2.
1 1 1]2 1 1 1 2
[A,b] = 1 -1 21 |~ |0 =2 1| -1
0 1 —-11]2 0 1 -1 2
1 1 1 2 11 112
~~ 0 1 -1 2|1~ 01 —-1|2
0 -2 1] -1 00 —13]
11 0] 5 1 0 0] 6]
~ 01 O—-1 | =101 0] —1
00 -1 3 00 -1 3 ]
Tako je resitev
6
r=| —1
3
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Do sedaj smo obratno matriko izracunali direktno preko sistema linearnih
enach in s pomocjo prirejenke, poznamo pa Se tretji nacin, ki je posledica

Gaussove eliminacije.

Matriki A priredimo razsirjeno matriko [A, I] tako, da na desno stran napisemo
enotsko matriko enakega reda:

11
a21

(A I] = | @31

an1

ay2
a22
as32

Ap2

a3
ag3
ass

Gn3

Q14
Q24
34

Qp4a

Q1n
Q2p,
a3n,

ann

00 - 0
1 0 - 0
01 - 0
000 I

Najprej s pomocjo osnovnih vrstiénih transformacij predelamo prvi stolpec v
tako obliko, da je v prvi vrstici 1, v vseh ostalih pa 0:

* % X X

o O O

* % % X

o I S

* % X X

* % X X
EE S

* *
* *
* *
* *
* *

Ostali elementi se zaradi vrsti¢nih transformacij spreminjajo, zato so oznacni z
zvezdicami. Nato v drugem stolpcu naredimo na diagonali 1, in pod diagonalo

0:

o O O =
S O = %

* ¥ ¥ X

S I S S

* ¥ ¥ X

* X X X
* X X X

* X X X
* X% X X

Postopek ponovimo za vsak stolpec tako, da imamo na diagonali 1, pod diag-
onalo pa 0. Po kve¢jemu n korakih pridelamo matriko:

Sedaj vse skupaj ponovimo nad glavno diagonalo.

o O O =
S O = %

S O = %

O = %X ¥
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* K ¥ %

* X X X
* X X X

* X X X
S I

Najprej v zadnjem stolpcu



naredimo ni¢le nad diagonalo, kjer je enica:

o O O

S O = %

* %k 0% =
1 x Of* =*
0 1 0% =%
00 0% *
00 1% *

* % X X

* X X %

*

Postopek ponovimo za vse stolpce od zadaj naprej in po kve¢jemu n—1 korakih
ima razsirjena matrika obliko:

o O O

o O = O

0 0 0% *
10 0% *
0 1 0% *
0 0 0% =%
0 0 1+ =%

* X X X

* ¥ ¥ X

*

Matrika, ki smo jo dobili na desni strani, je obratna matrika A=, Ce se zgodi,
da tekom transformacij naletimo na nicelno vrstico ali stolpec, postopka ne
moremo nadaljevati in obratna matrika ne obstaja.

Primer 6.23. Izracunajmo obratno matriko matrike A iz Primera 6.16 s
pomodjo razsirjene matrike [A, I].

A, 1]

Q

Q

Q

Q

2

w

—1

S = N

S = O

1 00 -2
01 0] ~ 3
001 | 0
-1 1 01 1
01 0]l~]0 —
001] |0
—1 1 0] [ 1
3 -2 1| ~=1|0
0 01| [0
-1 1 0] [ 1
-3 2 =1 | ~=10
12 -8 5] [0
-3 2

—6 4

-8 5
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5
4

N Y

S = N

0/—-1 0 0
010
0 01
-1 10
41 3 =2 0
0 01
-2|/-11 0
-1{-3 2 -1
-3 00 1
0123 —15 10
0 9 -6 4
1112 -8 5



(ii) Cramerjevo pravilo

Uporabimo ga lahko samo za resevanje enoli¢no resljivih sistemov n linearnih
enacb z n neznankami (sistem reda n).

Izrek 6.24. Sistem Az = b je enolicno resljiv natanko tedaj, ko je det(A) # 0.
Resitev sistema se izraza kot

a2 ... Q-1 b aiign ... an
Q21 Q22 ... QG241 by agi+1 ... Q2qn
Ap1 Gp2 ... Gpg—1 bn Apnit1 --- Qdnn 1.2
T; = 1 = n
det(A) ) ) Y )
Dokaz.

Ker je po Izreku 6.13 determinanta matrike A razlicna od 0 natanko tedaj, ko
je A obrnljiva, ze imamo enoli¢no resitev sistema:

r=A"1b.

Pokazimo Se, kako se izraza reSitev x sistema Ax = b.

all 612 P aln bl
1 -~ 1 Qa1 G2 ... Qg by
= A= Ab=
v det(A) det(A)
a\nl a\n2 s a\Tm bn

Vemo, da je so elementi prirejenke A enaki
[ (_1)i+r|f4ri| :
Poglejmo i-to komponento resitve x:

n n

1 1 ‘
i = Airbr = -1 Z+Tbr Ari 5
YT Qet(A) ;a det(A) 2 (1) bl A

r=1
N >
Vv

razvoj poi—tivrstici
kar je ravno determinanta matrike iz izreka. i

Primer 6.25. Resimo sistem

Ty + 22 +2T3 = 2
$1—$2+2$3 =1
To — X3 = 2.
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Najprej moramo izrac¢unati

1 1 1
det | 1 —1 2 =1
0o 1 -1
Izracunajmo xq:
1 2 1 1
T = 1 -1 2 |=6.
det(A) 9 1 _1
Na podoben nacin izra¢unamo xo = —1 in x3 = —3.

Poseben primer sistemov so homogeni sistemi linearnih enacb:
Az =0.

A in x sta enaka kot prej, 0 pa je stolpec s samimimi niclami.

Primer homogenega sistema je

1 + 229 + 3x3 + 4dxzs = 0
51 + 6xz9 + Tx3 + 8xy = 0
92y + 10xy + 1lx3 + 1224 = O
—x1 — 219 — 3x3 — 4dx4 = 0.
Opazimo, da ima vsak homogeni sistem nic¢elno resitev x; = x5 = ... = x,, = 0.

Tej resitvi pravimo trivialna resitev homogenega sistema linearnih enacb.

Izrek 6.26. Homogeni sistem linearnih enacb reda n je netrivialno resljiv natanko

tedaj, ko je det(A) = 0.

Dokaz. Izrek 6.24 (Cramerjevo pravilo) pravi, da je sistem Az = 0 enoli¢no resljiv
natanko tedaj, ko je det(A) # 0. Ker je trivialna resitev vedno resitev homogenega
sistema linearnih enacb, v primeru, ko je det(A) # 0 nimamo nobene druge resitve.
Torej, ¢e zelimo netrivialno resitev, mora biti det(A) = 0. |

Primer 6.27. Poiscimo resitve zgoraj zapisanega homogenega sistema linearnih
enach.

Zapisimo sistem v matri¢ni obliki:

1 2 3 4 T 0
5 6 7 8 x| |0
9 10 11 12| |az3] |0
—1 —2 -3 —4 T4 0
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S postopkom Gaussove eliminacije dobimo stopnicasto razsirjeno matriko (podrob-
nosti so prepuscéene bralcu):

1 2 3 4]0
01 2 3]0
0 00O01]0
0 00O0]0
Resitev sistema je 9 = —2x3 —3 x4 in 1 = 3+ 2x4. Naj bo x3 = s in x4 = t, kjer

sta s,t € R. Tedaj je resitev homogenega sistema vsak vektor oblike

s+ 2t
“25=3t 0 L LeR.
S
t

Vidimo, da smo dobili netrivialno resitev in bralec naj sam preveri, da je det(A) = 0.

6.4 Vektorski prostor IR"

Spoznali bomo osnovni primer vektorskega prostora in razlozili nekatere pojme v
povezavi s tem. Predvsem nas bo zanimala baza vektorskega prostora in linearna
odvisnost oziroma neodvisnost vektorjev.

Ponovimo definicijo vektorja v ravnini in v trirazseznem prostoru. Vektor lahko
geometrijsko prikazemo z usmerjeno daljico z zacetkom v tocki A in koncem v
tocki B. Tocko A imenujemo zacetna tocka in B koncéna tocka. Vektorje obi¢ajmo
oznatujemo z malimi tiskanimi ¢rkami, nad katerimi narisemo puséico. Vektor v’
med tockama A in B zapiSemo

kot je razvidno s Slike 6.1.

Slika 6.1: Vektor med tockama A in B.

Vektor vsebuje dve informaciji in sicer smer ter velikost. Vektorje z enako smerjo in
velikostjo med seboj ne lo¢imo, ampak jih smatramo za enake (glej Sliko 6.2).

Poglejmo si, kako racunamo z vektorji.
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e
7

Slika 6.2: Enaki vektorji.

(i) Mnozenje s skalarjem

Ce je A > 0 pozitivno realno stevilo in ¥ poljuben vektor, potem je A7
vektor, ki je enako usmerjen kot vektor 7', njegova dolzina pa je za faktor A
daljsa (¢e je A > 1) oziroma krajsa (ce je A < 1) od vektorja v'. Za negativne
skalarje A < 0 je vektor A\ @ nasprotno usmerjen kot vektor v, po velikosti
pa je enak vektorju |\ v

Poglejmo si lastnosti mnozenja s skalarjem. Naj bosta A in p poljubna skalarja
ter v vektor. Tedaj velja

LA(po)=0A\p7,

II. 17 =7.

(ii) Sestevanje vektorjev

Vsota vektorjev v in W s skupno zacetno tocko, ¥ + , je vektor, ki gre iz
zacetne tocke do diagonalno nasprotne tocke v paralelogramu, ki ga napenjata
dana vektorja (glej Sliko 6.3).

Slika 6.3: Geometrijska reprezentacija vsote dveh vektorjev.

Nastejmo lastnosti seStevanja vektorjev.

III. Komutativnost:

=)
=)
=)
=|
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IV. Asociativnost:
it —

(V4+W)+ W=7+ (W + ).
_)

V. Nevtralni element (ali enota) je nicelni vektor 0 (vektor z enako zacetno
in konéno tocko):

T+0="7.
VI. Za vsak vektor v obstaja nasprotni vektor —v':
TH(-T)=0.
Obicajno uporabljamo zapis
T4 (W) =T -
in govorimo o odstevanju vektorjev. Razlika vektorjev je prikazana na Sliki 6.4

in sicer je to vektor, ki ima zaceteno tocko v koncu dugega vektorja in koncno
tocko v koncu prvega vektorja.

Slika 6.4: Geometrijska reprezentacija razlike vektorjev.

Velja se lastnost, ki povezuje obe racunski operaciji:
VII. Distributivnosti (v skalarjih in vektorjih):
A+ o = AT +uv,

MU A+T) = XU +AT.

Da bi z vektorji lazje racunali, jih postavimo v koordinatni sistem. Naj bo
zacetna tocka vektorja v v izhodiséu O(0,0) dvorazseznega koordinatnega sistema
in konéna tocka B naj ima koodinati B(y,y2), kot je to razvidno s Slike 6.5. Tedaj
zapisujemo vektor v kot

—
? = OB = (yl,yg).

o 1 . . —_— . ~
Vidimo, da je v tem primeru vektor v element IR?, to je dvorazseznega realnega
prostora oziroma ravnine.
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B(]?l, 33'2)

0/(0,0)

Slika 6.5: Vektor v koordinatnem sistemu.

Y A(Jfl,.ﬁlfg)
—
A
.
O
B(yh y2)
—
OB
0(0,0) !

Slika 6.6: Vektor med tockama A in B v ravnini.

—_—  —

je vektor @ enak razliki vektorjev OB in OA, kot je to razvidno s Slike 6.5:
—_— = —
VU =AB=0B—-0A= (y1,y2) — (z1,22) = (y1 — 71, Y2 — T2) .

Naj ima sedaj vektor ¥ zacetno tocko v A(zy, z2) in konéno v tocki B(yy,y2). Tedaj
n

—_— -
Dolzina vektorja AB, |AB|, je enaka

—

[AB| = /(1 — 1) + (g2 — 22)? .
Podobno kot smo naredili v ravnini R?, lahko vektorje postavimo tudi v tri-

razsezni koordinatni sistem R®. Vse prej nastete lastnosti obeh rac¢unskih operacij
veljajo tudi v tem primeru.
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Vektor z zacetno tocko v izhodiséu koordinatnega sistema je v IR® dolocen z urejeno
trojico

ﬁ —_—

v = (I1,$2,$3) .

Vektor med tockama A(xy, zo, x3) in B(yi, Yo, y3) je enak (glej Sliko 6.7)

7:14 Z(y1—$1792—$2793_x3)'

Njegova dolzina je

‘E‘ =/ (1 — 71)2 + (y2 — 2)2 + (y3 — 73)2.

y A(I1,$2,x3)
AB
—
@]
B(y17 Y2, 93)
Z
OB
A
0(0,0,0)

Slika 6.7: Vektor med tockama A in B v trirazseznem vektorskem prostoru.

Podobno, kot smo sedaj definirali racunski operaciji seStevanja in mnozenja s
skalarjem v IR?* in R®, ju lahko definiramo v n-razseznem realnem prostoru R”,
katerega elementi so urejene n-terice (x1, za, ..., ).

Mmnozenje s skalarjem :
Ay, Ty ey y) = (A1, Aoy ooy ATy)

Sestevanje :
(I’l, Ta, ..., In) + (917927 7yn) - (‘rl + Y1, T2 + Y2y -0y Ty + yn) .

Tudi v tem primeru obe racunski operaciji zadoscata vsem lastnostim od I. do VII.
Te lastnosti, ki smo jih pokazali na geometrijskih vektorjih, veljajo tudi v nekaterih
dugih prostorih, ki so za naravoslovne vede in matematiko zelo pomembni. Zato
definirajmo:
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Definicija 6.28. Naj bo V' mnozica na kater: sta definirant operaciji sestevanja
elementov iz V' in mnoZenja le teh s skalarji. Ce je zadoséeno vsem lastnostim od
I do VII, tedaj V' imenujemo vektorski prostor. Elemente prostora V imenujemo
vektorji.

Za vsako pozitivno stevilo n je V' = R" vektorski prostor, ki ga imenujemo n-razseZen
realni vektorski prostor.

Naj bosta V vektorski prostor in naj bo W podmnozica od V. Ce je W tudi
sam vektorski prostor, ga imenujemo wvektorski podprostor od V.

Ce zelimo pokazati, da je nek vektorski prostor podprostor drugega prostora, ni
potrebno preverjati vseh lastnosti, temve¢ samo zaprtost za mnozenje s skalarjem
in seStevanje vektorjev.

Primer 6.29. Preveri, ali sta dant mnoZici vektorska podprostora.

1. Naj bo W mmnoZica vseh tock oblike (0,z,,x3) € R®. Ali je W vektorski pod-
prostor od IR*?

Preveriti moramo zaprtost za sestevanje in mnozenje s skalarjem. Naj bosta

T = (0,19,23) in ¥ = (0,ys,y3) poljubna elementa iz mnozice W. Tedaj je
njuna vsota

-, =

T+ Y =(0,29,23) + (0,92,y3) = (0,22 + y2, 3 + y3)
prav tako element mnozice W. Nadalje naj bo A poljuben skalar. Tedaj je
AT = \(0,29,73) = (0, A9, A 13)
tudi v W, ki je zato vektorski podprostor od IR®.

2. Naj bo W mnoZica vseh tock oblike (1,14, 13) € R*. Ali je W wvektorski pod-
prostor od IR*?

Preveriti moramo podobno kot prej zaprtost za sestevanje in mnozenje s skalar-
jem. Naj bosta sedaj = = (1,x9,23) in y = (1,ys,y3) poljubna elementa iz
mnozice W. Tedaj je njuna vsota

T+ Y =1, 29,73) + (1,42, y3) = (2,22 + Y2, T3 + Y3)

in o¢itno ni element mnozice W, ki zato ni vektorski podprostor od IR®.

Splosno velja, da vsak vektorski podprostor vsebuje koordinatno izhodisce, to je
nicelni vektor.

220



Definicija 6.30. Naj bo W vektor iz vektorskega prostora V.= R"™. Vektor w je lin-
earna kombinacija vektorjev U1, U, -+, Uk, ki so prav tako elementi vektorskega
prostora V = IR", ce obstajajo skalarji \i, Ag, - -+, \p taksni, da velja

E):)\171+)\272++)\k7k
Opomba. Pravimo tudi, da se W da izraziti kot linearna kombinacija vektorjev
717727 e 77143‘
Primer 6.31. Preverimo, ali so vektorji linearne kombinacije podanih vektorjev.

1. Ali vektor (2,4) € R? lahko zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev (2,1)
in (0,1)7

Preveriti moramo, ce obstajata skalarja \; in Ay taksna, da velja
(27 4) = )‘1(27 1) + )‘2(07 1) :

Resujemo sistem
2 = 2\

4 = )\1 + )\2 )
katerega resitev je A\; = 1 in Ay = 3 in odgovor je da.

2. Ali vektor (1,—4) € R® lahko zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev
(2,10), (—=3,15)?

V tem primeru iS¢emo skalarja A; in A, ki bi zadoscala zvezi
(1,—4) = \(2,10) + A2 (—3,15) .

Resujemo sistem
1 = 2X\ —3X

—4 = 10X\ +15)\,.
Pomnozimo prvo enacbo z —5 in ju seStejemo, kar na da
-9=0.

To pomeni, da se vektor (—1, 4) ne da izraziti kot linearna kombinacija podanih
vektorjev.

3. Ali vektor (5,4,—-2) € R? lahko zapisemo kot linearn kombinacijo vektorjev
(1,0,0), (0,1,0) in (0,0,1)?

Sedaj iS¢emo skalarje A1, A\g in A3, ki zadoscajo
(5,4,—2) = A\1(1,0,0) + A2(0,1,0) + A3(0,0,1) .

V tem primeru je resitev ustreznega sistema trivialna in sicer je A\ =5, Ay =4
in )\3 = —2.
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Opazimo, da so vektorji v zadnjem primeru Se posebej uporabni za izrazanje linearne
kombinacije vektorjev zato imajo posebno ime, kot je zapisano v spodnji definiciji.

Definicija 6.32. Vektorji
e = (1,0,0,...,0), & = (0,1,0,...,0), ...,&, = (0,0,0,...,1)

so standardni bazni vektorji vektorskega prostora IR™.

Primer 6.33. Izrazimo pojuben vektor (ai, as, ...a,) € R™ kot linearno kombinacijo
standardnih baznih vektorjev.

[scemo skalarje Ai, Ao, ..., A, ki zadoScajo zvezi

(ay, a9, ...ay,) = A1(1,0,0,...,0) + A2(0,1,0,...,0) + - - - + X,,(0,0,0, ..., 1) .
Ocitno je resitev sistema A\ = a1, Ay = ag, ..., A\, = @y
V Primeru 6.33 smo videli, da lahko poljuben vektor iz R" izrazimo kot linearno
kombinacijo usteznih standardnih baznih vektorjev (iz IR").

Naj bo S = {0y, Vs, ..., ¥} mnozica vektorjev vektorskega prostora V = IR™.
Poglejmo, kaj lahko povemo o reSitvah vektorske enacbe

MT 1+ XTot -+ MTe=0, MER, 0 =(0,0,..0).

Taki vektorski enacbi bomo rekli nicelna linearna kombinacija. Ocitno so skalarji
Al = Ay = -+ = A\ = 0 resitve nicelne linearne kombinacije. Tem resSitvam prav-
imo trivialna resitev vektorske enacbe. Trivialna resitev vedno obstaja. Vcasih pa
obstajajo tudi kake druge (nenicelne resitve), kar vidimo na Primeru 6.34.

Primer 6.34. Pois¢imo netrivialno resitev nicelne linearne kombinacije

)\1 (_47 17 2) + )‘2 (1707 _1) + )‘3(27 _170) = (07070) :

Resimo vektorsko enacbo

(=4, A1,200) + (A2,0,=A2) + (23, =X3,0) = (0,0,0)

(=X + XA +2X3, 0 — A3,20 — X\y) = (0,0,0).
Dobimo sistem linearnih enac¢b

—4)\1+)\2+2)\3 == O
)\1—)\3 — O
2)\1—)\2 == O
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7 Gaussovo eliminacijo reSimo sistem:

-4 1 210 1 0 —11]0
[A,0] = 1 0 -1/0|~1]2 -1 0]0
| 2 -1 010 2 -1 0|0
1 0 —1]0 1 0 —1]0
A 0 —1 210l = | 0 -1 210
|0 1 =210 0O 0 0}0
Sistem ima enoparametri¢no reSitev oblike Ay = 2)3 in Ay = As. Ce vpeljemo

parameter \3 = t, t € R, tedaj je Ay = 2t in \; = t. To pomeni, da nimamo samo
trivialne resitve, ampak je resitev tudi vsak vektor oblike

t
2t | ,t€eR.
t
Definicija 6.35. MnozZica S = {71,?2,---,71& vektorjev wvektorskega prostora

V = IR" je linearno neodvisna, c¢e ima nicelna linearna kombinacija vektorjev iz
S samo trivialno resitev.

. .. . — — — . . .
Drugace povedano, mnoZica vektorjev S = {0y, Vg, ..., Ux} je linearno neodvisna
natanko tedaj, ko velja

)\171+)\272++)\k7k:6> =4 )\ZZO,VZ:LQ,,]C

Primer 6.36. Preverimo linearno neodvisnost mnoZzic.
1. Ali je mnozica vektorjev {(—1,0,2), (%, 0,—1)} linearno neodvisna.

Na Primeru 6.34 smo videli, da ima nicelna linearna kombinacija teh dveh
vektorjev netrivialno resitev, zato mnozica ni linearno neodvisna.

2. Ali je mnozica vektorjev {(3,1,2),(1,0,—1),(2,—1,0)} linearno neodvisna.

Postopamo podobno kot v rimeru 6.34, torej iS¢emo resitve nicelne linearne
kombinacije teh treh vektorjev. Ce obstaja samo trivialna resitev, tedaj so
linearno neodvisni, sicer bodo linearno odvisni. ReSujemo vektorsko enac¢bho

A(3,1,2) + A2(1,0,—1) + A3(2,—1,0) = (0,0,0).
Dobimo sistem linearnih enac¢b

3)\1+)\2+2)\3 - 0
)\1—A3 — 0
2)\1—)\2 - 0
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Izracunajmo determinanto pripadajoce matrike koeficientov:

3 1 2
1 0 —-1|=-7
2 -1 0

Ker je determinanta razlicna od 0, ima po Izreku 6.26 homogeni sistem samo
trivialno resitev in je po Definiciji 6.35 mnozica S linearno neodvisna.

Na tem mestu lahko omenimo, da smo poseben primer linearne odvisnosti oziroma
neodvisnosti ze srecali pri navadnih diferencialnih enacbah drugega reda, le da smo
tam namesto o neodvisnosti geometrijskih vektorjev preverjali neodvisnost resitev
diferencialne enacbe.

Definicija 6.37. Naj bo S = {?1, Vo, .., Tn} mnozica vektorjev vektorskega pros-
tora V- =IR". Tedaj je S baza vektorskega prostora natanko tedaj, ko je S linearno
neodvisna mnoZica. Elemente baze imenujemo bazni vektorji.

Primer 6.38. Preverimo, ali tvorijo vektorji mnozice S bazo vektorskega prostora
V.

1. S ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, V = R®.
Preveriti je treba linearno neodvisnost vektorjev iz S, kar pomeni, da lahko

ima nic¢elna linearna kombinacija samo trivialno resitev:
A1(1,0,0) + A2(0,1,0) + A3(0,0,1) = (0,0,0).
Iz Primera 6.33 sledi, da je Ay = Ay = A3 = 0, zato je S baza.
2.5 ={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}, V = R".

Ta primer je posplositev prejSnjega in se pokaze na analogen nacin.

3. S =1{(0,1,1),(0,1,2),(2,0,—1)}, V = R®. Preverimo resitve nicelne linearne

kombinacije:
A (0,1,1)+ A2 (0,1,2) + A3 (2,0,—1) = (0,0,0).
Zapisimo pripadajoci sistem
2X3 = 0
M+ =0
AM+2X—A3 = 0.
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Po Izreku 6.26 ima homogeni sistem trivialno resitev natanko tedaj, ko je
det(A) # 0. Izracunajmo determinanto:

00 2
det(A) = 11 0
1 2 -1

- 22-1)

— 240,

Torej ima sistem samo trivialno resitev, kar pomeni, da je mnozica S linearno
neodvisna in je zato baza.

Izrek 6.39. Ce je mnozica vektorjev S = {71, Vg, ..., Un} baza vektorskega pros-
tora V= R", tedaj lahko vsak vektor & € V = R" na enolicen nacin zapisemo kot
linearno kombinacijo vektorjev iz S.

Dokaz. Ker je S baza, lahko @ zapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev iz S,
to je, obstajajo skalarji A, Ao, ..., A, taksni, da je

UW=MTV1+X Vot -+ V.

Predpostavimo nasprotno, torej da ta zapis ni enolicen. Potemtakem obstajo skalarji
1, [, ...y by taksni, da je

U= U1+ o Vot 4 fn U,

pri cemer obstaja ¢ tak, da je \; # p;, Vi = 1,2, ...,n. Poglejmo si razliko

- =
U —u

= M U1+ TVot A MU= (V142 Vot i V)
ﬁ
0

= (M=) Vi Ao = pi2) Do (A — ) VU

Ker je mnozica S linearno neodvisna, je lahko nic¢elna samo trivialna linearna kom-
binacija, kar pomeni, da so vsi skalarji pred vektorji enaki O:

)\1—/,61:0,)\2—/,62:0,...,)\n—,un:0

oziroma
)\i:ui, Vi:1,2,...,7’l,

kar pomeni, da ne obstaja i tak, da bi \; # u;.
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Primer 6.40. Razvijmo vektor (—4,7,1) € R* po bazi iz Primera 6.38 tocka 3.

Poiskati moramo enolicno dolocene skalarje A\;, ¢ = 1, 2, 3, ki resijo vektorsko enacbo
(—=4,7,1) = A1 (0,—1,1) + X2 (0,1,2) + X3 (2,0,—1)}.

Dobimo sistem enach:
—4 = 2\

7 - —)\1+/\2

1 = A +2X— s,

katere resitev je
A =-5, =2 A\3=-2.

6.5 Lastne vrednosti in lastni vektorji
Jedro tega razdelka je izracunavanje lastnih vrednosti matrike in iskanje pripadajoc¢ih
lastnih vektorjev.

Problem lastnih vrednosti v matri¢ni obliki formuliramo takole. Naj bo dana
kvadratna matrika A reda n. Poiskati zelimo vse take skalarje A in nenicelne vektorje
7, da bo veljalo

AT =)\7.
Skalarje A, ki zadoscajo temu pogoju, imenujemo lastne vrednosti matrike A, pri-
padajoci vektor T pa je lastni vektor matrike A.
Tega se ne da zmeraj narediti in nas bo zanimalo, za katere skalarje A in vektorje
_>
x se da.

Uporabimo enotsko matriko I in zapiSimo enac¢bo v modificirani obliki:
A7 = A7
AT = N7
H

(A-XDT = 0.

Matriko A — Al imenujemo karakteristicna matrika matrike A:

ap — A Q12 te A1n
21 gy — A - -- A2n,
A—- N = ]
an1 an2 e Ann — )\
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Po Izreku 6.26 ima matri¢na enacba
(A-AD)T =0

nenicelno (netrivialno) resitev natanko tedaj, ko je determinanta karakteristicne
matrike enaka 0.

Determinanta karakteristiéne matrike

ap;; — A a2 ce A1n
a21 gy — A - ag
det(A — ) = !
an1 an2 e Anp — /\

je polinom p(\), ki ga imenujemo karakteristicni polinom matrike A:

p(A\) = det(A — \I).
Nicle karakteristicnega polinoma so tako lastne vrednosti matrike A.

Primer 6.41. Pois¢imo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike
2 4
A= [ 2 4 ] |

p(\) = }:V—A—G:Q—UQ—G)

Lastni vrednosti matrike A sta A\; = 3 in \; = —2. Poiscimo Se pripadajoca lastna
vektorja. Najprej za A\ = 3:

2—-A 4
1 —1-A

(A-3D7 = 0

-1 4 T o 0
1 —4 ) - 0 '
To pomeni, da morata x; in x5 zadoSc¢ati pogoju

1 —4ry =0 = 11 = 424

Oznacimo x, s parametrom t, torej naj bo x5 = t. Pri tem parameter ¢ poljubno
izbiramo, torej je t € IR. Lastni vektorji so oblike

4t
4], ien

Naravno je izbrati za t najpreprostejsi primer, to je t = 1. Tedaj je lastni vektor, ki
ustreza lastni vrednosti A; = 3 enak



Poglejmo se za \y = —2:

(A+2D)7 = 0
4 4 T . 0
1 1 9 N 0 '
To pomeni, da morata x; in x5 zadoScati pogoju

T1+r=0=>11 = —124.

Vpeljemo parameter x5 = ¢, t € R in izracunamo z; = —t. Torej je drugi lastni

vektor
—t
] en

Za t =1 dobimo drugi lastni vektor
-1
BE

Ni tezko preveriti, da sta lastna vektorja linearno neodvisna.

V obeh zgornjih primerih sta bili lastni vrednosti razliéni in enkratni nicli karak-
teristicnega polinoma. Takim lastnim vrednostim pravimo enostavne lastne vred-
nosti. Kadar se neka nicla pojavi m-krat, pravimo, da je njena kratnost enaka m.

Primer 6.42. Poisc¢imo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike
7 —1
=17

T—-A -1
4 3-A

Dvojna lastna vrednost matrike A je Ao = 5. Pois¢imo Se lastne vektorje.

p(A) =

}:(A—5)2:0.

(A-50)7 = 0

2 —1 T . 0
4 =2 i) o 0 '
To pomeni, da morata x; in x5 zadoScati pogoju

201 — 25 =0=29=22.

Oznacimo x; s parametrom t, torej naj bo x; = t, kjer je t € R. Lastni vektorji so
oblike
t
(4] eew
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Naravno je izbrati za t najpreprostejsi primer, to je t = 1. Tedaj je lastni vektor

enak
1
N E

Dobili smo lastno vrednost, katere kratnost je enaka 2, pripada pa ji en sam
lastni vektor.

Namenoma smo se izognili iskanju lastnih vektorjev kompleksnih lastnih vred-
nosti, saj bi le-te morali iskati v kompleksnih vektorskih prostorih, o katerih pa
nismo nicesar povedali. Prav tako se lahko zgodi, da neenostavni lastni vrednosti
pripada ve¢ linearno neodvisnih lastnih vektorjev, kar vidimo v Primeru 6.43.

Primer 6.43. Pois¢imo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

011
A=|1 0 1
110
-2 1 1
pPN)=| 1 =X 1 [=-+1)*N-2)=0.
1 1 =X
Lastni vrednosti matrike A sta A; o = —1 in A3 = 2. Pois¢imo Se pripadajoce lastne
vektorje. Najprej za A\j o = —1:
(A+ D7 =0
1 11 1 0
1 11 T = 0
1 11 x3 0

To pomeni, da morajo xy, x5 in x5 zadoscati pogoju
T4+t =0=>23=—2; —29.
Naj bo xy =t in x5 = s, kjer sta ¢, s € IR. Lastni vektorji so oblike

t
S , teR.
—t—s

Vrednosti za t in s izberemo na najpreprostejsi primer tako, da bosta dobljena
vektorja linearno neodvisna in sicer t = 1,s =0in t = 0,s = 1. Pripadajoca lastna
vektorja sta

1 0

0 in 1 ,

-1 -1
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ki sta seveda linearno neodvisna. Dobili smo lastno vrednost, katere kratnost je
enaka 2 in ji pripadata dva linearno neodvisna lastna vektorja.
Poglejmo se za A\3 = 2:

(A-2D7 = 0

2 1 1 o 0
1 -2 1 e | = |0
1 1 -2 T3 0

Resitev pripadajocega sistema je
Tl = Tg = T3 .

Naj bo x1 =t, t € R, tedaj je lastni vektor

t], teR.
t
Za t =1 dobimo
1
1
1

Izkaze se, da ima lastna vrednost kratnosti m lahko od 1 do m linerno neodvisnih
lastnih vektorjev.

Ni se tezko prepricati v veljavnost naslednjega izreka, zato je dokaz prepuscen
bralcu.

Izrek 6.44. Naj bo A zgornje ali spodnje trikotna matrika. Tedaj so lastne vrednosti
matrike A njeni diagonalni elementi.

Primer 6.45. Poisc¢imo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

3 0 0
A= -1 1 0
2 -3 -1
3—A 0 0
pA)=| -1 1-2A\ 0 =B-XN1-N(-1-X)=0.
2 -3 —1-=A
Lastni vrednosti matrike A sta A\; = 3, Ay = 1 in A3 = —1. Pois¢imo Se pripadajoce

lastne vektorje. Najprej za A\ = 3:

(A-3D7 = 0

0 0 O i 0
1 -2 0 | = |0
2 -3 —4 I3 0
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Resitev pripadajocega sistema je

8 4
Tl = T3, Tg = —- T3 .

7 7
Naj bo z3 =t, t € IR, tedaj je lastni vektor

8
=t

T+

Da se znebimo ulomkoj je primerno izbrati £ = 7 in dobimo

8
—4
7

Na podoben nacin dobimo Se druga dva lastna vektorja in sicer sta

0 0
0 n -2
-1 3

6.6 Diagonalizacija matrik

Problem diagonalizacije matrike je v tesni povezavi z njenimi lastnimi vektorji. Za

zacetek poglejmo, kaj sploh je diagonalizacija matrike.

Definicija 6.46. Naj bo A kvadratna matrika reda n in naj obstaja obrnljiva ma-
trika P reda n taksna, da je P~'AP diagonalna matrika. Tedaj pravimo, da je A
diagonalizabilna matrika, za matriko P pa pravimo, da diagonalizira matriko A.

Naslednji izrek nam bo povedal, kdaj je matrika A diagonalizabilna. Sam dokaz
nam da postopek za diagonalizacijo matrike, a ga zaradi preskromnega poznavanja
vektorskih prostorov ne bomo izpeljali. Na primeru bomo izvedli postopek diago-

nalizacije matrike.

Izrek 6.47. Naj bo A kvadratna matrika reda n. Tedaj sta naslednji trditvi ekviva-

lentni:
(i) A je diagonalizabilna,

(ii) A ima n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

231



Primer 6.48. Diagonalizirajmo matriko A

2 4
A= { 24 } .
Potrebujemo dva linearno nedvisna lastna vektorja in to sta ravno lastna vektorja
matrike A. Stolpce matrike P sestavljajo linearno neodvisni lastni vektorji:

4 -1
r=1 ]

1 1 1
-1_ *
SRR

e [3 0]
PAP_[O _2}_0.

in obratna matrika je

[zracunajmo Se produkt

Primer 6.49. Diagonalizirajmo matriko A

A:

)
—_ O
[ R y—

Pois¢emo lastne vrednosti, ki so —1, —1 in 2 ter pripadajoce lastne vektorje, ki
jih zapisemo kot stolpce matrike P:

-1 -1 1
P= 0 1 1
1 0 1
Obratna matrika je
1 -1 -1 2
Pl=c] -1 2 -1
1 1 1

[zracunajmo Se produkt

-1 0 0
P'AP=1] 0 -1 0| =D.
0 0 2

Na obeh primerih opazimo, da so diagonalni elementi diagonalizirane matrike
A reda n, natanko lastne vrednosti. To drzi ob pogoju, da premore matrika A n
linearno neodvisnih lastnih vektorjev, a tega ne bomo dokazovali, ve¢ o tem najdete
v [4].
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6.7 Naloge

MATRIKE IN DETERMINANTA

1. Izracunaj 3A — 2B, ce je

3
2 —1 2
A:{l 1 2]’ B = _2

3
)
1

W = W

2. Izracunaj 5(A +3C) — A+ (B — 5C), ¢e je
4 -1 2 6 -1 3
e e B F S B

3. Ce obstajata, izracunaj produkta AB in BA:

a)
13
2 1 ~1 2
A:{—l 3}’ B=1 91
11
b)

s
I
L—
—_
(@)
—_
(@)
-y
v
I
S = O = O

4. Izracunaj AAT in AT A, ce je

A=[2 -1 0 3],

3] - [23)

Brez obratne matrike resi matri¢no enacbo AX = B.

5. Dani sta matriki
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. Izracunaj determinanti matrik A in B, ¢e je

A sinoe — cos«
COS & sin «

3 -1 7
],3:111
2 3 4

. 'V kaksni povezavi morata biti Stevili z in y, da bo determinanta matrike A
enaka 1, e je

1010101
0111010
0Oz 000« O
A=10 00 z 1 = 1
0 00 v 0y vy
000001 =2
000 00 0 1]
. Izracunaj
5 3 0 4 2
10 2 0 3
A=13 04 0 7
7213 4
51 2 2 3
. Izracunaj
1 2 3 45
23 456
A=|13 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 78 9
. Izracunaj
7213 4
102 0 3
A=13 04 0 7
6 3 2 4 5
51 2 2 3
. Izracunaj
a a a a
A @ b b b
a b c c
a b c d
. Dana je matrika
2 23
A= 1 -1 0
-1 21

Izracunaj A=1.
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13.

)
A= 1
-3

14. Resi matri¢no enacbo

¢e so

1 -1
A_[—l 2

15. Resi matri¢no enacbo

Ce je
16. Resi matriéno enacbo
ce je
17. Resi matri¢no enacbo
ée so

3 -1
A:[5 —2

18.

A:

SISTEMI LINEARNIH ENACB

Izracunaj A= + AT B, ¢e je

| 5=

Poisci vsa realna stevila x, za katera matrika A ni obrnljiva:

—4 -1 1 -2

-1 0|, B=|-2 6

301 1 -2
AXB=C,
10 -1

02 -3 ,C:{
—4 1 3
AX +2I = A,
120
A=12 51
37 2

(A—2DX =A+1,

2 1

5 6
7 8 2 1

) o

r+2 243 3r+4
20 +3 3x+4 4+ 5
3r+5 bx+8 10z + 17
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. Poiséi vse resitve sistema enacb

20 -3y+ =2
rT+y+=z
y+3xr—2=z2

. Poisél vse resitve sistema enacb

20 —y+z
2x—62z
—y+7z

. Poiséi vse resitve sistema enacb

20 —y+4z
2¢4+4y—62
4dx+3y—2z
. Resi sistem enachb
r1 + 2z9 4+ 3x3
2$1 + T + 533'3
3.771 -+ 2172 + I3
r1 + To + 51‘3

S pomocjo

a) Cramerjevega pravila,

b) Gaussove eliminacijske metode.

. Poiséi vse resitve sistema enacb

3r1 — 239 + 13 —
-9 T + 61’2 — 31’3 +
333'1 — T + 333'3 —

+ + o+

12
14.

4 Ty
Ly
2 Ty
Ty

21‘4 —

61‘4
Ty

. Obravnavaj sistem enacb glede na parameter a:

r+2y+3z
3z+ay+x
ar+y+3z

. Dan je sistem enacb s parameterom a:

r+2y+32
9r+6y+az
drx+4y+z

a) Resi sistem za a = 3.
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b) Pokazi, da sistem nima resitve za a = —1.

8. Obravnavaj sistem enach glede na parameter a:

r+y+3z = =2
2 —4y4+az = 2
dr+ay+8z = —4.

9. Obravnavaj sistem enach glede na parameter a:

I
S

3—2a)x+ (2—a)y+ =2
2—az+2—-a)y+=z
r+y+(2—a)z = 1.

I
—

RANG MATRIKE IN LASTNE VREDNOSTI

1. Doloci rang matrike

1 4 1 =2
2 1 -1 3
A= 1 -3 2 -1
1 -3 10 —-13

2. Obravnavaj rang matrike A glede na razlicne vrednosti realnega stevila a:
—2—a 4 54a 4+a

A= 1 -1 =2 —1
—a 3 14+a 4+4a

3. Preveri, ali je mnozica vektorjev (z1, xe, T3, 24) iz IR® linearno neodvisna, e je

1 0 1 5
-1 —2 -3 -7
Ir = -1 To = 3 I3 = 2 Ty = —2
1 —1 0 4
2 3 1 1

a)

-3 4 —
A= 1 0 1
6 —6 5
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4 1 2
B=|-2 1 =2
-1 -1 1

5. Poisci karakteristicni polinom in lastne vrednosti matrike:

a)
2 1 —2
A=]-10 0
11 -1
b)
2 —1 1 -1
1 0 0 1 -1
B=|0 0 -1 4 1
0 0 -1 3 1
0 0 0 0 1
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maksimum, 20
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Moivreova formula, 30
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obseg
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odvod, 83
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ciklometri¢ne funkcije, 93
desni, 83
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geometrijski pomen, 85
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racionalna funkcija, 92
sinus, 92
sinus hiperbolikus, 95
tangens, 92
tangenta, 87
trigonometricne funkcije, 92
verizno pravilo, 90
visji, 97
okolica tocke, 48
ordinata, 28
original, 32
osnovna perioda, 46
Ostrogradska metoda, 133

parametricna druzina funkcij, 161
parcialni ulomki, 127
poddeterminanta, 202
podmnozica, 13
pol, 56, 114
poligonska ¢rta, 150
polinom, 54
deljivost, 127
faktorizacija, 54
koreni, 54
nicle, 54
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splosni ¢len, 54 stekalisce, 50

stopnja, 54 surjektivnost, 33
vodilni koeficient, 54
potenca tangens funkcija, 56
eksponent, 21 Taylorjeva formula, 107
osnova, 21 Taylorjeva vrsta, 109
potenciranje realnih stevil, 21 trigonometriéne funkcije, 56
prazna mnozica, 13 kosinus, 56
presek mnozic, 13 kptangens, 006
preslikava sinus, 56
bijektivna, 35 tangens, 56
graf, 38

unija mnozic, 14

injektivna, 34 univerzalni kvantifikator, 12

inverzna, glej tudi obratna, 37

komponiranje, 35 Van der Waalsova enacba stanja, 116
kompozitum, 35 vektor, 215, 220
obratna, glej tudi inverzna, 37 vektorski podprostor, 220
surjektivna, 33 vektorski prostor, 220
preslikava, glej tudi funkcija, 32 vigji odvod, 97
prevoj, 113
prosti pad, 185 zaloga vrednosti, 34
zaporedje, 47
racionalna Stevila, 15 divergentno, 48
racionalna funkcija, 56 infimum, 52
radikand, 22 konvergentno, 48, 52
razlika mnozic, 14 limita, 48
realna Stevila, 16 monotono, 51
realna funkcija, 43 narascajoce, 51
realna os, 18 natancna meja, 52
realni vektorski prostor, 220 navzdol omejeno, 51
Riemannova integralska vsota, 141 navzgor omejeno, 51
rotacijsko telo, 152 omejeno, 51, 52

padajoce, 51

stekalisce, 50

supremum, 52
zgornja meja, 19
zveznost funkcije, 72

sinus funkcija, 56
sinus hiperbolikus, 67
sistemi linearnih enach, 207
Cramerjevo pravilo, 213
Gaussova metoda, 208
homogeni, 214
proste neznanke, 209
vezane neznanke, 209
skalarni produkt, 196
slika, 32
smerno polje, 163
splosna plinska enacba, 115
spodnja meja, 19
stacionarna tocka, 99
standardni bazni vektorji, 222
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